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摘要：　 在已有精细 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ（龙格⁃库塔）方法的基础上，考虑了状态空间方程非齐次项的特点

和外荷载的特殊性，提出了求解结构动力方程的改进精细 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法．通过对矩阵进行分块

计算，在利用原有精细 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法高精度的同时进一步提高了计算效率，有利于大型结构的

长时间仿真．将改进精细 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法应用于结构动力方程求解，为其求解提供一种新方法．数
值算例表明了改进方法的正确性和有效性．
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引　 　 言

航空、航天、机械以及土木工程等多个领域结构计算和设计的核心就是求解结构动力学方

程，如何高精度高效率求解一直备受关注．传统差分方法都存在精度不高的缺点，由钟万勰等

提出的精细积分法［１⁃２］，在应用于求解线性定常结构动力方程时，能够在数值上得到精确解，它
具有精度高、绝对稳定、可以用大步长等优点．为了避免矩阵求逆，一些学者对非齐次项的 Ｄｕ⁃
ｈａｍｅｌ 积分进行数值积分求解，得到了一些新的计算方法［３⁃４］ ．Ｚｈａｎｇ（张素英）等［５］ 将精细积分

方法和 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法相结合，提出了精细 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法，并将其应用于求解非线性动力

学方程．由于大型结构的结构动力方程求解需要很长时间，为了提高计算效率，还有很多学者

做了很多有益的工作［６⁃８］ ．
本文将精细 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法引入求解结构动力方程，利用精细积分方法的高精度和

Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法的通用性，同时考虑由结构动力方程转化所得的状态空间方程非齐次项的特

点和外荷载的特殊性，提出结构动力方程求解的改进精细 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法，对其进行编程计

算，并与传统的 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法进行对比，说明方法的正确性和有效性．
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１　 精细 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法

１．１　 构造状态空间方程［６］

当采用集中质量法或有限元法时，可得如下所示的结构动力方程：
　 　 Ｍｘ ＋ Ｃｘ ＋ Ｋｘ ＝ － ＭＩｕｇ， （１）

其中，初始值 ｘ（０），ｘ（０） 给定，Ｍ，Ｃ，Ｋ ∈ Ｒｎ×ｎ（ｘ ∈ Ｒｎ），Ｉｕｇ 为外部荷载列向量．
对式（１）两边同时左乘 Ｍ －１， 可将方程表示如下：
　 　 ｘ ＋ Ｍ －１Ｃｘ ＋ Ｍ －１Ｋｘ ＝ － Ｉｕｇ ． （２）

引入状态变量 Ｘ１ ＝ ｘ，Ｘ２ ＝ ｘ，则状态向量为 Ｘ ＝
Ｘ１

Ｘ２
{ } ， 可以把方程（１）转化为状态空间方程：

　 　 Ｘ ＝ ＡＸ ＋ Ｆ（ ｔ）， （３）
其中 Ａ 和 Ｆ（ ｔ） 分别为

　 　 Ａ ＝
０ Ｉ

－ Ｍ －１Ｋ － Ｍ －１Ｃ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

２ｎ×２ｎ

， Ｆ（ ｔ） ＝
０

－ Ｉｕｇ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

２ｎ×１

．

１．２　 精细 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ方法［５］

根据常微分方程理论，对于如下的一个非齐次方程：
　 　 Ｘ ＝ ＡＸ ＋ Ｆ（ ｔ）， （４）

其解可以表示为

　 　 Ｘ（ ｔ） ＝ ｅｘｐ［Ａ（ ｔ － ｔ０）］Ｘ０ ＋ ∫ｔ
ｔ０
ｅｘｐ［Ａ（ ｔ － ｔ１）］Ｆ（ ｔ１）ｄｔ１ ． （５）

令 ｔ ＝ ｔｋ＋１，ｔ０ ＝ ｔｋ，Δｔ ＝ ｔｋ＋１ － ｔｋ， 可得如下格式：

　 　 Ｘｋ＋１ ＝ ｅｘｐ（ＡΔｔ）Ｘｋ ＋ ∫Δｔ
０
ｅｘｐ［Ａ（Δｔ － ξ）］Ｆ（ ｔｋ ＋ ξ）ｄξ ． （６）

上式右边的积分可以用四阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法计算，可得

　 　 Ｘｋ＋１ ＝ ｅｘｐ（ＡΔｔ）Ｘｋ ＋ Δｔ
６
（Ｋ１ ＋ ２Ｋ２ ＋ ２Ｋ３ ＋ Ｋ４）， （７）

其中

　 　

Ｋ１ ＝ ｅｘｐ（ＡΔｔ）Ｆ（ ｔｋ） ＝ Ｔ１Ｆ（ ｔｋ） ＝ Ｄ１，

Ｋ２ ＝ ｅｘｐ １
２
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÷ ＝ Ｔ２Ｆ ｔｋ ＋ Δｔ
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ø
÷ ＝ Ｄ２，

Ｋ３ ＝ ｅｘｐ １
２

ＡΔｔæ

è
ç
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ø
÷ Ｆ ｔｋ ＋ Δｔ

２
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ç

ö

ø
÷ ＝ Ｔ３Ｆ ｔｋ ＋ Δｔ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ｄ３，

Ｋ４ ＝ Ｆ（ ｔｋ ＋ Δｔ），

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（８）

上式中所出现的 ｅｘｐ（ＡΔｔ） 和 ｅｘｐ（ＡΔｔ ／ ２） 均可以用精细计算［２］得到．

２　 改进精细 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法

对于大型结构来说，所得到的结构动力方程比较复杂，结构自由度比较高，使得结构动力

方程求解所需时间比较长，下面来考虑如何对精细 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法进行改进．
２．１　 考虑 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ方法特点的改进

如果结构动力方程求解时的外荷载只有和时间相关的外荷载向量，为了提高计算效率，可
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以将式（７）改写如下：

　 　 Ｘｋ＋１ ＝ ｅｘｐ（ＡΔｔ）Ｘｋ ＋ Δｔ
６
（Ｋ１ ＋ ４Ｋ２ ＋ Ｋ３）， （９）

其中

　 　

Ｋ１ ＝ ｅｘｐ（ＡΔｔ）Ｆ（ ｔｋ） ＝ Ｔ１Ｆ（ ｔｋ） ＝ Ｄ１，

Ｋ２ ＝ ｅｘｐ １
２

ＡΔｔæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｆ ｔｋ ＋ Δｔ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ｔ２Ｆ ｔｋ ＋ Δｔ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ｄ２，

Ｋ３ ＝ Ｆ（ ｔｋ ＋ Δｔ） ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１０）

需要指出的是由于 ｅｘｐ（ＡΔｔ） 可以由 ｅｘｐ（ＡΔｔ ／ ２） 计算得到， 所以计算时可以把

ｅｘｐ（ＡΔｔ ／ ２） 先计算出来，再利用 ｅｘｐ（ＡΔｔ ／ ２） 计算 ｅｘｐ（ＡΔｔ） ．
２．２　 考虑非齐次项特点的改进［６］

观察式（３）可以发现，转化所得状态空间方程中的 Ｆ（ ｔ） 是一个 ２ｎ × １的列向量，并且前 ｎ
行均为 ０．

对式（９）中的 Ｔ 和 Ｆ（ ｔ） 进行如下分块：

　 　 Ｔ２ｎ×２ｎ ＝ Ｔ（１）
２ｎ×ｎ Ｔ（２）

２ｎ×ｎ[ ] ， Ｆ（ ｔ） ２ｎ×１ ＝
Ｆ（１）

ｎ×１

Ｆ（２）
ｎ×１

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
， （１１）

分块以后得到的 Ｆ（１）
ｎ×１ 是 ０，这样可以得到

　 　 Ｄ ＝ Ｔ２ｎ×２ｎ × Ｆ （ ｔ） ２ｎ×１ ＝ Ｔ（２）
２ｎ×ｎ × Ｆ（２）

ｎ×１ ． （１２）
从式（１２）可知精细 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法可以简化计算，在每一个时间步内进行式（９）运算

时，都用式（１２）来代替计算，和文献［６］有异曲同工之妙．
这样把精细 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法简化为

　 　 Ｘｋ＋１ ＝ ｅｘｐ（ＡΔｔ）Ｘｋ ＋ Δｔ
６
（Ｋ１ ＋ ４Ｋ２ ＋ Ｋ３）， （１３）

其中

　 　

Ｋ１ ＝ ｅｘｐ（ＡΔｔ）Ｆ（ ｔｋ） ＝ Ｔ（２）
１ Ｆ（２）（ ｔｋ） ＝ Ｄ１，

Ｋ２ ＝ ｅｘｐ １
２

ＡΔｔæ
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ø
÷ Ｆ ｔｋ ＋ Δｔ

２
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÷ ＝ Ｔ（２）

２ Ｆ（２） ｔｋ ＋ Δｔ
２
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ø
÷ ＝ Ｄ２，

Ｋ３ ＝ Ｆ（ ｔｋ ＋ Δｔ） ．
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ï

（１４）

２．３　 考虑外荷载特点的进一步改进

一般情况下，外部荷载不一定都作用在每个质点上，所以外荷载有些行有数值，有些行可

能是 ０，所以可以将外荷载是 ０ 的部分行不参与计算．根据以上特点，假设外荷载不为 ０ 的部分

为 ｍ 行，式（１１）的计算可以继续分块计算如下：

　 　

Ｔ２ｎ×２ｎ ＝ Ｔ（１）
２ｎ×ｎ Ｔ（２）

２ｎ×ｎ[ ] ＝ Ｔ（１）
２ｎ×ｎ Ｔ（２）

２ｎ×（ｎ－ｍ） Ｔ（３）
２ｎ×ｍ[ ] ，

Ｆ（ ｔ） ２ｎ×１ ＝
Ｆ（１）

ｎ×１

Ｆ（２）
ｎ×１

é
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ê
êê

ù

û

ú
úú
＝

Ｆ（１）
ｎ×１

Ｆ（２）
（ｎ－ｍ） ×１

Ｆ（３）
ｍ×１
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ú

．
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ï
ï
ï
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ï

（１５）

分块以后得到的 Ｆ（１）
ｎ×１ 和 Ｆ（２）

（ｎ－ｍ） ×１ 是 ０，则相应的式（１２）可以改写为

　 　 Ｄ ＝ Ｔ２ｎ×２ｎ × Ｆ（ ｔ） ２ｎ×１ ＝ Ｔ（２）
２ｎ×ｎ × Ｆ（２）

ｎ×１ ＝ Ｔ（３）
２ｎ×ｍ × Ｆ（３）

ｍ×１ ． （１６）
与此同时根据式（１６）进一步将式（１４）简化为

０８３ 结构动力方程求解的改进精细 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法



　 　 Ｘｋ＋１ ＝ ｅｘｐ（ＡΔｔ）Ｘｋ ＋ Δｔ
６
（Ｋ１ ＋ ４Ｋ２ ＋ Ｋ３）， （１７）

其中

　 　

Ｋ１ ＝ ｅｘｐ（ＡΔｔ）Ｆ（ ｔｋ） ＝ Ｔ（３）
１ Ｆ（３）（ ｔｋ） ＝ Ｄ１，

Ｋ２ ＝ ｅｘｐ １
２

ＡΔｔæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｆ ｔｋ ＋ Δｔ

２
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ç

ö

ø
÷ ＝ Ｔ（３）

２ Ｆ（３） ｔｋ ＋ Δｔ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ｄ２，

Ｋ３ ＝ Ｆ（ ｔｋ ＋ Δｔ） ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１８）

２．４　 改进算法的精度和效率分析

对于精度来讲，对比计算式（１７）和（７）可以知道由于改进过程中不会有计算精度的变化，
所以改进方法仍能保持原有精细 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法的高精度．

对于计算量来说，式（１０）要比式（８）形式简洁，计算量较小．当考虑非齐次项特点对矩阵

进行分块计算时，通过式（１２）的简化可以将 ２ｎ × ２ｎ 次乘法变为 ２ｎ × ｎ 次乘法．当考虑外荷载

特点进行简化计算时，通过式（１６） 的改进又可以将 ２ｎ × ｎ 次乘法变为 ２ｎ × ｍ 次乘法．
定量分析式（１３），只考虑乘法计算，可知改进前一个步长内乘法计算量为

　 　 ４ｎ２ ＋ ４ｎ２ ＋ ４ｎ２ ＋ ２ｎ ＋ ２ｎ， （１９）
按照式（１３）改进后一个步长内乘法计算量为

　 　 ４ｎ２ ＋ ２ｎ × ｎ ＋ ２ｎ × ｎ ＋ ２ｎ ＋ ２ｎ， （２０）
式（１３）改进方法提高的效率为

　 　 ４ｎ２ ＋ ２ｎ × ｎ ＋ ２ｎ × ｎ ＋ ２ｎ ＋ ２ｎ
４ｎ２ ＋ ４ｎ２ ＋ ４ｎ２ ＋ ２ｎ ＋ ２ｎ

＝ ２ｎ ＋ １
３ｎ ＋ １

； （２１）

按照式（１７）改进后一个步长内乘法计算量为

　 　 ４ｎ２ ＋ ２ｎ × ｍ ＋ ２ｎ × ｍ ＋ ２ｎ ＋ ２ｎ， （２２）
式（１７）改进方法提高的效率为

　 　 ４ｎ２ ＋ ２ｎ × ｍ ＋ ２ｎ × ｍ ＋ ２ｎ ＋ ２ｎ
４ｎ２ ＋ ４ｎ２ ＋ ４ｎ２ ＋ ２ｎ ＋ ２ｎ

＝ ｎ ＋ ｍ ＋ １
３ｎ ＋ １

． （２３）

式（２１）和式（２３）给出了改进方法节约计算时间的理论预估公式．当结构的自由度很大

时， 从式（２１）可知当外部荷载没有零项时， 改进方法需要原有精细 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法时间的

６７％； 从式（２３）可知当外部荷载有零项时， 改进方法需要原有精细 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法时间的

３３％～６７％．

３　 算 例 分 析

３．１　 算例 １
本算例取自文献［３］，方程如下：

　 　
１ ０
０ １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｘ１

ｘ２
{ } ＋

１ － １
－ １ ２．５

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｘ１

ｘ２
{ } ＝

－ ｓｉｎ ｔ
０．５ｓｉｎ ｔ{ } ，

初始条件： ｘ１（０） ＝ ２．５， ｘ２（０） ＝ ０， ｘ１（０） ＝ １．０， ｘ２（０） ＝ １．０．
算例解析解为

　 　 ｘ１ ＝ ２ｃｏｓ ２
２

ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ０．５ｃｏｓ（ ３ ｔ） ＋ ｓｉｎ ｔ，
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　 　 ｘ２ ＝ ｃｏｓ ２
２

ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｃｏｓ（ ３ ｔ） ＋ ｓｉｎ ｔ ．

将传统四阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法所用步长取为 ０．０００ １ ｓ，将精细 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法和本文的

改进精细 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法的步长取为 Δｔ ＝ ０．０２ ｓ，Ｎ ＝ ２０， 计算结果列于表 １．
表 １　 ｘ１ 的数值计算结果的比较

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ

ｔ ／ ｓ ａｎａｌｙｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ

ｍｅｔｈｏｄ［９］

ｐｒｅｃｉｓｅ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ

ｍｅｔｈｏｄ［５］

ｉｍｐｒｏｖｅｄ ｐｒｅｃｉｓｅ
Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄ

５ －３．１６６ ５８７ －３．１６６ ４６２ －３．１６６ ５８７ －３．１６６ ５８７

１０ ０．８８７ ５４３ ０．８８７ ３７５ ０．８８７ ５４３ ０．８８７ ５４３

１５ ０．２２２ ５４６ ０．２２２ ５２９ ０．２２２ ５４６ ０．２２２ ５４６

２０ ０．４０４ ７５０ ０．４０４ ７７１ ０．４０４ ７５０ ０．４０４ ７５０

２５ １．０３２ ９４０ １．０３３ ００８ １．０３２ ９４０ １．０３２ ９４０

３０ －２．４７５ ２０５ －２．４７５ １０７ －２．４７５ ２０５ －２．４７５ ２０５

３５ １．１２７ ８５３ １．１２７ ６４０ １．１２７ ８５３ １．１２７ ８５３

４０ －０．７６１ ７４４ －０．７６１ ６７１ －０．７６１ ７４４ －０．７６１ ７４４

４５ ２．２７６ ６２７ ２．２７６ ５５３ ２．２７６ ６２７ ２．２７６ ６２７

５０ －１．５５５ ２９８ －１．５５５ １１４ －１．５５５ ２９８ －１．５５５ ２９８

　 　 从表 １ 可得精细 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法具有很高的精度，传统的 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法即使取步长

０．０００ １ ｓ 时仍然没有达到精细 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法的精度，本文方法计算结果和精细 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔ⁃
ｔａ 方法一样，仍然保持了原有精细 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法的高精度特性．
３．２　 算例 ２

为了进一步验证改进精细 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法的计算效率，选取如下结构动力方程：
　 　 Ｍｘ ＋ Ｃｘ ＋ Ｋｘ ＝ ｆ（ ｔ），

其中

　 　 Ｍ ＝

１５３
１７０

１７０
１７０

１７０
１７０

１８３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

，

　 　 Ｃ ＝

３ ５１０ － ５ ７８０ １ ８３０ ４２５ １２１ ２９．６ ８．７４
－ ５ ７８０ １３ ５００ － ８ ９５０ １ ０９０ ２１５ ６９．４ １６．５
１ ８３０ － ８ ９５０ １４ ５００ － ８ ７４０ １ １６０ ２３１ ７８．５
４２５ １ ０９０ － ８ ７４０ １４ ６００ － ８ ７２０ １ １７０ ２５１
１２１ ２１５ １ １６０ － ８ ７２０ １４ ６００ － ８ ７１０ １ ２３０
２９．６ ６９．４ ２３１ １ １７０ － ８ ７１０ １４ ６００ － ８ ４３０
８．７４ １６．５ ２８．５ ２５１ １ ２３０ － ８ ４３０ １３ ９００

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

，
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　 　 Ｋ ＝ １０４ ×

２０４ － ３５０ １１１ ２５．７ ７．３０ １．７９ ０．５２９
－ ３５０ ８０８ － ５４２ ６６．２ １３ ４．２ １
１１１ － ５４２ ８７０ － ５２９ ７０．３ １４ ４．７５
２５．７ ６６．２ － ５２９ ８７４ － ５２８ ７０．７ １５．２
７．３０ １３ ７０．３ － ５２８ ８７５ － ５２７ ７４．６
１．７９ ４．２ １４ ７０．７ － ５２７ ８７６ － ５１０
０．５２９ １ ４．７５ １５．２ ７４．６ － ５１０ ８３３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

，

荷载列向量

　 　 ｆ（ ｔ） ＝

１５３
１７０

１７０
１７０

１７０
１７０

１８３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

０
０
０
０
０
０

ｓｉｎ（πｔ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

，

初始条件为

　 　 ｘ（０） ＝ ０， ｘ（０） ＝ ０．
本算例的矩阵维数 ｎ ＝ ７，ｍ ＝ １， 代入时间预估公式（２３）可得本文改进方法需要时间为精

细 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法的 ４１％．
取相同步长情况下，利用本文方法和精细 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法对算例进行了计算，所需时间

的比较结果列于表 ２．
表 ２　 数值计算效率的比较

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ

ｓｔｅｐ Ｎ
ｐｒｅｃｉｓｅ

Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄ［５］ Ａ ／ ｓ

ｉｍｐｒｏｖｅｄ ｐｒｅｃｉｓｅ
Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄ Ｂ ／ ｓ

ｔｉｍｅ ｒａｔｉｏ
（Ｂ ／ Ａ） ／ ％

１ ０００ ０．０７ ０．０３ ４３

５ ０００ ０．３５ ０．１５ ４３

１０ ０００ ０．７０ ０．２７ ４０

５０ ０００ ３．４５ １．４１ ４２

１００ ０００ ６．９２ ２．８０ ４２

５００ ０００ ３４．２９ １３．９０ ４１

　 　 从表 ２ 可得本文方法提高了计算效率，在相同的迭代步数下，本文算法约为文献［５］所需

时间的 ４２％，验证了式（２３）计算所得结果，这对于航空、航天、机械以及土木工程中的各种大

型结构计算以及长时间仿真，有重要意义．本算例自由度并不大，当结构自由度更大时更能显

示本文改进方法的优越性．

４　 结　 　 论

本文给出了精细 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法的改进公式，提出了求解结构动力方程的改进精细

Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法，同时给出了改进方法提高计算效率的预估公式．
本文方法具有以下优点：首先，改进公式没有改变原有精细 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法的基本形式，

保持了原有算法的高精度；其次，本文改进方法考虑了非齐次项和外荷载的特点，可以进一步

３８３张　 继　 锋　 　 　 邓　 子　 辰　 　 　 张　 　 凯



提高求解的计算效率．数值算例证明了本文方法的有效性．
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４８３ 结构动力方程求解的改进精细 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法



Ａｎ Ｉｍｐｒｏｖｅｄ Ｐｒｅｃｉｓｅ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ Ｍｅｔｈｏｄ
ｆｏｒ Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ Ｄｙｎａｍｉｃ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ

ＺＨＡＮＧ Ｊｉ⁃ｆｅｎｇ，　 ＤＥＮＧ Ｚｉ⁃ｃｈｅｎ，　 ＺＨＡＮＧ Ｋａｉ
（Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｃｉｖｉｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ＆ Ａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅ， Ｎｏｒｔｈｗｅｓｔｅｒｎ

Ｐｏｌｙｔｅｃｈｎｉｃａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｘｉ’ａｎ ７１００７２， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）
（Ｃｏｎｔｒｉｂｕｔｅｄ ｂｙ ＤＥＮＧ Ｚｉ⁃ｃｈｅｎ， Ｍ． ＡＭＭ Ｅｄｉｔｏｒｉａｌ Ｂｏａｒｄ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｐｒｅｃｉｓｅ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄ， ｉｎ ｖｉｅｗ ｏｆ ｔｈｅ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃
ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｔｅｒｍｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔａｔｅ ｓｐａｃｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｌｏａｄｓ， ａ
ｎｅｗ ｉｍｐｒｏｖｅｄ ｐｒｅｃｉｓｅ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄ ｗａｓ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｄｙｎａｍｉｃ ｅ⁃
ｑｕａｔｉｏｎｓ． Ｔｈｒｏｕｇｈ ｐａｒｔｉｔｉｏｎｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｅｄ ｓｔａｔｅ ｓｐａｃｅ ｍａｔｒｉｃｅｓ， ｔｈｅ ｉｍｐｒｏｖｅｄ ｍｅｔｈｏｄ ｎｏｔ ｏｎ⁃
ｌｙ ｉｎｈｅｒｉｔｅｄ ｔｈｅ ａｄｖａｎｔａｇｅ ｏｆ ｈｉｇｈ ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｅｃｉｓｅ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄ， ｂｕｔ ａｌｓｏ ｇｒｅａｔｌｙ
ｐｒｏｍｏｔｅｄ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ， ｍａｋｉｎｇ ｉｔ ｓｕｉｔａｂｌｅ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｌａｒｇｅ⁃ｓｃａｌｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｄｙ⁃
ｎａｍｉｃ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ａｎｄ ｃｏｎｄｕｃｔｉｎｇ ｌｏｎｇ⁃ｔｉｍｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ． Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘａｍｐｌｅｓ ｓｈｏｗ
ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｃｔｎｅｓｓ ａｎｄ ｖａｌｉｄｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ ｍｅｔｈｏｄ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｄｙｎａｍｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎ； ｐｒｅｃｉｓｅ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ； ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ； Ｒｕｎｇｅ⁃
Ｋｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄ

Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ （ Ｋｅｙ Ｐｒｏｇｒａｍ ）
（１１４３２０１０）； Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｂａｓｉｃ Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｐｒｏｇｒａｍ ｏｆ Ｃｈｉｎａ （ ９７３ Ｐｒｏ⁃
ｇｒａｍ）（２０１１ＣＢ６１０３００）

５８３张　 继　 锋　 　 　 邓　 子　 辰　 　 　 张　 　 凯


