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摘要：　 在静电激励微机电系统 ＭＥＭＳ（ｍｉｃｒｏ⁃ｅｌｅｃｔｒｏ⁃ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｓｙｓｔｅｍｓ）吸合特性研究中，基于应

变梯度理论的微梁结构的控制方程是非线性高阶微分方程，给方程的求解带来了困难．由于该问题

的数学模型本质上是分叉问题，方程的解支上出现奇异点，而运用局部延拓法无法通过奇异点．因
此，通过运用广义微分求积法将控制方程降阶离散，结合拟弧长延拓法使迭代顺利通过奇异点，求
出了整个解曲线．结果表明，拟弧长延拓法能有效并准确地求解具有分叉现象的高阶微分方程问

题，为精确预测静电激励 ＭＥＭＳ 的吸合电压提供有力帮助．
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引　 　 言

随着科学技术的发展，静电激励微机电系统 ＭＥＭＳ 以其体积小、重量轻、能耗低、谐振频

率高以及响应时间短等诸多优点，在物理、化学和生物等多个领域中得到了广泛应用，如谐振

器、传感器、微型全分析系统等．研究吸合特性，计算吸合电压值是这类结构研究和设计的关

键．国内外很多学者基于经典梁理论研究了静电激励微梁的吸合特性．由于系统的控制方程是

非线性微分方程，要得到闭合的解析解非常困难．于是，数值分析方法成为研究这类非线性问

题的合适选择．在 Ｇａｌｅｒｋｉｎ（伽辽金）方法的基础上，Ｙｏｕｎｉｓ 等［１］研究了静电激励微梁的静动态

吸合特性，Ｐａｍｉｄｉｇｈａｎｔａｍ 等［２］用有限元方法研究了两端固支和悬臂微梁的静态激励吸合电

压，Ｋｕａｎｇ 等［３］运用微分求积法研究了固支微梁的动态特性．但实验发现微尺度结构存在尺寸

效应，使得经典理论无法给出合理的解释．徐晓建等［４］基于非局部理论和表面能理论研究了微

纳米传感器振动特性．Ｌａｍ 等［５］在 Ｍｉｎｄｌｉｎ［６］高阶应力理论的基础上提出了应变梯度弹性理论．
基于应变梯度理论，Ｋｏｎｇ（孔胜利）等［７］ 研究了 Ｅｕｌｅｒ（欧拉）梁的尺寸效应，Ｗａｎｇ（王炳雷）
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等［８⁃１０］提出了 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ（铁木辛柯）梁、Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 微板的尺寸效应模型，又研究了静电激励微

梁的吸合特性尺寸效应，其结果与实验结果非常吻合．
本文基于应变梯度理论，建立静电激励微梁模型，运用广义微分求积法对其控制方程降阶

离散．广义微分求积法是 Ｓｈｕ 和 Ｒｉｃｈａｒｄｓ［１１］在 Ｂｅｌｌｍａｎ 等［１２］的微分求积法基础上提出来的，可
以用任意的离散形式来确定第一阶的离散点加权系数．但降阶后的方程的解支上有奇异点出

现，局部延拓法无法求出方程完整的解．于是引入拟弧长延拓法［１３］，这是上世纪 ７０ 年代末，
Ｋｅｌｌｅｒ［１４］和 Ｒｉｋｓ［１５］用来研究非线性分歧问题的一种方法．拟弧长延拓法的思想是在局部延拓

法的基础上，引入拟弧长参数，将原来的方程替换成由拟弧长参数来表示的参数方程，并加入

拟弧长条件，从而使迭代能够顺利的通过奇异点．本文借助于拟弧长延拓法的计算思想，使方

程得以顺利求解，进而研究两端固支梁模型的静电激励 ＭＥＭＳ 的吸合特性尺寸效应．

１　 拟弧长延拓法计算思想

拟弧长延拓法是解决非线性问题的有效方法［１３］，考虑：
　 　 ｆ（ｕ，λ） ＝ ０， （１）

其中， ｆ：Ｒｎ × Ｒ → Ｒｎ， λ ∈ Ｒ， ｕ ＝ ｕ（ｕ１，ｕ２，…，ｕｎ－１，ｕｎ）， ｕ ∈ Ｒｎ ．
假定 （ｕ∗，λ∗） 是解支Γ上的一个点，（ｕ∗，λ∗） 是该点处的单位切向量．引入拟弧长参数

ｓ 把原来的变量 ｕ 和 λ 看作是 ｓ 的函数，得到下面的拟弧长条件：
　 　 Ｆ（ｕ，λ，ｓ） ＝ ｕ∗·（ｕ － ｕ∗） Ｔ ＋ λ∗·（λ － λ∗） － （ ｓ － ｓ∗） ＝ ０． （２）

图 １　 拟弧长延拓法计算思想图解

Ｆｉｇ． １　 Ｉｄｅａ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｐｓｅｕｄｏ⁃ａｒｃｌｅｎｇｔｈ
ｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

这里， Δｓ ＝ ｓ － ｓ∗，表示沿向量（ｕ∗，λ∗） 方向上离开

点（ｕ∗，λ∗） 的距离． （ｕ∗，λ∗） 是过点（ｕ∗，λ∗） 的

单位切向量，如图 １ 所示．由式（２）进一步整理得到

　 　 τ·［（ｕｐ，λ ｐ） － （ｕ，λ）］ Ｔ ＝ ０， （３）
其中， τ ＝ （ｕ∗，λ∗），（ｕｐ，λ ｐ） ＝ （ｕ∗，λ∗） ＋ Δｓ·τ ．

式（３）是运用拟弧长法求解非线性方程组（１）所
需引入的拟弧长条件．于是求解非线性方程组（１）就
变成求解非线性方程组（４），表示如下：

　 　
ｆ（ｕ，λ） ＝ ０，
τ·［（ｕｐ，λ ｐ） － （ｕ，λ）］ Ｔ ＝ ０，{ （４）

其中， τ 可以由线性方程组（５）求得．

　 　
［ ｆｕ（ｕ∗，λ∗）， ｆλ（ｕ∗，λ∗）］·τＴ ＝ ０，
τ － １ ＝ ０ ．{ （５）

令 ｙ ＝ ［ｕ，λ］ ＝ ［ｕ１，ｕ２，…，ｕｎ，λ］， 式（４）可表示为

　 　 Ｎ（ｙ） ＝
ｆ（ｙ）

τ·（ｙｐ － ｙ） Ｔ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝ ０， （６）

式（５）可表示为

　 　
ｆｙ（ｙ）·τＴ ＝ ０，
τ － １ ＝ ０ ．{ （７）

ｆ（ｙ） 的 Ｊａｃｏｂｉ（雅可比）矩阵 Ｄｆ（ｙ） 可表示为
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这里，向量上的“＾”表示从该矩阵中去除这一列．于是可以得到

　 　 Ｖ（ｙ） ＝ （Ｊ１，Ｊ２，…，Ｊｎ，Ｊｎ＋１） Ｔ ． （１０）
显然， Ｖ（ｙ） 是式（７） 中线性方程组 ｆｙ（ｙ）·τＴ ＝ ０ 的一个解向量．于是只需单位化 Ｖ（ｙ） 便可求

出 τ：
　 　 τ ＝ Ｖ（ｙ） ／‖Ｖ（ｙ）‖ ． （１１）
根据上述推导，若函数 ｆ 的初始点 ｙ０ ＝ （ｕ０，λ ０），取 Δｓ（Δｓ ≪ １）， 就可以得到

　 　 ｙｐ
１ ＝ ｙ０ ＋ Δｓ·τ０， （１２）

其中， τ０ 由线性方程组（７） 计算得到．然后求解非线性方程组（６），即：沿 τ０ 的法线方向经迭代

至收敛，可以得到函数 Ｎ（ｙ） 的解 ｙ１， 如图 ２（ａ）所示．

图 ２　 拟弧长延拓法流程图

Ｆｉｇ． ２　 Ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｐｓｅｕｄｏ⁃ａｒｃｌｅｎｇｔｈ ｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

　 　 ｙ１ ＝ ［ｕ１，λ １］ ＝ ［ｕ１
１，ｕ１

２，…，ｕ１
ｎ，λ １］ ． （１３）

显然， ｙ１ 是函数 ｆ的解，于是按照上述方法，由 ｙ１ 和 Δｓ（Δｓ≪１） 可以得到 ｙｐ
２，然后解非线

性方程组（６）：沿 τ１ 的法线方向迭代至收敛可以得到 ｙ２， 如图 ２（ｂ）所示．依次类推便可以求出

整个解曲线，如图 ２（ｃ）所示．

２　 基于应变梯度理论的两端固支微梁模型

图 ３ 是典型的两端固支静电激励微梁结构．它是由一个可变形的微梁（长度 ｌ、宽度 ｂ、厚度

ｈ） 和一个固定电极构成．两电极之间是空气或真空等介质，初始距离为 ｇ ．在两电极之间施加

电压后，由于静电力的作用，可变电极发生弯曲变形．当施加的电压超过某一个临界值时，电极

之间的静电载荷将大于可变电极变形引起的恢复力，导致其变形突然增加而与固定电极粘接

在一起，这就是吸合现象．此时，所对应的电压和位移分别是吸合电压 Ｖｐｌ 和吸合位移 ｗｐｌ ．
对于静态问题，基于应变梯度理论［５，１０］，该静电激励微梁的归一化控制方程可表示为

　 　 ａ０
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０
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（１ － ｗ） ２， （１４）

其中
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（１５）

其中， μ 是材料剪切模量，Ｅ 是材料弹性模量，Ａ 是微梁横截面面积，Ｎ 是轴向拉伸或压缩力，ε－

是介电常数，ｌ０，ｌ１ 和 ｌ２ 是材料內禀参数．

图 ３　 静电激励微梁结构示意图

Ｆｉｇ． ３　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ａｎ ｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃａｌｌｙ ａｃｔｕａｔｅｄ ｍｉｃｒｏｂｅａｍ

基于广义微分求积法［１１］， ｅ（ｋ） 是未考虑边界条件的 ｋ阶权系数矩阵（ｎ 阶矩阵），相应无量

纲边界条件为

　 　 ｗ１ ＝ ０， ｗｎ ＝ ０； ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｅ（１）１ｊ ｗ ｊ ＝ ０， ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｅ（１）ｎｊ ｗ ｊ ＝ ０； ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｅ（３）１ｊ ｗ ｊ ＝ ０， ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｅ（３）ｎｊ ｗ ｊ ＝ ０． （１６）

引入边界条件，结合广义微分求积法，可将式（１４）整理为

　 　 ｆ（ｗ，Ｖ） ＝ ａ０ { ｃ（６）ｉｊ ｗ ｊ } ＋ { ｃ（４）ｉｊ ｗ ｊ } －

　 　 　 　 [ａ１∑
Ｎ

ｋ ＝ １
Ｃｋ（ｅ（１）ｋｊ ｗ ｊ） ２ ＋ Ｎ ] { ｃ（２）ｉｊ ｗ ｊ } － ａ２Ｖ２ １

（１ － ｗ ｊ） ２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝ ０． （１７）

上式的张量表示中， ｉ 和 ｊ 取 １ ～ （ｎ － ６），ｃ（ｍ） 是引入边界条件后的第 ｍ 阶权系数矩阵（ｎ － ６
阶矩阵），Ｃｋ 表示如下：

　 　 Ｃｋ ＝ ∫１
０
∏
ｉ ＝ １
ｉ≠ｋ

Ｎ ｘ － ｘｉ

ｘｋ － ｘｉ
ｄｘ ． （１８）

３　 数值计算结果与讨论

在实际工程中，材料的 ３ 个內禀参数 ｌ０，ｌ１ 和 ｌ２ 通常是不相同的，它们是通过不同尺寸试

件基本力学实验获得，如单轴拉伸、压缩，弯曲试验以及纯扭转试验．为了计算的方便，假设材

料的 ３ 个內禀参数都一样，即： ｌ０ ＝ ｌ１ ＝ ｌ２ ＝ Ｃ ｌ ．
通过一个具体的实例来阐述拟弧长法在静电激励 ＭＥＭＳ 吸合特性尺寸效应研究中的应

用．设 Ｃ ｌ ＝ ０，计算其最大无量纲位移（即梁中点处位移） 与电压 Ｖ 的关系曲线，如图 ４ 所示．计
算所用的参数为：ｌ ＝ ５１０ μｍ，ｂ ＝ １００ μｍ，ｈ ＝ １．５ μｍ，ｇ ＝ １．１８ μｍ以及残余应变 ４０．４ × １０ －６，
材料弹性模量 Ｅ ＝ １５１ ＧＰａ，Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松） 比 ν ＝ ０．３， 与文献［１６］中参数保持一致．从图 ４ 中

可看出， 解支在点划线与实线交汇处产生分歧（即分叉），交点就是解支上的奇异点，如果运用

局部延拓法只能求出稳定区域内的解支（即实线部分），无法通过奇异点求出不稳定区域内的

解支（点划线部分）．而应用拟弧长延拓法能使迭代顺利通过奇异点，计算出不稳定区域内的解

支．并且在图 ４ 中，点划线与实线的交点所对应的电压就是所求的吸合电压 Ｖｐｌ， 为 ６．４５ Ｖ ．与
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文献［１６］的实验结果 ６．５７ Ｖ 相比，误差为 １．７５％．同时比 Ｋｕａｎｇ⁃Ｃｈｅｎ［３］的研究结果 ６．４０ Ｖ 和

Ｒｏｋｎｉ 等［１７］研究的结果 ６．４２ Ｖ 更接近实验结果［１６］ ．这表明该模型和求解算法是可靠的．需要

说明的是，不稳定区域仅仅是理论稳定点，只能在理想状态下存在，实际当中不能出现．因为在

不稳定区域，任何一个细微的干扰都会打破平衡．

图 ４　 无量纲位移与电压的关系曲线 图 ５　 不同內禀参数对应的无量纲

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｎｏｎｄｉｍｅｎｔｉｏｎａｌ 位移与电压的关系曲线

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｖｓ． ｖｏｌｔａｇｅ Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｎｏｎｄｉｍｅｎｔｉｏｎａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
ｖｓ． ｖｏｌｔａｇｅ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍａｔｅｒｉａｌ
ｉｎｔｒｉｎｓｉｃ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

下面研究不同材料內禀参数对于吸合电压的影响．同上一算例所用的几何参数和材料参

数，而考虑不同的材料內禀参数，计算结果如图 ５ 所示．从图中可见，随着內禀参数的递增，所
求得的吸合电压 Ｖｐｌ 也随之增大，这是由于材料內禀参数的增加会使得控制方程中的高阶项系

数变大，使得材料的弹性恢复力增大，因而就需要更大的吸合电压才能使系统达到平衡状态．
从图 ５ 可见，考虑 Ｃ ｌ ＝ ０．１ μｍ，得 Ｖｐｌ ＝ ６．５６ Ｖ，与实验结果［１６］相比，误差仅为 ０．１５％．这说明基

于应变梯度理论， 上个实例中， 若材料內禀参数取 ０．１ μｍ， 计算结果与实验结果［１６］吻合得更

好．这也正好与 Ａｉｆａｎｔｉｓ［１８］所得的结论（多晶硅材料內禀常数在 ０．１ μｍ 的数量级）相吻合．并
且，从图 ４ 和 ５ 中不难发现，运用拟弧长法可以使迭代顺利通过解支上的奇异点，从而求出整

条解曲线．

４　 结　 　 论

本文基于应变梯度理论和广义微分求积法，引入拟弧长延拓法计算思想，解决了静电激励

ＭＥＭＳ 研究中的解支分叉问题．拟弧长延拓法有效地跟踪解支，并使迭代顺利地通过了奇异

点，快速地使结果达到了收敛．数值结果表明：一方面，基于应变梯度理论的这个新尺寸效应模

型能很好地预测静电激励 ＭＥＭＳ 的吸合特性；另一方面，拟弧长延拓法能有效并准确地解决

静电激励 ＭＥＭＳ 吸合特性研究中的微分方程解支分叉问题．
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