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连接阻尼对弹性杆纵向碰撞响应的影响
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摘要：　 分析了刚度和阻尼并存的一般边界条件下线弹性杆与刚体的纵向碰撞过程，得到了碰撞

后第一个波动周期杆振动的位移、速度和应力的解析表达式，讨论了碰撞持续时间为 ２ 倍杆长与

波速比的条件．将导出的解析表达式通过具体的算例代入计算，讨论了不同质量比、不同连接刚度

条件下连接阻尼对于碰撞过程中杆中质点速度及应力响应的影响．研究表明，连接阻尼改变了受碰

撞弹性杆的振动模式，连接阻尼影响着碰撞反射波速度和应力的突变幅度；连接阻尼增大，杆中速

度和应力响应分布变平缓；在连接刚度较大的情况下，连接阻尼变化对于杆中质点速度和应力影

响较大；碰撞持续时间与质量比、连接刚度、连接阻尼及杆长有关，与碰撞的初速度无关；在质量比

较大的情况下，连接阻尼使得反射波到达杆碰撞端时，杆端的应力有显著的变化．
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引　 　 言

碰撞是工程实践中的常见现象，碰撞模型的正确处理是解决接触碰撞动力学问题的关键

所在［１］ ．在过去的几十年间，对碰撞问题的研究主要集中在高速碰撞领域，高速碰撞分析的重

点侧重在碰撞前后的效果．而目前人们所关注的非破坏性低速碰撞问题，更加强调碰撞接触的

短暂瞬间各参量的动态变化及碰撞后结构的动力学响应，对计算精度要求较高．对于经典的杆

碰撞问题，国内外学者在建模理论、计算方法和实验研究等方面针对特殊边界条件（固定或自

由）杆与刚体纵向碰撞做了大量的工作．Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 等［２］给出了质点与均匀弹性杆纵向碰撞波

传播的解析解；诸德超、邢誉峰［３］把刚体撞击弹性体问题视为由接触力连接的振动系统，给出

了系统的特征频率和特征方程的分析表达式；马炜等［４］ 根据应力波传播过程中波的叠加规

律，得到了一维弹性杆轴向碰撞过程的应力函数、位移函数的解析解；骞朋波等［５］ 和 Ｓｈｅｎ（沈
煜年）等［６］分别采用动态子结构方法，得到了撞击引发的弹塑性波传播、反射、弹性波和塑性

波相互作用等瞬态波传播规律；李敏等［７］ 依据 Ｈｅｒｔｚ 接触理论，利用 ＮＡＳＴＲＡＮ 软件数据卡实

现非线性接触力的导入，进而通过常规动力响应分析方法计算出低速碰撞杆的速度响应，并与

试验数据进行了比较；剧锦三等［８］ 使用数值方法得到了不同质量比、不同冲击速度时的弹性

和弹塑性冲击荷载；Ｂｅｈｎｅｒ 等［９］通过金刚砂与自由杆在不同速度下的碰撞实验得到碰撞不同

阶段的渗透性能；Ａｒｇａｔｏｖ 等［１０］ 采用 Ｋｅｌｖｉｎ⁃Ｖｏｉｇｔ 单元研究了半无限长杆碰撞的解析解，并针

３９３

　 应用数学和力学，第 ３６ 卷 第 ４ 期
　 ２０１５ 年 ４ 月 １５ 日出版

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ　
　 　 Ｖｏｌ．３６，Ｎｏ．４，Ａｐｒ．１５，２０１５

∗ 收稿日期：　 ２０１４⁃０９⁃０９； 修订日期：　 ２０１５⁃０２⁃１６
作者简介：　 焦晓娟（１９７５—），女，河南孟津人，高级工程师（Ｅ⁃ｍａｉｌ： １１１１０２９０００５＠ ｆｕｄａｎ．ｅｄｕ．ｃｎ）；

马建敏（１９６０—），男，陕西人，教授（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｊｍｍａ＠ ｆｕｄａｎ．ｅｄｕ．ｃｎ）．



对压缩脉冲时间研究了接触刚度的优化问题；Ｓｅｉｆｒｉｅｄ 等［１１］ 分析了自由边界粘塑性材料杆碰

撞的恢复系数； Ｗｉｌｌｍｏｔｔ 等［１２］通过实验研究了玻璃杆在 Ｔａｙｌｏｒ（泰勒）碰撞过程冲击压力和失

效的关系；Ｇａｎ 等［１３］利用传递矩阵研究了变截面阶梯杆中纵波的传播；Ｓｈｅｎ 等［１４］ 分析了一端

固定的分级蜂窝杆受撞之后的变形模式并与有限元分析结果进行了比对；Ｂｉｔｙｕｒｉｎ 等［１５］ 研究

了刚性约束阶梯杆的碰撞问题，通过解析法研究了具有初速度的阶梯杆与刚性边界碰撞的临

界速度［１６］；对于一般边界条件的杆与刚体的纵向碰撞问题，吴家强等［１７］ 以模态分析法、张继

业等［１８］以波传播分析法分别以连接刚度表示边界连接条件给出了碰撞过程的详细分析，获得

了碰撞过程杆振动的解析解，并分析得到了碰撞持续时间为 ２ 倍杆长与波速的比．对于含连接

阻尼的一般边界条件杆与刚体的碰撞问题，目前则鲜有人研究．本文采用波动分析法对刚体与

含连接阻尼的一般边界条件线弹性杆的纵向碰撞过程进行了研究，旨在探讨连接阻尼对刚体

与弹性杆纵向碰撞过程的杆速度响应、应力响应以及碰撞持续时间的影响．从弹性杆的纵向控

制方程出发，通过同时考虑连接边界的阻尼和刚度，建立含连接阻尼的弹性杆碰撞模型，进而

得到阻尼与刚度并存的一般边界连接条件下弹性杆与刚体碰撞过程第一个波动周期内杆振动

的位移、应力和速度分布的解析解表达式，通过杆碰撞端的应力正负情况判定，讨论了刚体与

弹性杆碰撞持续时间的影响因素．最后将含连接阻尼的杆碰撞第一波动周期的杆速度、应力表

达式以具体的算例代入计算并分析讨论了连接阻尼在相同连接刚度、不同连接刚度、不同质量

比情况下对杆中速度响应、应力响应的影响．

１　 含连接阻尼的弹性杆碰撞模型

如图 １ 所示，均匀线弹性杆长为 Ｌ，横截面积为 Ａ，质量密度为 ρ，弹性模量为 Ｅ，杆连接端

的弹簧系数（简称连接刚度） 为 ｋ，连接端的阻尼系数（简称连接阻尼） 为Ｃｂ ．刚体块质量为Ｍ，
以初速 ｖ与初始静止的线弹性杆纵向相撞．以Ｏｘ为坐标系，以刚体块接触杆碰撞端的第一瞬时

计为 ｔ ＝ ０，杆中 ｘ 位置的质点在 ｔ 时刻的位移以 ｕ（ｘ，ｔ） 表示．

图 １　 含连接阻尼的弹性杆与刚体块纵向碰撞模型

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌ ｉｍｐａｃｔ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ａｎ ｅｌａｓｔｉｃ ｒｏｄ ｗｉｔｈ ｄａｍｐｉｎｇ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

弹性杆的纵向控制方程［８］为

　 　 ρＡ ∂２ｕ（ｘ，ｔ）
∂ｔ２

＝ ＥＡ ∂２ｕ（ｘ，ｔ）
∂ｘ２ ． （１）

Ｓｔ．Ｖｅｎａｎｔ 方法在处理弹性杆纵向碰撞问题［４］ 时认为，当刚体与弹性杆碰撞时，弹性杆的

碰撞端面在碰撞瞬时即获得了与碰撞刚体相同的速度，这一思想可以等效为刚体与弹性杆在

碰撞接触边界处位移和速度是连续的，即在撞击持续过程中碰撞面的两侧具有相同的位移和

速度．
弹性杆初始静止，综上可得初始条件为

　 　 ｕ（ｘ，０） ＝ ０　 　 （０ ≤ ｘ ≤ Ｌ）， （２）

　 　 ∂ｕ（ｘ，０）
∂ｔ

＝ ０ （０ ≤ ｘ ＜ Ｌ），
－ ｖ （ｘ ＝ Ｌ） ．{ （３）
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碰撞发生过程中，由刚体块的动力学平衡方程可以得到碰撞端的边界条件为

　 　 ＡＥ ∂ｕ（Ｌ，ｔ）
∂ｘ

＝ － Ｍ ∂２ｕ（Ｌ，ｔ）
∂ｔ２

． （４）

根据弹性杆连接端的力平衡条件，得到边界条件为

　 　 ＡＥ ∂ｕ（０，ｔ）
∂ｘ

－ ｋｕ（０，ｔ） － Ｃｂ
∂ｕ（０，ｔ）

∂ｔ
＝ ０． （５）

弹性杆纵向控制方程、杆的边界条件及杆的初始条件，即式（１） ～ （５），构成了含连接阻尼

的弹性杆碰撞模型．

２　 含连接阻尼的碰撞过程求解

弹性杆的纵向控制方程（１）的通解为

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｆ
　 －

１（ｃｔ － ｘ） ＋ ｆ
　 －

２（ｃｔ ＋ ｘ），
其中 ｃ２ ＝ Ｅ ／ ρ，ｃ 为波速．

根据弹性杆的连续性，碰撞过程中位移 ｕ（ｘ，ｔ） 连续，即 ｆ
　 －

１， ｆ
　 －

２ 是连续函数．下面将弹性杆

振动的通解表达式代入弹性杆初始条件、边界条件，根据 ｆ
　 －

１， ｆ
　 －

２ 的连续性，经变量代换，分段获

得 ｆ
　 －

１， ｆ
　 －

２ 的表达式，进一步得到杆振动的位移、应力和速度表达式．
利用式（３）的初始条件，在 ０ ≤ ｘ ＜ Ｌ 时：

　 　

∂ｕ（ｘ，０）
∂ｔ

＝ ｃ ｆ
　 －
′１（ － ｘ） ＋ ｃ ｆ

　 －
′２（ ＋ ｘ） ＝ ０，

∂ｕ（ｘ，０）
∂ｘ

＝ － ｆ
　 －
′１（ － ｘ） ＋ ｆ

　 －
′２（ ＋ ｘ） ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

从而可以得到，在 ０ ≤ ｘ ＜ Ｌ 时， ｆ
　 －

２（ ＋ ｘ） ＝ － ｆ
　 －

１（ － ｘ） ＝ － Ｃ１，其中 Ｃ１ 为待定常数．
令

　 　 ｃｔ ＝ ｚ， β ＝ － ｋ
ＡＥ ＋ Ｃｂｃ

， γ ＝
ＡＥ － Ｃｂｃ
ＡＥ ＋ Ｃｂｃ

，

结合式（５）可得

　 　
－ ｆ

　 －
′１（ ｚ） ＋ β ｆ

　 －
１（ ｚ） ＋ βＣ１ ＝ ０ （０ ≤ ｚ ＜ Ｌ），

ｆ
　 －
′１ （ ｚ） － γ ｆ

　 －
′２ （ ｚ） － β［ ｆ

　 －
１（ ｚ） ＋ ｆ

　 －
２（ ｚ）］ ＝ ０ （ ｚ ≥ ０） ．{ （６）

由式（６）可得， ０≤ ｚ ＜ Ｌ时， ｆ
　 －

１（ ｚ） ＝ Ｃ１（ｅβｚ ＋ １），即 ｆ
　 －

１（０） ＝ Ｃ１（１ ＋ １） ＝ ２Ｃ１，而 ｆ
　 －

１（ － ０） ＝ Ｃ１，
从而可知，Ｃ１ ＝ ０， 即

　 　
ｆ
　 －

１（ ｚ） ＝ ０ （０ ≤ ｚ ＜ Ｌ），

ｆ
　 －

２（ ｚ） ＝ ０ （０ ≤ ｚ ＜ Ｌ） ．{ （７）

令 λ ＝ Ｍ ／ （ＡＬρ），ｚ ＝ ｃｔ ＋ Ｌ， 结合碰撞端边界条件（４）得

　 　 ｆ
　 －
″２ （ ｚ） ＋ １

λＬ
ｆ
　 －
′２ （ ｚ） ＝ － ｆ

　 －
″１ （ ｚ － ２Ｌ） ＋ １

λＬ
ｆ
　 －
′１ （ ｚ － ２Ｌ）　 　 （ ｚ ≥ Ｌ） ． （８）

在 Ｌ ≤ ｚ ＜ ３Ｌ 时，即 ０ ≤ ｚ － ２Ｌ ＜ Ｌ， 式（８）变为

　 　 ｆ
　 －
″２ （ ｚ） ＋ １

λＬ
ｆ
　 －
′２ （ ｚ） ＝ ０　 　 （Ｌ ≤ ｚ ＜ ３Ｌ） ．
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进一步求解，可得到

　 　 ｆ
　 －
′２ （ ｚ） ＝ Ｃ２ｅ

－ ｚ～ ／ （λＬ） 　 　 （Ｌ ≤ ｚ ＜ ３Ｌ） ． （９）

那么，式（９）中的待定系数 Ｃ２ ＝ ｆ
　 －
′２ （Ｌ）ｅＬ ／ （λＬ），以（ － Ｌ ＋ ０） 与（Ｌ ＋ ０） 表示右极限，由碰撞端初

始条件（３）并结合式（７）可得

　 　 ｆ
　 －
′２ （Ｌ） ＝ ｆ

　 －
′２ （Ｌ ＋ ０） ＝ － ｖ

ｃ
．

所以，在 Ｌ ≤ ｚ ＜ ３Ｌ 时，即 Ｌ ≤ ｃｔ ＋ Ｌ ＜ ３Ｌ 时有

　 　 ｆ
　 －
′２ （ ｚ） ＝ － ｖ

ｃ
ｅ －（ ｚ～ －Ｌ） ／ （λＬ） 　 　 （Ｌ ≤ ｚ ＜ ３Ｌ） ． （１０）

根据 ｕ（Ｌ，０） 的连续性，以及 ｆ
　 －

１（ － Ｌ ＋ ０） ＝ ｆ
　 －

２（Ｌ） ＝ ０， 可得到

　 　 ｆ
　 －

１（ － Ｌ － ０） ＋ ｆ
　 －

２（Ｌ － ０） ＝ ｆ
　 －

１（ － Ｌ ＋ ０） ＋ ｆ
　 －

２（Ｌ ＋ ０） ＝ ０．
由式（１０）进一步得到

　 　 ｆ
　 －

２（ ｚ） ＝ λＬ ｖ
ｃ

ｅ －（ ｚ～ －Ｌ） ／ （λＬ） ＋ ｆ
　 －

２（Ｌ） － λＬ ｖ
ｃ

＝

　 　 　 　 λＬ ｖ
ｃ
（ｅ －（ ｚ～ －Ｌ） ／ （λＬ） － １）　 　 （Ｌ ≤ ｚ ＜ ３Ｌ） ． （１１）

结合式（６）、（１０）、（１１）可得

　 　 ｆ
　 －
′１ （ ｚ） － β ｆ

　 －
１（ ｚ） ＝

　 　 　 　 － ｖ
ｃ
γｅ －（ ｚ－Ｌ） ／ （λＬ） ＋ βλＬ ｖ

ｃ
（ｅ －（ ｚ－Ｌ） ／ （λＬ） － １）é

ë
êê

ù

û
úú 　 　 （Ｌ ≤ ｚ ＜ ３Ｌ） ． （１２）

根据式（７）和（１１），并结合 ｕ（ｘ，ｔ） 在（０，Ｌ ／ ｃ） 点的连续性，可得

　 　 ｆ
　 －

１（ ｚ） ＝ ｖ
ｃ

－ λ２Ｌ２β
λβＬ ＋ １

ｅ －（ －Ｌ＋ｚ） ／ （λＬ） ＋ λＬ ＋ λＬ
λβＬ ＋ １

ｅ －（ －Ｌ＋ｚ） ／ （λＬ） －æ

è
ç

　 　 　 　 λＬ（１ ＋ γ）
λβＬ ＋ １

ｅβ（ ｚ－Ｌ） ö

ø
÷ 　 　 （Ｌ ≤ ｚ ＜ ３Ｌ）， （１３）

　 　 ｆ
　 －
′１ （ ｚ） ＝ ｖ

ｃ
λβＬ

λβＬ ＋ １
ｅ －（ －Ｌ＋ｚ） ／ （λＬ） － １

λβＬ ＋ １
ｅ －（ －Ｌ＋ｚ） ／ （λＬ） －æ

è
ç

　 　 　 　 λＬβ（１ ＋ γ）
λβＬ ＋ １

ｅβ（ ｚ－Ｌ） ö

ø
÷ 　 　 （Ｌ ≤ ｚ ＜ ３Ｌ） ． （１４）

式（１３）、（１４）要求 λβＬ ＋ １ ≠ ０．
对于 λβＬ ＋ １ ＝ ０ 的情况，根据式（７） 和（１１）、（１２），并结合 ｕ（ｘ，ｔ） 在（０，Ｌ ／ ｃ） 点的连续

性，可得

　 　 ｆ
　 －

１（ ｚ） ＝ ｖ
ｃ
（１ ＋ γ）（ｅ －（ －Ｌ＋ｚ） ／ （λＬ） ｚ － Ｌ）　 　 　 （Ｌ ≤ ｚ ＜ ３Ｌ）， （１５）

　 　 ｆ
　 －
′１ （ ｚ） ＝ ｖ

ｃ
（１ ＋ γ）ｅ －（ －Ｌ＋ｚ） ／ （λＬ） １ － ｚ

λＬ
æ

è
ç

ö

ø
÷ （Ｌ ≤ ｚ ＜ ３Ｌ） ． （１６）

以上过程，可以得到含连接阻尼的弹性杆与刚体碰撞持续 ２Ｌ ／ ｃ时间内（即一个波动周期）
的杆振动位移、应力和速度的分布表达式．

当 － Ｌ ＜ ｃｔ － ｘ ≤ Ｌ，０ ≤ ｃｔ ＋ ｘ ＜ Ｌ 时， 即波还未到达的区域：
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　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ０， σ（ｘ，ｔ） ＝ ０， ∂ｕ（ｘ，ｔ）
∂ｔ

＝ ０． （１７）

当 － Ｌ ＜ ｃｔ － ｘ ≤ Ｌ，Ｌ ≤ ｃｔ ＋ ｘ ＜ ３Ｌ 或 ０ ＜ ｃｔ － ｘ ≤ Ｌ，Ｌ ≤ ｃｔ ＋ ｘ ＜ ３Ｌ 时：

　 　

ｕ（ｘ，ｔ） ＝ λＬ ｖ
ｃ
（ｅ －（ｃｔ ＋ｘ－Ｌ） ／ （λＬ） － １），

σ（ｘ，ｔ） ＝ － Ｅ ｖ
ｃ

ｅ －（ｃｔ ＋ｘ－Ｌ） ／ （λＬ），

∂ｕ（ｘ，ｔ）
∂ｔ

＝ － ｖｅ －（ｃｔ ＋ｘ－Ｌ） ／ （λＬ） ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（１８）

当 Ｌ ≤ ｃｔ － ｘ ≤ ３Ｌ，Ｌ ≤ ｃｔ ＋ ｘ ＜ ３Ｌ 时，且 λβＬ ＋ １ ≠ ０ 情况下：

　 　

ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｖ
ｃ

－ λ２ Ｌ２ β ＋ λＬ
λβＬ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ －（ｃｔ ＋ｘ－Ｌ） ／ （λＬ） ＋ λＬ － λＬ（１ ＋ γ）

λβＬ ＋ １
ｅβ（ｃｔ －ｘ－Ｌ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 λＬ ｖ
ｃ

（ｅ －（ｃｔ ＋ｘ－Ｌ） ／ （λＬ） － １），

σ（ｘ，ｔ） ＝ Ｅ ｖ
ｃ

－ λＬβ － １
λβＬ ＋ １

ｅ －（ｃｔ ＋ｘ－Ｌ） ／ （λＬ） ＋ λＬβ（１ ＋ γ）
λβＬ ＋ １

ｅβ（ｃｔ －ｘ－Ｌ）æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 Ｅ ｖ
ｃ

ｅ －（ｃｔ ＋ｘ－Ｌ） ／ （λＬ），

ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｖ λＬβ － １
λβＬ ＋ １

ｅ －（ｃｔ ＋ｘ－Ｌ） ／ （λＬ） － λＬβ（１ ＋ γ）
λβＬ ＋ １

ｅβ（ｃｔ －ｘ－Ｌ）æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｖｅ －（ｃｔ ＋ｘ－Ｌ） ／ （λＬ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（１９）

当 Ｌ ≤ ｃｔ － ｘ ≤ ３Ｌ，Ｌ ≤ ｃｔ ＋ ｘ ＜ ３Ｌ 时，且 λβＬ ＋ １ ＝ ０ 情况下：

　 　

ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｖ
ｃ
（１ ＋ γ）（ｅ －（ｃｔ －ｘ－Ｌ） ／ （λＬ）（ｃｔ － ｘ） － Ｌ） ＋

　 　 λＬ ｖ
ｃ
（ｅ －（ｃｔ ＋ｘ－Ｌ） ／ （λＬ） － １），

σ（ｘ，ｔ） ＝ Ｅ ｖ
ｃ
（１ ＋ γ）ｅ －（ｃｔ －ｘ－Ｌ） ／ （λＬ） ｃｔ － ｘ

λＬ
－ １æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｅ ｖ

ｃ
ｅ －（ｃｔ ＋ｘ－Ｌ） ／ （λＬ），

ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｖ（１ ＋ γ）ｅ －（ｃｔ －ｘ－Ｌ） ／ （λＬ） － ｃｔ － ｘ
λＬ

＋ １æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｖｅ －（ｃｔ ＋ｘ－Ｌ） ／ （λＬ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（１９）′

以上式（１７） ～ （１９）是弹性直杆在受到刚块以初速 ｖ 碰撞后，第一波动周期内杆中不同位

置的位移、速度、应力随时间变化的解析解．将具体算例的杆参数及刚块参数代入，可直接得到

碰撞后 ２Ｌ ／ ｃ 时间内杆中不同位置在各个时刻的位移、速度和应力．

３　 含连接阻尼的弹性杆碰撞持续时间讨论

在刚体与杆碰撞过程中，假定 ｔ ＝ ２Ｌ ／ ｃ时碰撞尚未结束，杆碰撞端 ｘ ＝ Ｌ 处在此刻速度变化

连续，杆碰撞端承受压应力．一旦杆碰撞端部承受拉应力，将与实际物理情况矛盾，所以可采用

碰撞端的应力的正负（即拉压应力）判断碰撞过程持续的时间．
在 ｔ ＝ （２Ｌ ／ ｃ） － 时刻，ｘ ＝ Ｌ 面的应力为

　 　 ∂ｕ（Ｌ，（２Ｌ － ０） ／ ｃ）
∂ｘ

＝ － ｆ
　 －
′１ （Ｌ － ０） ＋ ｆ

　 －
′２ （３Ｌ － ０） ＝ ０ ＋ － ｖ

ｃ
ｅ －２ ／ λæ

è
ç

ö

ø
÷ ＜ ０．

根据速度连续 ｆ
　 －
′１（Ｌ － ０） ＋ ｆ

　 －
′２（３Ｌ － ０） ＝ ｆ

　 －
′１（Ｌ ＋ ０） ＋ ｆ

　 －
′２（３Ｌ ＋ ０）， 结合式（１０）、（１４）及
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（１６）有：
λβＬ ＋ １ ≠ ０ 时，

　 　 ｆ
　 －
′２ （３Ｌ ＋ ０） ＝ － ｖ

ｃ
ｅ －２ ／ λ ＋ ｖ

ｃ
λβＬγ ＋ １
λβＬ ＋ １

；

λβＬ ＋ １ ＝ ０ 时，

　 　 ｆ
　 －
′２ （３Ｌ ＋ ０） ＝ － ｖ

ｃ
ｅ －２ ／ λ － ｖ

ｃ
（１ ＋ γ） １ － １

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

考虑 ｔ ＝ （２Ｌ ／ ｃ） ＋ 时刻，ｘ ＝ Ｌ 面的应力：

　 　 ∂ｕ（Ｌ，（２Ｌ ＋ ０） ／ ｃ）
∂ｘ

＝ － ｆ
　 －
′１ （Ｌ ＋ ０） ＋ ｆ

　 －
′２ （３Ｌ ＋ ０） ＝

　 　 　 　
２ ｖ

ｃ
λβＬγ ＋ １
λβＬ ＋ １

－ ｖ
ｃ

ｅ －２ ／ λ （λβＬ ＋ １ ≠ ０），

－ ｖ
ｃ

ｅ －２ ／ λ － ２ ｖ
ｃ
（１ ＋ γ） １ － １

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ （λβＬ ＋ １ ＝ ０） ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２０）

由式（２０）可以看出， ２Ｌ ／ ｃ 时刻碰撞结束的条件与质量比、 连接刚度、 连接阻尼以及杆长

有关， 与刚体初速度无关．ｔ ＝ ２Ｌ ／ ｃ时刻刚体与弹性杆碰撞结束（即碰撞持续时间为 ２Ｌ ／ ｃ） 的条

件是

　 　

λβＬγ ＋ １
λβＬ ＋ １

＞ ｅ －２ ／ λ

２
（λβＬ ＋ １ ≠ ０），

（１ ＋ γ） １
λ

－ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ＞ ｅ －２ ／ λ

２
（λβＬ ＋ １ ＝ ０） ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２１）

４　 连接阻尼对于杆碰撞响应影响的计算分析

为了讨论连接阻尼对碰撞过程杆中质点的速度、应力影响，采用碰撞第一波动周期内杆振

动的速度、应力解析式（１８）和（１９），将表 １ 所列出的杆参数和刚体块参数进行代入计算，得到

０ ≤ ｔ≤２Ｌ ／ ｃ时间内杆中质点的应力和速度分布图．其中以无量纲量 ｋ１ ＝ ｋＬ ／ （ＡＥ） 表示相对连

接刚度，ｋ１ 分别取 ０．５（连接刚度小于杆刚度） 和 ５（连接刚度大于杆刚度） 两种情况；以 Ｃｂ１ ＝
Ｃｂ ／ ｋ 表示相对连接阻尼， Ｃｂ１ 分别取 ０， ０．０００ ０１， ０．０００ １， ０．００１， ０．０１ 以及 ０．１．

表 １　 弹性杆和刚体块参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｒｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｒｉｇｉｄ ｂｏｄｙ

Ｌ ／ ｍ Ａ ／ ｍ２ ρ ／ （ｋｇ ／ ｍ３） Ｅ ／ ＧＰａ Ｍ ／ ｋｇ ｖ ／ （ｍ ／ ｓ）

０．３ ９×１０－４ ７ ９００ ２１０ ２．１３３ １

　 　 根据应力波和速度波的波速 ｃ，显然在碰撞过程的前 Ｌ ／ ｃ 时段，碰撞端引发的入射应力波

和速度波的波阵面尚未到达杆的连接约束端，杆中没有来自连接约束边界的反射波，杆中只有

入射波作用，该段时间内边界连接约束条件对杆中质点的速度和应力没有影响．在此分别以碰

撞的 ３Ｌ ／ （２ｃ） 时刻和 ２Ｌ ／ ｃ 时刻为例，计算反射波开始作用之后杆的速度和应力响应分布．
图 ２～３ 所示为连接刚度小于杆刚度情况下连接阻尼对于杆中质点速度、应力分布的影

响；图 ４～５ 所示为连接刚度大于杆刚度情况下连接阻尼对于杆中质点速度、应力分布的影响．
从图 ２、图 ４ 可以看出，碰撞 Ｌ ／ （２ｃ） 时刻，无论是连接刚度大于杆刚度还是小于杆刚度，杆中

点均出现速度和应力的跳跃突变，这是因为反射波波阵面正好到达杆中点所致．杆中质点的速

度和应力分布是由入射波与反射波共同叠加的作用决定，入射波为压缩波，波速方向与质点速
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度同向，杆中质点速度与应力均为负；而反射波为拉伸波，波速方向与质点速度反向，拉伸波相

应的应力为正．在相同连接刚度条件下，不同的连接阻尼，导致强度不一样的反射波，因而反射

波波阵面处的速度和应力突变幅度也不一样，这说明连接阻尼改变了杆的振动模式．由图 ２～５
可以看出，连接阻尼较大时，杆中应力分布和速度分布较无阻尼或较小阻尼更平缓，即沿杆长

的速度梯度和应力梯度更小，这是由于大连接阻尼消耗了碰撞系统的能量从而减弱了杆的振

动．比较图 ３ 与图 ５ 所代表的两种连接刚度条件下连接阻尼的影响，可以看出连接刚度大于杆

刚度时，连接阻尼对于杆中速度分布和应力分布的影响更显著．同时通过变动弹性杆和刚体块

参数进行计算，可看出对于一组弹性杆与刚体块参数，存在一个阻尼，使得碰撞过程刚体块向

弹性杆传递的能量最大．

（ａ） 速度 （ｂ） 应力

（ａ） Ｖｅｌｏｃｉｔｙ （ｂ） Ｓｔｒｅｓｓ
图 ２　 碰撞 ３Ｌ ／ （２ｃ） 时刻杆中速度和应力分布 （ｋ１ ＝ ０．５）

Ｆｉｇ． ２　 Ｖｅｌｏｃｉｔｙ ａｎｄ ｓｔｒｅｓｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｄ ａｔ ｔｉｍｅ ３Ｌ ／ （２ｃ） ｆｏｒ ｋ１ ＝ ０．５

（ａ） 速度 （ｂ） 应力

（ａ） Ｖｅｌｏｃｉｔｙ （ｂ） Ｓｔｒｅｓｓ
图 ３　 碰撞 ２Ｌ ／ ｃ 时刻杆中速度和应力分布 （ｋ１ ＝ ０．５）

Ｆｉｇ． ３　 Ｖｅｌｏｃｉｔｙ ａｎｄ ｓｔｒｅｓｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｄ ａｔ ｔｉｍｅ ２Ｌ ／ ｃ ｆｏｒ ｋ１ ＝ ０．５
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（ａ） 速度 （ｂ） 应力

（ａ） Ｖｅｌｏｃｉｔｙ （ｂ） Ｓｔｒｅｓｓ
图 ４　 碰撞 ３Ｌ ／ （２ｃ） 时刻杆中速度和应力分布 （ｋ１ ＝ ５）

Ｆｉｇ． ４　 Ｖｅｌｏｃｉｔｙ ａｎｄ ｓｔｒｅｓｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｄ ａｔ ｔｉｍｅ ３Ｌ ／ （２ｃ） ｆｏｒ ｋ１ ＝ ５

（ａ） 速度 （ｂ） 应力

（ａ） Ｖｅｌｏｃｉｔｙ （ｂ） Ｓｔｒｅｓｓ
图 ５　 碰撞 ２Ｌ ／ ｃ 时刻杆中速度和应力分布 （ｋ１ ＝ ５）

Ｆｉｇ． ５　 Ｖｅｌｏｃｉｔｙ ａｎｄ ｓｔｒｅｓｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｄ ａｔ ｔｉｍｅ ２Ｌ ／ ｃ ｆｏｒ ｋ１ ＝ ５

５　 连接阻尼和刚度的变化对杆响应的影响

为了讨论连接阻尼和连接刚度同时变化对杆速度响应和应力响应的影响，采用碰撞应力

波反射后杆振动的速度、应力解析式（１９），将表 １ 所列的杆参数和刚体块参数代入，考虑相对

连接刚度 ｋ１ 在 ０．５～２ 区间，相对连接阻尼 Ｃｂ１ 在 ０．００１～０．０１ 区间变化，得到在 ｔ ＝ ２Ｌ ／ ｃ时刻杆

中点（即 ｘ ＝ ０．１５ ｍ）处的速度和应力随连接条件的变化图．
从图 ６ 可以看出，相对连接阻尼介于 ０．００５～０．０１ 时，同一相对连接阻尼（即阻尼与刚度比

值相同）情况下，杆中点速度、应力在不同连接刚度下近乎不变，即边界连接刚度与连接阻尼

比值相同时，边界条件对于杆中速度和应力响应几乎无影响；相对连接阻尼在 ０．００１ 附近时，
连接刚度对杆中点的速度和应力影响较大．
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（ａ） 速度 （ｂ） 应力

（ａ） Ｖｅｌｏｃｉｔｙ （ｂ） Ｓｔｒｅｓｓ
图 ６　 碰撞 ２Ｌ ／ ｃ 时刻杆中点位置的速度和应力随连接刚度、连接阻尼的变化

Ｆｉｇ． ６　 Ｖｅｌｏｃｉｔｙ ａｎｄ ｓｔｒｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｄ ｍｉｄｐｏｉｎｔ ｖｓ． ｂｏｕｎｄａｒｙ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ａｎｄ ｄａｍｐｉｎｇ ａｔ ｔｉｍｅ ２Ｌ ／ ｃ

６　 质量比与连接阻尼的变化对碰撞端应力的影响

为了讨论质量比和连接阻尼同时变化对杆速度响应和应力响应的影响，采用碰撞后 ｔ ＝
（２Ｌ ／ ｃ） ＋时刻杆碰撞端（即 ｘ ＝ Ｌ面） 的应力解析解表达式（２０），将表 １ 所列的的弹性杆参数和

刚体块初速度代入．其中，相对连接刚度 ｋ１ 分别取 ０，１，２，考虑质量比 λ 在 ０．５～３ 区间变化，考
虑相对连接阻尼 Ｃｂ１ 在 ０．００１～０．０１ 区间变化，计算得到 ｔ ＝ （２Ｌ ／ ｃ） ＋ 时刻杆碰撞端（ｘ ＝ ０．３ ｍ）
的应力．

（ａ） ｋ１ ＝ ０ （ｂ） ｋ１ ＝ １ （ｃ） ｋ１ ＝ ２

图 ７　 （２Ｌ ／ ｃ） ＋ 时刻碰撞端应力随质量比与连接阻尼的变化

Ｆｉｇ． ７　 Ｓｔｒｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｍｐａｃｔ ｅｎｄ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｄ ｖｓ． ｍａｓｓ ｒａｔｉｏ ａｎｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｄａｍｐｉｎｇ ａｔ ｔｉｍｅ （２Ｌ ／ ｃ） ＋

由图 ７ 可以看出，相对连接刚度 ｋ１ ＝ ０ 时，约束边界退化为自由端，连接阻尼对自由边界

杆碰撞端在（２Ｌ ／ ｃ） ＋ 时刻的应力没有影响，即连接阻尼不影响碰撞的持续时间．在非自由边界

情况下，质量比较大且连接阻尼较小时，连接阻尼的变化会导致杆碰撞端应力较大的变化，相
对连接刚度越大，连接阻尼的影响越明显，这是因为连接刚度越大，同样 Ｃｂ１ 相应的连接阻尼

越大，边界条件对于杆中反射波的影响越大．

７　 结　 　 论

本文研究了连接刚度和连接阻尼并存的一般边界条件下弹性杆与刚体块的纵向碰撞过

１０４连接阻尼对弹性杆纵向碰撞响应的影响



程，得到碰撞过程一个波动周期的杆振动位移、速度和应力的解析表达式，并通过具体算例计

算得到如下结论：
１） 连接阻尼与连接刚度一样， 仅仅影响碰撞反射波发生作用的过程．连接阻尼的大小影

响着反射波波阵面速度和应力的突变幅度．连接阻尼的增大， 会减小杆中速度和应力的变化

梯度．
２） 对应于一个确定的连接刚度，存在一个使得刚体传递至杆中能量最大的阻尼．
３） 在连接刚度较小的情况下，连接阻尼对于杆中质点速度和应力的影响较小；在连接刚

度较大的情况下，连接阻尼的大小对于杆中质点速度和应力影响较大．
４） 反射波波阵面到达碰撞端时碰撞端应力的解析式表明，碰撞持续时间与质量比、连接刚

度、连接阻尼以及杆长有关，与碰撞的初速度无关．在质量比较小的情况下，连接阻尼对于碰撞端

的应力影响较小；在质量比较大的情况，连接阻尼对于杆碰撞端的应力有非常显著的影响．
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