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摘要：　 ＨＬＬＣ（Ｈａｒｔｅｎ⁃Ｌａｘ⁃Ｌｅｅｒ⁃ｃｏｎｔａｃｔ）格式是一种高分辨率格式，能够准确捕捉激波、接触间断和

稀疏波．但是使用 ＨＬＬＣ 格式计算多维问题时，在强激波附近会出现激波不稳定现象．ＦＯＲＣＥ（ ｆｉｒｓｔ⁃
ｏｒｄｅｒ ｃｅｎｔｒｅｄ）格式在强激波附近表现出很好的稳定性，并且其数值耗散比 ＨＬＬ（Ｈａｒｔｅｎ⁃Ｌａｘ⁃Ｌｅｅｒ）
格式小．分析了 ＨＬＬＣ 格式和 ＦＯＲＣＥ 格式在特定流动条件下的稳定性，构造了 ＨＬＬＣ⁃ＦＯＲＣＥ 混合

格式并且进一步结合开关函数来消除 ＨＬＬＣ 格式的激波不稳定现象．数值试验表明新构造的混合

格式不仅能够消除 ＨＬＬＣ 格式的激波不稳定现象，还最大程度地保留 ＨＬＬＣ 格式高分辨率的优点．

关　 键　 词：　 数值激波不稳定性；　 稳定性分析；　 ＨＬＬＣ⁃ＦＯＲＣＥ 混合格式；　 ＭＵＳＣＬ 重构

中图分类号：　 Ｏ３５４； Ｏ２４１．８２　 　 　 文献标志码：　 Ａ
ｄｏｉ： １０．３８７９ ／ ｊ．ｉｓｓｎ．１０００⁃０８８７．２０１５．０５．００４

引　 　 言

ＨＬＬＣ 近似 Ｒｉｅｍａｎｎ（黎曼）解法器是非常流行的激波捕捉方法，广泛应用于可压缩高速

流的计算．然而，使用 ＨＬＬＣ 格式计算多维问题时，不少研究人员都报道了它所存在的缺陷．
Ｐｅｅｒｙ 等［１］发现，计算二维钝体绕流时，某些格式会产生“红斑” （ｃａｒｂｕｎｃｌｅ）现象，这其中就包

括了 ＨＬＬＣ 格式．Ｑｕｉｒｋ［２］指出：用 ＨＬＬＣ 格式计算某些多维流动算例时会导致非物理现象的产

生，其中包括膨胀激波、负内能、慢行激波、ｃａｒｂｕｎｃｌｅ 现象、双 Ｍａｃｈ（马赫）杆和奇偶失联现象．
这些现象统称为数值激波不稳定现象，探究这些现象产生的根源并找到相应的治愈方法，对于

流体力学数值计算研究具有深刻的意义．
在探究根源方面，Ｑｕｉｒｋ［２］表明，如果压力的扰动影响到了密度，使用该格式计算会出现不

稳定现象．Ｌｉｏｕ［３］认为，数值格式的压力项反馈到了质量方程的数值通量，是造成格式不稳定

性的根源．Ｘｕ［４］在 Ｌｉｏｕ［３］的基础上更近了一步，他认为激波面切向耗散的消失也是影响格式

不稳定性的重要原因之一，并指出数值激波结构中的亚声速部分是不稳定现象产生的区域．此
外，Ｄｕｍｂｓｅｒ 等［５］表明，数值激波的结构影响了格式的不稳定性，并且认为不稳定性源于超声

速区域．
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在治愈数值激波不稳定性方面，Ｍｏｓｃｈｅｔｔａ 等［６］ 认为，修改与剪切波对应的特征值可以有

效改善不稳定性．Ｌｉｎ［７］基于压力梯度构造了一个修正熵函数来治愈激波不稳定性．Ｑｕｉｒｋ［２］ 和

Ｐａｎｄｏｌｆｉ 等［８］注意到，能够精确分辨接触间断和剪切波的数值格式，在强激波附近都会遭遇不

稳定性，并且提出了一种组合通量方法，使得在激波附近使用耗散格式，例如 ＨＬＬＥ 格式．
利用组合格式改变耗散机制而不是依靠单纯增加常规的“网格对齐” （ｇｒｉｄ⁃ａｌｉｇｎｅｄ）类方

法的耗散水平，可以有效地控制激波不稳定性．例如 Ｒｅｎ［９］给出了旋转 Ｒｏｅ Ｒｉｅｍａｎｎ 解法器，刘
友琼等［１０］给出了旋转混合型格式，但在两个相互正交的方向上求解 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题时对初始左

右状态的定义有一定近似，计算量也较大．Ｋｉｍ 等［１１］ 给出了将 ＨＬＬＣ 格式和 ＨＬＬ 格式相结合

的混合方法，但是并没有分析激波不稳定现象产生的原因，因而在组合时增加了不必要的数值

粘性．
本文第一作者在文献［１２］中分析了二维浅水波方程的数值激波在特定流动和扰动形式

下的线性不稳定性．本文进一步用矩阵分析法分析了 Ｅｕｌｅｒ（欧拉）方程的 ＨＬＬＣ 格式产生激波

不稳定现象的原因，并且构造了一种新的混合方法来治愈该格式的这种不稳定性．与旋转格

式［９⁃１０］和其它混合通量格式［１１⁃１３］ 相比，本文构造的混合方法有几点不同：第一，用耗散更小的

ＦＯＲＣＥ 格式［１４］来代替常用的 ＨＬＬ 格式；第二，仅仅在计算网格交界面的质量通量和切向动量

通量中将 ＨＬＬＣ 和 ＦＯＲＣＥ 进行混合，其余通量分量的计算依然使用 ＨＬＬＣ 格式；第三，通过定

义开关函数，只在强激波附近的激波横向才使用混合格式，而在其它方向、其它无激波区域依

然使用 ＨＬＬＣ 格式．其中第一点和第三点是对文献［１２］的进一步发展．数值试验表明混合格式

结合开关函数使用不仅可以消除 ＨＬＬＣ 格式的激波不稳定现象，而且可以最大可能地保留

ＨＬＬＣ 格式的高分辨率．

１　 控制方程组

考虑二维 Ｅｕｌｅｒ 方程组：

　 　 ∂Ｕ
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ρ 为密度，ｕ 和 ｖ 分别是 ｘ 方向和 ｙ 方向的速度，Ｅ ＝ ρ（ｕ２ ＋ ｖ２） ／ ２ ＋ ρｅ 为总能；状态方程为 ｐ ＝
（γ － １）ρｅ，这里 ｅ 为内能，γ ＝ １．４．

在规则四边形控制体 Ωｉ， ｊ 上用有限体积法离散方程组（１），可得半离散方程：

　 　 Ω ｄＵ
ｄｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｉ， ｊ
＋ （Ｆｉ ＋１ ／ ２， ｊ － Ｆｉ －１ ／ ２， ｊ） ＋ （Ｇｉ， ｊ ＋１ ／ ２ － Ｇｉ， ｊ －１ ／ ２） ＝ ０， （２）

其中， Ｆｉ ＋１ ／ ２， ｊ，Ｇｉ， ｊ ＋１ ／ ２ 分别是 ｘ 方向和 ｙ 方向的数值通量．

２　 稳定性分析

２．１　 线性稳定性分析

设初始时刻流体沿着 ｘ 方向从左向右运动，速度 ｕ０ ＝ Ｍａ·ａ０，Ｍａ 为 Ｍａｃｈ 数， ａ０ 为声速．流
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体沿 ｙ方向速度为 ０．设网格 Ωｉ， ｊ 上的物理量Ｗｎ
ｉ， ｊ ＝ δＷｎ

ｉ， ｊ ＋ Ｗ０，其中Ｗ０ ＝ （ρ ０，ｕ０，０，ｐ０） Ｔ 为定

常状态，δＷｎ
ｉ， ｊ 为其扰动量．

时间离散采用一阶向前差分，则半离散方程（２）可以改写成全离散格式：
　 　 Ｕｎ＋１

ｉ， ｊ ＝ Ｕｎ
ｉ， ｊ － σ ｘ（Ｆｉ ＋１ ／ ２， ｊ － Ｆｉ －１ ／ ２， ｊ） － σ ｙ（Ｇｉ， ｊ ＋１ ／ ２ － Ｇｉ， ｊ －１ ／ ２）， （３）

其中　 　 σ ｘ ＝
Δｔ
Δｘ

， σ ｙ ＝
Δｔ
Δｙ

．

当扰动在 ｘ 或 ｙ 方向为对称奇偶扰动分布时，采用线性展开，扰动量也仍然会按照奇偶次

序发展．在这种扰动下，线性化后可以得到

　 　 Ｆｉ ＋１ ／ ２， ｊ － Ｆｉ －１ ／ ２， ｊ ＝ Ｆ·δＷｎ
ｉ， ｊ， Ｇｉ， ｊ ＋１ ／ ２ － Ｇｉ， ｊ －１ ／ ２ ＝ Ｇ·δＷｎ

ｉ， ｊ ．
将以上线性化的结果，代入全离散格式（３）可以得到

　 　 δＵｎ＋１
ｉ， ｊ ＝ δＵｎ

ｉ， ｊ － （σ ｘＦ ＋ σ ｙＧ）·δＷｎ
ｉ， ｊ， （４）

其中， δＵｎ＋１
ｉ， ｊ ＝ Ｕｎ＋１

ｉ， ｊ － Ｕ０，δＵｎ
ｉ， ｊ ＝ Ｕｎ

ｉ， ｊ － Ｕ０，Ｆ 和 Ｇ 是取值于 Ｗ０ 的线性化矩阵．由于守恒量扰

动与物理量扰动之间的关系为

　 　 δＵｎ
ｉ， ｊ ＝

∂Ｕ
∂Ｗ

æ

è
ç

ö

ø
÷

０
δＷｎ

ｉ， ｊ ＝

１ ０ ０ ０
ｕ０ ρ ０ ０ ０
０ ０ ρ ０ ０

ｕ２
０

２
ｕ０ρ ０ ０ １

γ － １

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

δＷｎ
ｉ， ｊ ＝ ＢδＷｎ

ｉ， ｊ， （５）

从而可以得到物理扰动随着时间的发展方程：
　 　 δＷｎ＋１

ｉ， ｊ ＝ （Ｉ － Ｂ －１（σ ｘＦ ＋ σ ｙＧ））·δＷｎ
ｉ， ｊ ＝ ＡδＷｎ

ｉ， ｊ ． （６）
增广矩阵 Ａ的谱半径定义为 ρ Ａ ．当 ρ Ａ ＜ １时，格式严格稳定；当 ρ Ａ ＝ １时，格式临界稳定；

当 ρ Ａ ＞ １ 时，格式不稳定．下面讨论 ＨＬＬＣ 格式和 ＦＯＲＣＥ 格式在两种扰动情况下，增广矩阵 Ａ
的特征值表达式．
２．１．１　 ｘ⁃ 向扰动

假设物理量在 ｘ方向存在奇偶对称扰动，即 δＷｎ
ｉ－１， ｊ ＝ － δＷｎ

ｉ， ｊ ＝ δＷｎ
ｉ＋１， ｊ，在 ｙ方向物理量保

持一致．此时增广矩阵 Ａ 只取决于 ｘ 方向的 Ｆ ．可分亚声速和超声速两种情形．
在亚声速 （ｕ０ ＜ ａ０） 情形下：

　 　

ρ ｘ，ＦＯＲＣＥ
１ ＝ １ － ２σ ｘａ０， ρ ｘ，ＦＯＲＣＥ

２ ＝ １ － ２σ ｘ（ａ０ ＋ ｕ０），

ρ ｘ，ＦＯＲＣＥ
３ ＝ １ － ２σ ｘａ０， ρ ｘ，ＦＯＲＣＥ

４ ＝ １ － ２σ ｘ（ａ０ － ｕ０）；

ρ ｘ，ＨＬＬＣ
１ ＝ １ － ２σ ｘｕ０， ρ ｘ，ＨＬＬＣ

２ ＝ １ － ２σ ｘ（ａ０ ＋ ｕ０），

ρ ｘ，ＨＬＬＣ
３ ＝ １ － ２σ ｘｕ０， ρ ｘ，ＨＬＬＣ

４ ＝ １ － ２σ ｘ（ａ０ － ｕ０） ．
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ï
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ï
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（７）

在超声速 （ｕ０ ＞ ａ０） 情形下：

　 　

ρ ｘ，ＦＯＲＣＥ
１ ＝ １ － ２σ ｘｕ０， ρ ｘ，ＦＯＲＣＥ

２ ＝ １ － ２σ ｘ（ａ０ ＋ ｕ０），

ρ ｘ，ＦＯＲＣＥ
３ ＝ １ － ２σ ｘｕ０， ρ ｘ，ＦＯＲＣＥ

４ ＝ １ － ２σ ｘ（ｕ０ － ａ０）；

ρ ｘ，ＨＬＬＣ
１ ＝ １ － ２σ ｘｕ０， ρ ｘ，ＨＬＬＣ

２ ＝ １ － ２σ ｘ（ａ０ ＋ ｕ０），

ρ ｘ，ＨＬＬＣ
３ ＝ １ － ２σ ｘｕ０， ρ ｘ，ＨＬＬＣ

４ ＝ １ － ２σ ｘ（ｕ０ － ａ０） ．
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（８）

可以看出，在一定的步长限制条件下，ＨＬＬＣ 格式和 ＦＯＲＣＥ 格式都是严格稳定的．
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２．１．２　 ｙ⁃ 向扰动

假设物理量在 ｙ方向存在对称奇偶扰动，即 δＷｎ
ｉ， ｊ －１ ＝ － δＷｎ

ｉ， ｊ ＝ δＷｎ
ｉ， ｊ ＋１，在 ｘ方向物理量保

持一致．此时增广矩阵 Ａ只取决于 ｙ 方向的 Ｇ ．但由于 ｙ 向定常态速度 ｖ０ 为 ０，所以只有亚声速

一种情形：

　 　

ρ ｙ，ＦＯＲＣＥ
１ ＝ １ － ２σ ｙａ０， ρ ｙ，ＦＯＲＣＥ

２ ＝ １ － ２σ ｙａ０，

ρ ｙ，ＦＯＲＣＥ
３ ＝ １ － ２σ ｙａ０， ρ ｙ，ＦＯＲＣＥ

４ ＝ １ － ２σ ｙａ０；

ρ ｙ，ＨＬＬＣ
１ ＝ １， ρ ｙ，ＨＬＬＣ

２ ＝ １，

ρ ｙ，ＨＬＬＣ
３ ＝ １ － ２σ ｙａ０， ρ ｙ，ＨＬＬＣ

４ ＝ １ － ２σ ｙａ０ ．
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ï
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ïï

（９）

可以看出，在一定的步长限制条件下，ＦＯＲＣＥ 格式严格稳定，而 ＨＬＬＣ 格式却有两个临界

特征值 １．详细地分析可发现：这两个特征值分别对应着密度扰动量 δρ 和网格 ｙ 界面的切向速

度扰动量 δｕ 的发展［１５］ ．由于假设主流方向沿 ｘ 方向，因此如果流场中有激波，则激波只能出现

在主流方向， ｙ 方向是激波的横向．我们猜想，正是由于 ＨＬＬＣ 格式的这两个临界特征值的存

在，使得激波横向的扰动没有得到有效的耗散，从而会导致激波不稳定现象的出现．
２．２　 矩阵分析法

进一步地，使用文献［５］中的矩阵分析法来对 ＨＬＬＣ 格式和 ＦＯＲＣＥ 格式进行稳定性分析．
计算区域为 １１×１１ 的正方形网格，仍假设初始流动平行于 ｘ 方向，初始时刻在第 ６ 和第 ７ 列网

格线上有一个稳态激波，Ｍａｃｈ 数 Ｍａ ＝ ２０．波前初值

　 　 Ｕ０ ＝ １， １， ０， １
γ（γ － １）Ｍａ２

＋ １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

，

波后值 Ｕ１ 由 Ｒａｎｋｉｎｅ⁃Ｈｕｇｏｎｉｏｔ 关系式确定．
将所有网格的扰动量随时间增长的方程（６）写成矩阵形式的 ＯＤＥ 方程：

　 　 ｄ
ｄｔ

δＷ０

δＷ１

︙
δＷｑ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

＝ Ｓ

δＷ０

δＷ１

︙
δＷｑ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

， （１０）

其中 ｑ ＝ １１ × １１ ＝ １２１，由于每个网格点有 ４ 个分量，从而 Ｓ 是 ４８４×４８４ 的方阵．由于 Ｓ 是常系

数矩阵，解析求解上面的 ＯＤＥ 方程，可以得到

　 　

δＷ０

δＷ１

︙
δＷｑ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

＝ ｅＳｔ

δＷ０

δＷ１

︙
δＷｑ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ｔ ＝ ０

． （１１）

定义矩阵 Ｓ 的特征值为 λ（Ｓ），Ｒｅ（λ（Ｓ）） 表示其实部．如果 ｍａｘ（Ｒｅ（λ（Ｓ））） ＜ ０， 那么

扰动的增长是有界的，在计算中使用 ＭＡＴＬＡＢ 标准函数来计算特征值．得到 ＨＬＬＣ（图 １（ａ））
和 ＦＯＲＣＥ（图 １（ｂ））格式的特征值在复平面的分布，这意味着全用 ＨＬＬＣ 计算含激波问题时，
数值扰动可能被放大．为了与 ２．１ 小节的分析一致，进一步考虑两种混合方式．首先，使用 ＨＬＬＣ
计算 ｘ 方向通量，ｙ 方向通量由 ＦＯＲＣＥ 来计算，结果见图 ２（ａ），可见这种混合方式是稳定的．
然后交换两种格式的顺序， ｘ方向通量用 ＦＯＲＣＥ， ｙ方向通量用 ＨＬＬＣ，结果见图 ２（ｂ），可见这

种混合方式是不稳定的．
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从而证实了 ２．１．２ 小节后的猜想：在 ｙ 方向（实质是激波的横向）应用 ＨＬＬＣ 格式不能有效

抑制数值扰动的增长，从而导致了激波不稳定现象的出现，这与 Ｋｉｍ 等［１１］的结论一致．

（ａ） ＨＬＬＣ： ｍａｘ（Ｒｅ（λ（Ｓ））） ＝ １．５５６ ４， 不稳定 （ｂ） ＦＯＲＣＥ： ｍａｘ（Ｒｅ（λ（Ｓ））） ＝ － ０．１０５ ７， 稳定

（ａ） ＨＬＬＣ： ｍａｘ（Ｒｅ（λ（Ｓ））） ＝ １．５５６ ４， ｕｎｓｔａｂｌｅ （ｂ） ＦＯＲＣＥ： ｍａｘ（Ｒｅ（λ（Ｓ））） ＝ － ０．１０５ ７， ｓｔａｂｌｅ

图 １　 特征值在复平面内的分布

Ｆｉｇ． １　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｐｌａｎｅ， ｆｏｒ ｉｎｄｉｖｉｄｕａｌ ｓｃｈｅｍｅｓ

（ａ） ｘ⁃ＨＬＬＣ ＋ｙ⁃ＦＯＲＣＥ： ｍａｘ（Ｒｅ（λ（Ｓ））） ＝ （ｂ） ｘ⁃ＦＯＲＣＥ＋ｙ⁃ＨＬＬＣ： ｍａｘ（Ｒｅ（λ（Ｓ））） ＝

－０．１０２ ７， 稳定 １．０９９ １， 不稳定

（ａ） ｘ⁃ＨＬＬＣ ＋ｙ⁃ＦＯＲＣＥ： ｍａｘ（Ｒｅ（λ（Ｓ））） ＝ （ｂ） ｘ⁃ＦＯＲＣＥ＋ｙ⁃ＨＬＬＣ： ｍａｘ（Ｒｅ（λ（Ｓ））） ＝

－０．１０２ ７， ｓｔａｂｌｅ １．０９９ １， ｕｎｓｔａｂｌｅ

图 ２　 特征值在复平面内的分布

Ｆｉｇ． ２　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｐｌａｎｅ， ｆｏｒ ｈｙｂｒｉｄ ｓｃｈｅｍｅｓ

３　 二维 Ｅｕｌｅｒ 方程的混合型格式

３．１　 混合格式的构造

通过混合 ＨＬＬＣ 和 ＦＯＲＣＥ 格式的方法来修改 ＨＬＬＣ 格式所对应的扰动增广矩阵 Ａ 的特

征值，使其达到严格稳定．由 ２．１ 小节线性稳定性分析式（９）可知，不需要对其进行全面修改，
只需要通过修改 Ａ 的两个临界特征值所对应的网格界面质量通量和切向动量通量的计算［１５］，
使其对应的数值粘性增加来实现．以规则四边形网格 ｙ 方向的数值通量 Ｇ 为例，只需修改其第

１ 个和第 ２ 个分量，使其数值粘性增加，从而达到严格稳定．因此，网格 ｙ 向界面的混合格式可

表示成
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ＧＨＬＬＣ⁃ＦＯＲＣＥ（１） ＝ ωＧＨＬＬＣ（１） ＋ （１ － ω）ＧＦＯＲＣＥ（１），
ＧＨＬＬＣ⁃ＦＯＲＣＥ（２） ＝ ωＧＨＬＬＣ（２） ＋ （１ － ω）ＧＦＯＲＣＥ（２），
ＧＨＬＬＣ⁃ＦＯＲＣＥ（３） ＝ ＧＨＬＬＣ（３），
ＧＨＬＬＣ⁃ＦＯＲＣＥ（４） ＝ ＧＨＬＬＣ（４），

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１２）

其中，加权系数

　 　 ω ＝ １
２

＋ １
２

α１

α１ ＋ α２
，

α１ ＝ ｎｓ·ｎ ，α２ ＝ １ － α２
１ ，ｎｓ 为激波面法向．可见，当激波面和网格面一致时，混合格式取

ＨＬＬＣ 格式；当激波面和网格面垂直时，ＦＯＲＣＥ 格式的权重达到最大值 ０．５．
数值计算中，使用文献［９，１３］中的方法来近似估计激波面法向：

　 　 ｎｓ ＝
Δｕｉ ＋ Δｖｊ

‖Δｕｉ ＋ Δｖｊ‖
， ‖Δｕｉ ＋ Δｖｊ‖ ＞ ε，

ｎ， ‖Δｕｉ ＋ Δｖｊ‖ ≤ ε，

ì

î

í
ïï

ïï
（１３）

其中 ε ＝ １０ －４Ｕ∗，Ｕ∗ 为流体入口处的参考速度．
３．２　 开关函数

定义开关函数 ｆｐ 来确定激波的位置：

　 　 ｆｐ ＝
１．０，　 　 ｉｆ

ｍｉｎ（ｐＲ，ｐＬ）
ｐＲ － ｐＬ ＋ ε∗ ≤ １．０，

０．０，　 　 ｏｔｈｅｒｓ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１４）

其中 ε∗ ＝ １０ －１６ ．由 ２．１，２．２ 小节分析可知，激波不稳定现象是由激波面切方向的扰动放大所

引起的．计算二维问题时，采用文献［１１］中的方式来探测网格界面附近是否有激波：
　 　 ｆｐｘ ＝ ｍａｘ（ ｆｐ（ ｉ ＋１ ／ ２， ｊ）， ｆｐ（ ｉ， ｊ ＋１ ／ ２）， ｆｐ（ ｉ， ｊ －１ ／ ２）， ｆｐ（ ｉ ＋１， ｊ ＋１ ／ ２）， ｆｐ（ ｉ ＋１， ｊ －１ ／ ２）），
　 　 ｆｐｙ ＝ ｍａｘ（ ｆｐ（ ｉ， ｊ ＋１ ／ ２）， ｆｐ（ ｉ －１ ／ ２， ｊ）， ｆｐ（ ｉ ＋１ ／ ２， ｊ）， ｆｐ（ ｉ －１ ／ ２， ｊ ＋１）， ｆｐ（ ｉ ＋１ ／ ２， ｊ ＋１）） ．
在激波附近，压力差 ｐＲ － ｐＬ 会增大，从而 ｆｐ 的取值为 １．０，而在大部分计算区域， ｆｐ 的取

值为 ０．０．接下来，定义表示激波横向的开关函数 ｆ（忽略 ｆｐ 的下标 ｘ 和 ｙ）：

　 　
ｉｆ ｆｐ ＝ １．０， ｔｈｅｎ ｆ ＝

１．０，　 　 ｉｆ ＭＬ ＞ １．０， ＭＲ ＞ １．０；
１．０，　 　 ｉｆ ＭＬ ＜ １．０， ＭＲ ＜ １．０；
０．０，　 　 ｏｔｈｅｒｓ；

ì

î

í

ï
ï

ïï

ｉｆ ｆｐ ＝ ０．０， ｔｈｅｎ ｆ ＝ ０．０ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１５）

以 ｙ 向为例，计算中通量的最终形式为

　 　 Ｇ ＝ ｆ·ＧＨＬＬＣ⁃ＦＯＲＣＥ ＋ （１ － ｆ）·ＧＨＬＬＣ ． （１６）
式（１５）中在 ｆ ＝ １．０ 的地方，表示网格界面法向接近激波横向，那么通量切换到用混合通

量来计算．但在大部分地方，通量计算依然使用 ＨＬＬＣ 格式．这样可以尽可能多地减少计算中由

混合格式所带来的耗散．将式（１６）所得数值格式称之为 ＨＬＬＣ⁃ＦＯＲＣＥ 格式．
３．３　 ＭＵＳＣＬ重构

通量的计算中，采用二阶 ＭＵＳＣＬ 重构［１６］来获得高阶精度：

　 　
ＵＬ

ｉ ＋１ ／ ２ ＝ Ｕｉ ＋
１
２

Ｒｉ ＋１ ／ ２ϕ（ΔＶｉ －１ ／ ２，ΔＶｉ ＋１ ／ ２），

ＵＲ
ｉ ＋１ ／ ２ ＝ Ｕｉ ＋１ － １

２
Ｒｉ ＋１ ／ ２ϕ（ΔＶｉ ＋１ ／ ２，ΔＶｉ ＋３ ／ ２），

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１７）
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其中，限制器 ϕ 取 ｍｉｎｍｏｄ 函数，特征变量的差分

　 　 ΔＶｋ＋１ ／ ２ ＝ Ｒ －１
ｉ ＋１ ／ ２·（Ｕｋ＋１ － Ｕｋ），　 　 ｉ － １ ≤ ｋ ≤ ｉ ＋ １．

采用 Ｕｉ 和 Ｕｉ ＋１ 的 Ｒｏｅ 平均来计算特征向量矩阵 Ｒｉ ＋１ ／ ２ 和 Ｒ －１
ｉ ＋１ ／ ２ ．

４　 数值试验

４．１　 “奇偶失联”问题

该数值试验最早在文献［２］中由 Ｑｕｉｒｋ 提出．平面激波以 Ｍａｃｈ 数为 ６ 的速度从左向右移

动，计算区域为 ２０×１ 的均匀导管，网格为 ４００×２０ 的矩形网格．网格中心线处的小扰动给定为

　 　 ｙｉ， ｊ ｍｉｄ ＝ ｙｉ， ｊ ｍｉｄ ＋ （ － １） ｉ·１０ －６ ．
激波右边的初始条件为

　 　 （ρ，ｕ，ｖ，ｐ） ＝ （１．４，０，０，１） ．
图 ３ 展示了分别用 ＨＬＬＣ 格式和混合格式计算所得 ｔ ＝ ２ 时的密度等值线图．从图中清晰

地看到，混合格式消除了 ＨＬＬＣ 格式的激波不稳定现象．

图 ３　 算例 ４．１ 的密度分布

Ｆｉｇ． ３　 Ｄｅｎｓｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ ４．１

４．２　 随机扰动问题

构造一个类似于 ２．１ 小节中平行流的随机扰动问题．平面激波以 Ｍａｃｈ 数为 ２０ 的速度从

左向右移动，计算区域为 ２０×１ 的均匀导管，网格为 ４００×２０ 的矩形网格．在右边初始条件上加

上 １０－６倍随机扰动：
　 　 （ρ，ｕ，ｖ，ｐ） ＝ （１．４，０，０，１） ＋ α·１０ －６，

其中 α 为［０，１］的随机数．图 ４ 展示了分别用 ＨＬＬＣ 格式和混合格式计算所得 ｔ ＝ ２ 时的密度等

值线图．从图中清晰地看到，混合格式消除了 ＨＬＬＣ 格式的激波不稳定现象．

图 ４　 算例 ４．２ 的密度分布

Ｆｉｇ． ４　 Ｄｅｎｓｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ ４．２

４．３　 激波衍射问题

激波衍射问题是一个对许多 Ｇｏｄｕｎｏｖ 型数值格式都失效的数值试验［１３］ ．图 ５ 展示了用

ＨＬＬＣ 格式和混合格式计算所得 ｔ ＝ ０．１５ 时的密度等值线图．其中计算区域为［０，１］×［０，１］，网
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格数为 ４００×４００，计算 Ｍａｃｈ 数为 ５．０９．从图中可以看到，混合格式不仅消除了 ＨＬＬＣ 格式在区

域上边界正激波处的不稳定现象，而且保留了 ＨＬＬＣ 格式高分辨率的优点，例如，绕射激波在

后阶上的 Ｍａｃｈ 反射激波，以及流场中间的小激波和稍前面的稀疏波都清晰可见．

图 ５　 算例 ４．３ 的密度分布

Ｆｉｇ． ５　 Ｄｅｎｓｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ ４．３

４．４　 超声速流绕柱问题

考虑超声速流流经圆柱体的算例．计算区域由两个同心圆构成，使用的网格为 ４０×１６０，自
左向右的来流 Ｍａｃｈ 数为 １０，具体初始条件和边界条件，见文献［１７］．图 ６ 展示了使用 ＨＬＬＣ
格式和混合格式计算得到的密度分布图，模拟时间 ｔ ＝ ２．可以清晰地看到混合格式消除了

ＨＬＬＣ 格式的激波不稳定性．

图 ６　 算例 ４．４ 的密度分布

Ｆｉｇ． ６　 Ｄｅｎｓｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ ４．４

图 ７　 算例 ４．５ 的密度分布

Ｆｉｇ． ７　 Ｄｅｎｓｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ ４．５
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图 ８　 算例 ４．６ 的初始条件

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ ４．６

４．５　 前台阶问题

计算中使用［０，３］×［０，１］的矩形区域，在 ｘ ＝
０．６ 处有一个高为 ０．２ 的台阶，计算使用的网格为

２４０×８０．自左向右的来流 Ｍａｃｈ 数为 ３，详细的初

边界条件，见参考文献 ［１８］． 图 ７ 展示了使用

ＨＬＬＣ 格式和混合格式的计算结果，模拟时间 ｔ ＝
４ ．可见 ＨＬＬＣ 格式的结果在上壁面的 Ｍａｃｈ 杆后

面出现激波不稳定现象，而混合格式则消除了此

现象，并且 Ｍａｃｈ 杆后面滑移线的分辨率也没降

低多少．
４．６　 二维 Ｒｉｅｍａｎｎ问题

计算 Ｌａｘ 和 Ｌｉｕ［１９］所提出的二维 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题．计算区域为［０，１］×［０，１］，网格数为 ４００×
４００，模拟时间 ｔ ＝ ０．３．计算初始条件如图 ８ 所示．

图 ９　 算例 ４．６ 的密度分布

Ｆｉｇ． ９　 Ｄｅｎｓｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ ４．６

图 １０　 算例 ４．７ 的初始条件

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ ４．７

计算中发现，使用高分辨率格式（如 ＨＬＬＣ 和

Ｒｏｅ）计算该算例时，在初始间断处会出现两个伪

激波，而混合格式却消除了这种现象（见图 ９），并
且保留了 ＨＬＬＣ 格式高分辨率的优点．
４．７　 格式比较

将本文构造的混合格式与 Ｒｅｎ［９］、刘友琼

等［１０］ 的格式进行精度和计算时间的比较．使用

Ｌａｘ 和 Ｌｉｕ［１９］提出的二维 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题作为算例，
其计算区域和初始条件如图 １０ 所示．

采用网格数为 ８００×８００ 的 ＨＬＬＣ 格式所得结

果作为参考解，计算解均采用 ４００×４００ 的粗网格．
不同格式的计算解与参考解之间的误差通过下列表达式来计算：

　 　 ‖Ｌ２（ρ）‖ ＝ １
ＮｘＮｙ

∑
Ｎｘ

ｉ ＝ １
∑
Ｎｙ

ｊ ＝ １
ρ ｉ， ｊ － ρ ｒｅｆ

ｉ， ｊ
２， （１８）

０９４ 一种治愈强激波数值不稳定性的混合方法



其中 ρ 为密度，Ｎｘ，Ｎｙ 分别为 ｘ 方向和 ｙ 方向的网格数．模拟时间 ｔ ＝ ０．２５， 计算结果如图 １１ 所

示．不同数值格式的误差和 ＣＰＵ 计算时间见表 １，其中 ｒｏｔａｔｅｄ Ｒｏｅ 表示 Ｒｅｎ［９］提出的旋转 Ｒｏｅ
Ｒｉｅｍａｎｎ 解法器，ｒｏｔａｔｅｄ ＨＬＬＣ⁃ＨＬＬ 表示刘友琼等［１０］提出的旋转混合格式．从表 １，可以看到本

文提出的混合格式从计算精度和计算效率两方面都表现得非常好．

图 １１　 算例 ４．７ 的密度分布

Ｆｉｇ． １１　 Ｄｅｎｓｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ ４．７

表 １　 不同数值格式的误差和 ＣＰＵ 计算时间的比较

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ＣＰＵ ｔｉｍｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｃｈｅｍｅｓ

ｓｃｈｅｍｅ ｅｒｒｏｒ ‖Ｌ２（ρ）‖ ＣＰＵ ｔｉｍｅ ｔｃ ／ ｓ

ＨＬＬＣ⁃ＦＯＲＣＥ ６．１８９ ４Ｅ－５ ７２２

ｒｏｔａｔｅｄ Ｒｏｅ ５．８１３ ４Ｅ－５ １ １５６

ｒｏｔａｔｅｄ ＨＬＬＣ⁃ＨＬＬ ４．３８７ ５Ｅ－４ ６８１

５　 结　 　 论

１） 本文对 ＨＬＬＣ 格式和 ＦＯＲＣＥ 格式进行了特定流动和扰动条件下的稳定性分析，从而

得出激波横向数值粘性不足是导致 ＨＬＬＣ 格式出现激波不稳定现象的原因．更具体一点，
ＨＬＬＣ 格式的质量通量和网格界面的切向动量通量的数值粘性不足以抑制激波横向的扰动，
是造成激波不稳定性的根本原因．

２） 本文构造的混合型数值格式仅需混合 ＨＬＬＣ 格式的质量通量和切向动量通量，且与标

１９４胡　 　 立　 　 军　 　 　 袁　 　 礼



示激波横向的开关函数联合使用，不仅消除了 ＨＬＬＣ 格式的激波不稳定现象，而且最大程度地

保留了 ＨＬＬＣ 格式高分辨率的优点．
本文构造混合格式的方法可以推广到其它高分辨率格式（例如 Ｒｏｅ 格式）和不规则网格

（例如三角形网格），我们将在后续工作中进行详细说明．
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ＨＵ Ｌｉ⁃ｊｕｎ，　 ＹＵＡＮ Ｌｉ
（ＬＳＥＣ（Ｃｈｉｎｅｓｅ Ａｃａｄｅｍｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ）； Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ

Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ ／ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ，
Ａｃａｄｅｍｙ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｙｓｔｅｍｓ Ｓｃｉｅｎｃｅ，

Ｃｈｉｎｅｓｅ Ａｃａｄｅｍｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， Ｂｅｉｊｉｎｇ １００１９０， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： ＨＬＬＣ ｉｓ ａ ｈｉｇｈ ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ ｓｃｈｅｍｅ， ｗｈｉｃｈ ｃａｎ ｃａｐｔｕｒｅ ｓｈｏｃｋ， ｃｏｎｔａｃｔ ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ
ａｎｄ ｒａｒｅｆａｃｔｉｏｎ ｗａｖｅ ａｃｃｕｒａｔｅｌｙ． Ｂｕｔ ｗｈｅｎ ｉｔ ｉｓ ｕｓｅｄ ｔｏ ｃａｌｃｕｌａｔｅ ｍｕｌｔｉｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｐｒｏｂｌｅｍｓ，
ｔｈｅ ｐｈｅｎｏｍｅｎｏｎ ｏｆ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｈｏｃｋ ｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｍａｙ ａｐｐｅａｒ ｎｅａｒ ｔｈｅ ｓｔｒｏｎｇ ｓｈｏｃｋ． Ｃｏｍｐａｒｅｄ
ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＨＬＬＣ ｓｃｈｅｍｅ， ｔｈｅ ＦＯＲＣＥ ｓｃｈｅｍｅ ｉｓ ｓｔａｂｌｅ ｎｅａｒ ｔｈｅ ｓｔｒｏｎｇ ｓｈｏｃｋ， ａｎｄ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｅｄ ｎｕ⁃
ｍｅｒｉｃａｌ ｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎ ｉｓ ｌｏｗｅｒ ｔｈａｎ ｔｈａｔ ｏｆ ｔｈｅ ＨＬＬ ｓｃｈｅｍｅ． Ｔｈｅ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ＨＬＬＣ ａｎｄ ＦＯＲＣＥ ｕｎ⁃
ｄｅｒ ｓｐｅｃｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｗａｓ ａｎａｌｙｚｅｄ， ａ ｈｙｂｒｉｄ ｓｃｈｅｍｅ ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ ｔｈｅ ＨＬＬＣ ａｎｄ ＦＯＲＣＥ ｓｃｈｅｍｅｓ
ｉｎ ａ ｓｐｅｃｉａｌ ｗａｙ ｗａｓ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ， ａｎｄ ａ ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｔｏ ｉｎｖｏｋｅ ｔｈｅ ｈｙｂｒｉｄ ｓｃｈｅｍｅ ｉｎ ｔｈｅ
ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｈｏｃｋ ｗａｖｅ ｗａｓ ｄｅｆｉｎｅｄ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅ ｔｈａｔ
ｔｈｅ ｈｙｂｒｉｄ ｓｃｈｅｍｅ ｎｏｔ ｏｎｌｙ ｐｒｅｓｅｎｔｓ ｇｏｏｄ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｎｅａｒ ｔｈｅ ｓｔｒｏｎｇ ｓｈｏｃｋ， ｂｕｔ ａｌｓｏ ｒｅｔａｉｎｓ ｔｈｅ
ｈｉｇｈ ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ＨＬＬＣ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｈｏｃｋ ｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙ； ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ； ＨＬＬＣ⁃ＦＯＲＣＥ ｈｙｂｒｉｄ ｓｃｈｅｍｅ；
ＭＵＳＣＬ ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ

Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｂａｓｉｃ Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｐｒｏｇｒａｍ ｏｆ Ｃｈｉｎａ （ ９７３ Ｐｒｏｇｒａｍ ）
（２０１０ＣＢ７３１５０５）； Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ
（Ｇｅｎｅｒａｌ Ｐｒｏｇｒａｍ）（１０９７２２３０）

３９４胡　 　 立　 　 军　 　 　 袁　 　 礼


