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摘要：　 研究了利用非线性分数阶模型描述的具有领导者的多智能体系统的一致性问题．基于智能

体之间的通讯拓扑图，设计了系统的控制协议和相应的控制增益矩阵．利用广义 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式和

分数阶微分方程的稳定性理论，得到了多智能体系统达到一致的充分条件．最后，数值仿真结果显

示了理论结果的有效性．
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引　 　 言

近年来，多智能体系统已被有效地应用来解决现实生活中各种各样的问题，如搜寻、救援、
勘探和监视等．一致性问题，即智能体只利用邻域内其它智能体的信息来达到期望的共同目

标，是多智能体系统协同控制的重点问题之一．关于一致性问题的研究起源于管理学［１］和统计

物理学领域［２］ ．关于分布式决策系统中的一致性问题及其应用可见文献［３⁃４］．
目前，关于整数阶多智能体系统一致性的研究，已经有非常多漂亮的结果．然而，研究表

明，许多跨学科领域的系统可以更好地通过分数阶微分方程来描述，如粘弹性体系、管道边界

层效应［５⁃６］等．文献［７⁃８］分别研究了分数阶微分方程的反周期理论与数值求解，为分数阶微分

方程相关理论的应用提供了一定的研究基础．近年来，分数阶多智能体系统的一致性问题也得

到了广泛的关注．在文献［９⁃１０］中，分别对分数阶多智能体系统在有向固定拓扑和切换拓扑中

的一致性问题进行了研究．在文献［１１］中，利用 Ｎｙｑｕｉｓｔ（奈奎斯特）稳定条件和频率域方法，研
究了有向固定拓扑和时滞的分数阶多智能体系统的一致性问题．在文献［１２］中，基于广义

Ｎｙｑｕｉｓｔ 稳定判据，得到了一个充分必要条件以确保具有相同的输入延迟和有向拓扑的分数阶

多智能体系统能达到一致．此外，当通讯拓扑是无向图时，也给出了具有异构输入延迟的分数

阶多智能体系统的一致性条件．在文献［１３］中，基于分布式静态输出反馈协议，研究了具有无

５５５

　 应用数学和力学，第 ３６ 卷 第 ５ 期
　 ２０１５ 年 ５ 月 １５ 日出版

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ　
　 　 Ｖｏｌ．３６，Ｎｏ．５，Ｍａｙ．１５，２０１５

∗ 收稿日期：　 ２０１４⁃１１⁃１０； 修订日期：　 ２０１４⁃１２⁃１２
基金项目：　 重庆市自然科学基金基础与前沿研究项目（ｃｓｔｃ２０１３ｊｃｙｊＡ０００２６）；重庆市高等学校优秀人

才支持计划项目

作者简介：　 朱伟（１９７６—），男，四川荣县人，教授，博士，硕士生导师（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｚｈｕｗｅｉ＠
ｃｑｕｐｔ．ｅｄｕ．ｃｎ）；
陈波（１９８９—），男，四川乐山人，硕士生（Ｅ⁃ｍａｉｌ： Ｓ１２０６０２０１＠ ｓｔｕ．ｃｑｕｐｔ．ｅｄｕ．ｃｎ）．



向固定拓扑的分数阶多智能体系统的一致性问题．利用线性矩阵不等式获得了系统达到一致

的充分条件．在文献［１４］中，研究了一类具有不确定线性分数阶多智能体系统的一致性问题，
提出了系统鲁棒渐近一致的一些充分条件．在文献［１５］中，研究了具有异构分数阶非线性动态

有向网络模型的一致性行为．应用牵制控制法得到系统 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 稳定的充要条件．应该指

出的是，非线性分数阶微分方程模型能更好地描述实际系统的动态行为．然而，关注具有非线

性模型的分数阶多智能体系统的一致性问题的文献还相对较少．基于以上的讨论，本文将研究

具有领导者的非线性分数阶多智能体系统的一致性问题．通过应用广义 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式和分

数阶微分方程的稳定性理论，得到了多智能体系统达到一致的充分条件．

１　 数学预备知识

１．１　 代数图论

令 { ｉ ｜ ｉ∈ Ｖ } 是由节点构成的集合，其中 Ｖ ＝ { １，２，…，Ｎ } ．Ｅ ＝ { （ｖｉ，ｖｊ） ｜ ｉ， ｊ∈ Ｎ } 是

由通讯边构成的集合．无向图Ｇ ＝ （Ｖ，Ｅ） 用来表示智能体系统的通讯拓扑图．第 ｉ个节点的邻居

节点集合表示为 Ｎｉ ＝ { ｊ ∈ Ｖ ｜ （Ｖｉ，Ｖ ｊ） ∈ Ｅ } ．如果 ｊ ∈ Ｎｉ 意味着智能体 ｉ 就能够接收到智能

体 ｊ 的信息．在有向图里一条路是由不同的顶点构成的一个序列 ｉ０，ｉ１，…，ｉｌ，且满足（Ｖｉｌ１
，Ｖｉｌ１－１

）

∈ Ｅ，ｌ１ ＝ １，２，…，ｌ ．令 Ａ ＝ （ａｉｊ） Ｎ×Ｎ 是邻接矩阵，其中 ａｉｊ 表示边（Ｖｉ，Ｖ ｊ） 的权重．如果（Ｖｉ，Ｖ ｊ） ∈

Ｅ，则 ａｉｊ ＞ ０；否则 ａｉｊ ＝ ０．Ｄ ＝ ｄｉａｇ（ｄ１，ｄ２，…，ｄＮ） 是图的度矩阵，其中 ｄｉ ＝∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ ．令 Ｇ
－
是一个

由领导者和Ｎ个跟随者所构成的图．如果领导者是智能体 ｉ的邻居节点，则 ｂｉ ＝ １；否则 ｂｉ ＝ ０．记

Ｂ
－
＝ ｄｉａｇ（ｂ１，ｂ２，…，ｂＮ），Ｌ ＝ Ｄ － Ａ，Ｈ ＝ Ｌ ＋ Ｂ

－
．

１．２　 问题描述

跟随者的动态行为由下面的非线性分数阶微分方程来表示：
　 　 Ｄｑｘｉ（ ｔ） ＝ Ａｘｉ（ ｔ） ＋ ｆ（ｘｉ（ ｔ）） ＋ Ｂｕｉ（ ｔ），　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ ． （１）

同时，领导者的动态行为表示为

　 　 Ｄｑｘ０（ ｔ） ＝ Ａｘ０（ ｔ） ＋ ｆ（ｘ０（ ｔ））， （２）
其中 Ｄｑｘｉ（ ｔ） 表示 ｘｉ（ ｔ） 的 Ｃａｐｕｔｏ 微分，即

　 　 Ｄｑｘ（ ｔ） ＝ １
Γ（ｋ － ｑ） ∫

ｔ

０

ｘ（ｋ）（τ）
（ ｔ － τ） ｑ＋１－ｋ ｄτ，　 　 ｋ － １ ＜ ｑ ＜ ｋ， ｋ ∈ Ｚ ＋ ．

本文假设 ０ ＜ ｑ ≤１．ｘ０（ ｔ） ∈ Ｒｎ，ｘｉ（ ｔ） ∈ Ｒｎ 分别表示领导者与跟随者 ｉ 的状态， ｕｉ（ ｔ） ∈
Ｒｍ 表示跟随者 ｉ的输入．Ａ∈ Ｒｎ×ｎ 和Ｂ∈ Ｒｎ×ｍ 为常数矩阵． ｆ：Ｒｎ → Ｒｎ 为连续函数且满足 Ｌｉｐｓ⁃
ｃｈｉｔｚ（利普希兹）条件，即存在一个常数 ｍ 使得

　 　 ‖ｆ（ｘｉ（ ｔ），ｔ） － ｆ（ｘ０（ ｔ），ｔ）‖ ≤ ｍ‖ｘｉ（ ｔ） － ｘ０（ ｔ）‖ ．
定义 １　 在分数阶多智能体系统（１）和（２）中，如果对于任意的一个智能体 ｉ ∈ { １， ２，

…， Ｎ } ，存在一个状态反馈输入 ｕｉ 使得对任意的初始状态 ｘｉ（０），ｉ ＝ ０，１，…，Ｎ 都能使闭环系

统满足

　 　 ｌｉｍ
ｔ→∞

‖ｘｉ（ ｔ） － ｘ０（ ｔ）‖ ＝ ０，

则称该系统达到了一致．
为研究多智能体系统（１）和（２）的一致性问题，本文使用以下基于邻居信息的控制协议：

　 　 ｕｉ（ ｔ） ＝ － Ｋ [∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ ｘｉ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ）[ ] ＋ ｂｉ［ｘｉ（ ｔ） － ｘ０（ ｔ）］ ]，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， （３）
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其中 Ｋ 为控制增益矩阵．
引理 １［１６］ 　 对任意的 ０ ＜ ｑ ≤ １，都存在一个正常数 Ｍ 使得

　 　 ‖Ｅｑ，β（Ａ０（ ｔ － ｔ０） ｑ）‖ ≤ Ｍ‖ｅＡ０（ ｔ －ｔ０）‖， （４）

其中 Ｅｑ，β（ ｚ） ＝ ∑∞

ｋ ＝ ０

ｚｋ

Γ（ｋｑ ＋ β）
为 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 函数， ‖·‖表示矩阵范数， β ∈ { １，２，…，

ｋ } ∪ { ０，ｑ } ．
引理 ２［１７］ 　 假设 ｑ ＞ ０，ａ（ ｔ） 是一个在 ０ ≤ ｔ ＜ Ｔ （Ｔ ≤＋ ∞） 上的非负局部可积函数，且

ｇ（ ｔ） 是定义在 ０ ≤ ｔ ＜ Ｔ 上的非负非减的连续有界函数，即满足 ｇ（ ｔ） ≤ Ｍ（常数） ．ｕ（ ｔ） 是一

个在 ０ ≤ ｔ ＜ Ｔ 上非负的局部可积函数，而且在该区间上满足

　 　 ｕ（ ｔ） ≤ ａ（ ｔ） ＋ ｇ（ ｔ） ∫ｔ
ｔ０
（ ｔ － τ） ｑ－１ｕ（τ）ｄτ，

则有

　 　 ｕ（ ｔ） ≤ ａ（ ｔ） ＋ ∫ｔ
ｔ０
∑
∞

ｎ ＝ １

（ｇ（ ｔ）Γ（ｑ）） ｎ

Γ（ｎｑ）
（ ｔ － τ） ｎｑ－１ａ（τ）é

ë
êê

ù

û
úú ｄτ，　 　 ｔ０ ≤ ｔ ＜ Ｔ ．

进一步，若 ａ（ ｔ） 为［０，Ｔ） 上非减函数，则
　 　 ｕ（ ｔ） ≤ ａ（ ｔ）Ｅｑ，１（ｇ（ ｔ）Γ（ｑ）（ ｔ － ｔ０） ｑ） ． （５）
引理 ３［５］ 　 令 ０ ＜ ｑ≤１且 β 是一个常数，如果存在一个 ｕ满足 ｑπ ／ ２ ＜ ｕ ＜ ｍｉｎ { π，ｑπ } ，

那么

　 　 Ｅｑ，β（ ｚ） ≤ Ｃ１（１ ＋ ｚ ） （１－β） ／ ｑｅｘｐ（Ｒｅ（ ｚ１ ／ ｑ）） ＋
Ｃ２

１ ＋ ｚ
， （６）

其中 Ｃ１，Ｃ２ 是正常数， ａｒｇ ｚ ≤ ｕ， ｚ ≥ ０．

２　 主 要 结 果

引理 ４　 如果 （Ａ，Ｂ） 是可镇定的，且智能体之间的通讯拓扑图中含有以领导者为根的生

成树，则存在一个满足 ｈＲｅ λ ｉ（Ｈ） ＞ １ 的正常数 ｈ 使得对任意 ０ ＜ ｑ ≤ １ 有 ａｒｇ（λ（Ａ
－
）） ＞

ｑπ ／ ２，其中 Ａ
－
＝ Ｉｎ 􀱋 Ａ － Ｈ 􀱋 ＢＫ，Ｋ ＝ ｈＢＴＰ ．

证明　 因为 （Ａ，Ｂ） 是可镇定的，则对任意给定的正定对称矩阵 Ｑ， 代数 Ｒｉｃｃａｔｉ（黎卡提）
方程（ＡＲＥ）

　 　 ＡＴＰ ＋ ＰＡ － ＰＢＢＴＰ ＋ Ｑ ＝ ０
都有唯一非负定的对称矩阵解 Ｐ ．进而由线性最优化理论可得矩阵Ａ － ＢＢＴＰ 的所有特征值都

具有负实部．又因为智能体之间的通讯拓扑结构图中含有以领导者为根的生成树， 则有

　 　 Ｒｅ λ ｉ（Ｈ） ＞ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ ．
因此，存在一个满足 ｈＲｅ λ ｉ（Ｈ） ＞ １ 的正常数 ｈ 使得矩阵 Ａ － ｈＲｅ λ ｉ（Ｈ）ＢＢＴＰ 的所有特征值

都具有负实部．由 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 积的性质可知矩阵 Ａ － ｈＲｅ λ ｉ（Ｈ）ＢＢＴＰ的特征值即为矩阵 Ｉｎ 􀱋Ａ
－ ｈＨ 􀱋 ＢＢＴＰ 的特征值， 所以矩阵 Ｉｎ 􀱋 Ａ － ｈＨ 􀱋 ＢＢＴＰ 的特征值都具有负实部， 即对所有

０ ＜ ｑ ≤ １ 有 ａｒｇ（λ（Ａ
－
）） ＞ ｑπ ／ ２．

基于引理 ４，可得如下结果：
定理 １　 如果 （Ａ，Ｂ） 是可镇定的，且智能体之间的通讯拓扑图中含有以领导者为根的生

成树．若 λｍａｘ（Ａ
－
） － （Ｍ ｍ Γ（ｑ）） １ ／ ｑ ＞ ０， 则多智能体系统（１）和（２）可以达到一致．
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证明　 令 ｅｉ（ ｔ） ＝ ｘｉ（ ｔ） － ｘ０（ ｔ），ｉ ＝ １，２，…，Ｎ 得

　 　 Ｄｑｅｉ（ ｔ） ＝ Ｄｑｘｉ（ ｔ） － Ｄｑｘ０（ ｔ） ＝
　 　 　 　 Ａ（ｘｉ（ ｔ） － ｘ０（ ｔ）） ＋ Ｂｕｉ（ ｔ） ＋ ｆ（ｘｉ（ ｔ）） － ｆ（ｘ０（ ｔ）） ＝

　 　 　 　 Ａｅｉ（ ｔ） － ＢＫ [∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ［ｘｉ（ ｔ） － ｘ０（ ｔ） － （ｘ ｊ（ ｔ） － ｘ０（ ｔ））］ ＋

　 　 　 　 ｂｉ（ｘｉ（ ｔ） － ｘ０（ ｔ）） ] ＋ ｆ（ｘｉ（ ｔ）） － ｆ（ｘ０（ ｔ）） ＝

　 　 　 　 Ａｅｉ（ ｔ） － ＢＫ [∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ（ｅｉ（ ｔ） － ｅ ｊ（ ｔ）） ＋ ｂｉｅｉ（ ｔ） ] ＋

　 　 　 　 ｆ（ｘｉ（ ｔ）） － ｆ（ｘ０（ ｔ）） ． （７）
利用矩阵的 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 积，由式（７）得

　 　 Ｄｑｅ（ ｔ） ＝ （Ｉｎ 􀱋 Ａ）ｅ（ ｔ） － （Ｌ 􀱋 ＢＫ）ｅ（ ｔ） － （Ｂ
－
􀱋 ＢＫ）ｅ（ ｔ） ＋ Ｆ（ ｔ） ＝

　 　 　 　 ［Ｉｎ 􀱋 Ａ － （Ｌ ＋ Ｂ
－
） 􀱋 ＢＫ］ｅ（ ｔ） ＋ Ｆ（ ｔ） ＝ Ａ

－
ｅ（ ｔ） ＋ Ｆ（ ｔ）， （８）

其中 Ｆ（ ｔ） ＝ （ ｆ（ｘ１（ ｔ）） － ｆ（ｘ０（ ｔ）），…，ｆ（ｘＮ（ ｔ）） － ｆ（ｘ０（ ｔ））） Ｔ， 􀱋表示矩阵 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 积，
ｅ（ ｔ） ＝ ［ｅＴ

１（ ｔ），ｅＴ
２（ ｔ），…，ｅＴ

ｎ（ ｔ）］ Ｔ ∈ ＲｎＮ ．
对式（８）两边同时进行 Ｌａｐｌａｃｅ（拉普拉斯）变换得

　 　 Ｅ（ ｓ） ＝ （Ｉｓｑ － Ａ
－
） －１（ ｓｑ－１ｅ０ ＋ Ｆ（ ｓ））， （９）

其中 Ｅ（ ｓ），Ｆ（ ｓ） 分别表示 ｅ（ ｔ），Ｆ（ ｔ） 的 Ｌａｐｌａｃｅ 变换．进而再对式（９）两边同时进行反 Ｌａｐｌａｃｅ
变换得

　 　 ｅ（ ｔ） ＝ Ｅｑ，１（Ａ
－
（ ｔ － ｔ０） ｑ）ｅ０ ＋ ∫ｔ

ｔ０
（ ｔ － τ） ｑ－１Ｅｑ，ｑ（Ａ

－
（ ｔ － τ） ｑ）Ｆ（τ）ｄτ，

其中 ｅ０ ＝ ｅ（ ｔ０） ．由引理 １ 可得，存在一个常数 Ｍ 使得

　 　 ‖ｅ（ ｔ）‖ ≤ Ｍ‖ｅＡ
－
（ ｔ －ｔ０）‖‖ｅ０‖ ＋ Ｍ ∫ｔ

ｔ０
（ ｔ － τ） ｑ－１‖ｅＡ

－
（ ｔ －τ）‖‖Ｆ（τ）‖ｄτ ． （１０）

由引理 ４ 知 Ａ
－
是稳定的，则

　 　 ‖ｅＡ
－
（ ｔ －ｔ０）‖ ≤ ｅ － λｍａｘ（Ａ

－
） （ ｔ －ｔ０） ．

所以式（１０）可以化为

　 　 ‖ｅ（ ｔ）‖ ≤ Ｍｅ － λｍａｘ（Ａ
－
） （ ｔ －ｔ０）‖ｅ０‖ ＋

　 　 　 　 Ｍ ∫ｔ
ｔ０
（ ｔ － τ） ｑ－１ｅ － λｍａｘ（Ａ

－
） （ ｔ －τ）‖Ｆ（τ）‖ｄτ ．

又因为 ‖ｆ（ｘｉ（ ｔ）） － ｆ（ｘ０（ ｔ））‖ ≤ ｍ‖ｘｉ（ ｔ） － ｘ０（ ｔ）‖， 则有

　 　 ‖ｅ（ ｔ）‖ ≤ Ｍｅ － λｍａｘ（Ａ
－
） （ ｔ －ｔ０）‖ｅ０‖ ＋

　 　 　 　 Ｍｍ ∫ｔ
ｔ０
（ ｔ － τ） ｑ－１ｅ － λｍａｘ（Ａ

－
） （ ｔ －τ）‖ｅ（τ）‖ｄτ ． （１１）

在式（１１）的两边同时乘以 ｅ λｍａｘ（Ａ
－
） （ ｔ －ｔ０）， 则有

　 　 ｅ λｍａｘ（Ａ
－
） （ ｔ －ｔ０）‖ｅ（ ｔ）‖ ≤ Ｍ‖ｅ０‖ ＋

　 　 　 　 Ｍｍ ∫ｔ
ｔ０
（ ｔ － τ） ｑ－１ｅ λｍａｘ（Ａ

－
） （τ －ｔ０）‖ｅ（τ）‖ｄτ ．

令
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　 　 ａ（ ｔ） ＝ Ｍ‖ｅ０‖，ｇ（ ｔ） ＝ Ｍｍ，ｕ（ ｔ） ＝ ｅ λｍａｘ（Ａ
－
） （τ －ｔ０）‖ｅ（τ）‖，

又因为 ａ（ ｔ） 是一个非减函数，由引理 ２ 得

　 　 ｅ λｍａｘ（Ａ
－
） （ ｔ －ｔ０）‖ｅ（ ｔ）‖ ≤ Ｍ‖ｅ０‖Ｅｑ，１（ＭｍΓ（ｑ）（ ｔ － ｔ０） ｑ） ．

因为 ａｒｇ（ＭｍΓ（ｑ）（ ｔ － ｔ０） ｑ） ＝ ０， 所以对任意的 ｑπ ／ ２ ＜ ｕ ＜ ｍｉｎ { π，ｑπ } ， 可以得到

ａｒｇ（ＭｍΓ（ｑ）（ ｔ － ｔ０） ｑ） ＜ ｕ ．由引理 ３，存在常数 Ｃ１，Ｃ２ 使得

　 　 ｅ λｍａｘ（Ａ
－
） （ ｔ －ｔ０）‖ｅ（ ｔ）‖ ≤ ＭＣ１‖ｅ０‖ｅ［ＭｍΓ（ｑ）］ １ ／ ｑ（ ｔ －ｔ０） ＋

Ｃ２Ｍ‖ｅ０‖
１ ＋ ＭｍΓ（ｑ） （ ｔ － ｔ０） ｑ，

即

　 　 ‖ｅ（ ｔ）‖ ≤ ＭＣ１‖ｅ０‖ｅ［（ＭｍΓ（ｑ）） １ ／ ｑ－ λｍａｘ（Ａ
－
） ］（ ｔ －ｔ０） ＋

　 　 　 　
Ｃ２Ｍ‖ｅ０‖

［１ ＋ ｍＭΓ（ｑ） （ ｔ － ｔ０） ｑ］ｅ λｍａｘ（Ａ
－
） （ ｔ －ｔ０）

．

由条件 λｍａｘ（Ａ
－
） － （ＭｍΓ（ｑ）） １ ／ ｑ ＞ ０ 可得多智能体系统（１）和（２）可以达到一致．证毕．

３　 数 值 仿 真

考虑由一个领导者和 ５ 个跟随者所构成的 １ 个多智能体系统，且它们之间的通讯拓扑图

如图 １ 所示．

图 １　 通讯拓扑图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎ ｔｏｐｏｌｏｇｙ

容易得到 Ｌａｐｌａｃｅ 矩阵 Ｌ 和矩阵 Ｂ
－
分别为

　 　 Ｌ ＝

２ － １ － １ ０ ０
－ １ ２ ０ ０ － １
－ １ ０ ２ － １ ０
０ ０ － １ ２ － １
０ － １ ０ － １ ２

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

， Ｂ
－
＝

０
０

１
０

０

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

．

不妨设 ｑ ＝ ０．９， ｆ（ｘ） ＝ （ｓｉｎ ｘｃｏｓ ｘ，０，ｓｉｎ ｘｃｏｓ ｘ） Ｔ， 且系统矩阵为

　 　 Ａ ＝
２ １６ ０
－ １ － ５ １
１ － １ ２

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
， Ｂ ＝

１
０
１

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
．

容易证明系统 （Ａ，Ｂ） 是可镇定的，且矩阵 Ｈ 的特征值为

　 　 λ １（Ｈ） ＝ ０．１３９ ２， λ ２（Ｈ） ＝ １．３８２ ０， λ ３（Ｈ） ＝ １．７４５ ９，
　 　 λ ４（Ｈ） ＝ ３．６１８ ０， λ ５（Ｈ） ＝ ４．１１４ ９．

不妨设 Ｑ ＝ ｄｉａｇ（１，１，１）， 由代数 Ｒｉｃｃａｔｉ 方程可得
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　 　 Ｐ ＝
０．８０８ ８ １．７８２ ８ ０．４１９ ２
１．７８２ ８ ４．７２４ ７ １．１３７ ５
０．４１９ ２ １．１３７ ５ ０．５７２ ７

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
．

由系统的非线性项可得 ｍ ＝ １．进而可以得到满足引理 ２ 的 Ｍ 值可取为 Ｍ ＝ ２．取 ｈ ＝ １０， 则可

得到 Ｋ ＝ （１２．２８０ ０，２９．２０２ ９，９．９１９ ４） 以及 λｍａｘ（Ａ
－
） ＝ ２．６０８ ８ ＞ （ＭｍΓ（ｑ）） １ ／ ｑ ＝ ２．３２５ ５．因

此，由定理 １ 可得该系统可以达到一致．
令 ｘ ｊ

ｉ（ ｔ） 表示智能体 ｉ 的第 ｊ 个组成分量，初始条件为 ｘ ｊ
ｉ（０） ＝ ｉｊ ／ ２，ｉ ＝ １，２，…，５， ｊ ＝ １，２，

３ 以及 ｘ０（０） ＝ （０．３，０．２，０．１） Ｔ， 可得系统的数值仿真结果如图 ２～４ 所示．

图 ２　 所有智能体的状态 ｘｉ（ ｔ）

Ｆｉｇ． ２　 Ｓｔａｔｅｓ ｘｉ（ ｔ） ｏｆ ａｌｌ ｔｈｅ ｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔ ａｇｅｎｔｓ

图 ３　 跟随者的控制输入 ｕｉ（ ｔ）

Ｆｉｇ． ３　 Ｃｏｎｔｒｏｌ ｉｎｐｕｔ ｏｆ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｅｒｓ

由以上仿真图 ２～４ 可见，随着时间的增大，控制器的控制量渐近趋于 ０（图 ３），同时，跟随

者与领导者渐近趋于一致（图 ２）．图 ４ 刻画的跟随者与领导者之间的状态误差渐近趋于 ０，更
进一步显示了一致性结果的正确性．
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图 ４　 所有跟随者与领导者的状态误差 ｅｉ（ ｔ）

Ｆｉｇ． ４　 Ｃｏｎｓｅｎｓｕｓ ｅｒｒｏｒｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｌｅａｄｅｒｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｅｒｓ

４　 结 束 语

本文基于代数 Ｒｉｃｃａｔｉ 方程与代数图论，研究了一类非线性分数阶多智能体系统的一致

性，该非线性项满足 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件．进而设计给出了一个合适的反馈控制协议，该协议仅使用

系统的局部信息且能确保所有的跟随者都能达到和领导者一样的状态．以后的研究工作主要

致力于研究具有非线性扰动和时间延迟的分数阶多智能体系统的一致性问题．
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