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摘要：　 欲根据组分材料———纤维和基体性能参数预报复合材料的强度，必须解决 ３ 个方面的问

题．首先，必须准确计算出纤维和基体中的内应力；其次，必须基于这些内应力，建立起复合材料的

有效破坏判据，即细观力学强度理论；最后，必须根据独立测试的基体性能，准确定义其现场强度

输入数据，因为后者无法测量．复合材料强度预报之所以困难，在于所涉及的每一个问题都极具挑

战．由黄争鸣创建和发展的桥联理论，系统给出了这 ３ 方面问题的有效解决方案．该文简要介绍这

些解决方案，包括桥联理论的最新进展及有待进一步研究的课题．

关　 键　 词：　 复合材料；　 强度预报；　 内应力计算；　 破坏判据；　 应力集中系数；　 现场强度；
桥联模型

中图分类号：　 ＴＢ３３３　 　 　 文献标志码：　 Ａ
ｄｏｉ： １０．３８７９ ／ ｊ．ｉｓｓｎ．１０００⁃０８８７．２０１５．０６．００１

引　 　 言

强度表征材料抵抗破坏的能力，但如何预报复合材料的强度却依然还是一个世界性大难

题．世界著名复合材料力学家 Ｈａｓｈｉｎ 就曾指出：“即便最完整的单层板数据都不足以预测由这

些单层板所构成的层合板破坏……．我本人不知如何预测层合板的破坏，鉴于此，我也不相信

任何其他人能够做到”（见文献［１］， １００５ 页）．如果说由单层板性能预报层合板强度依然还存

在巨大挑战，那么，纯粹基于组分材料性能数据预报，毫无疑问难度更大．然而，一旦实现，复合

材料结构设计将不再完全依赖于甚至无需试验，因为组分材料性能数据库可预先建立起来，这
不仅能节省大量材料选型与实验的费用，而且会大大缩短复合材料结构问世周期，甚至可能颠

覆目前宝塔型复合材料结构的研制模式，其意义难以估量．
为此，首先必须准确计算出任意载荷作用下纤维和基体中的内应力．由黄争鸣创建的桥联

理论［２］（ｂｒｉｄｇｉｎｇ ｍｏｄｅｌ），是“ｆａｉｌｕｒｅ Ｏｌｙｍｐｉｃｓ”参评理论中唯一可计算纤维和基体内热残余应

力的理论［３］ ．并且，经国外多个研究小组的独立评估证实，桥联理论与 Ｅｓｈｅｌｂｙ 方法、Ｈａｌｐｉｎ⁃
Ｔｓａｉ 公式、胞元（ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｃｅｌｌｓ）模型、混合率 ／修正混合率模型、Ｃｈａｍｉｓ 模型、ＣＣＡ（同心圆柱）
模型、Ｍｏｒｉ⁃Ｔａｎａｋａ 方法、自洽理论、有限元法等最常见的理论方法相比，在弹性阶段的计算结
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果与实验吻合度最高［４⁃６］ ．
其次，必须基于所得到的纤维和基体内应力建立起判定单层板和层合板破坏的有效判据，

即细观力学强度理论．目前针对复合材料的强度理论（破坏判据），绝大多数都是宏观力学（又
称唯象）理论［１］，都需要输入复合材料（通常是单层板）的实测强度参数．而细观力学强度理论

原则上不需要复合材料的强度数据，只提供组分材料的性能参数即可，这在目前的理论和实践

中还很少见．
最后，必须准确提供纤维和基体的现场强度输入数据．业界早已认识到，由单一组分材料

试验获得的原始强度与该组分材料在复合材料中的现场强度之间存在差异．但问题是：只有原

始强度可测，谁也无法测定可信的现场强度．如果说内应力计算和细观力学强度理论毕竟还有

众多其他学者的工作可资借鉴，那么，如何根据可测试的组分材料原始性能准确获得其现场强

度输入数据，迄今还未见先例．少量的细观力学强度计算不得不依赖于对复合材料强度的反演

来确定纤维尤其基体的现场强度输入数据［７⁃９］，意味着又必须做复合材料的破坏实验，使得原

本无需进行复合材料实验的优势难以体现．这大概是细观力学强度理论发展缓慢的一个主要

原因．
所幸桥联理论自上世纪末诞生后［１０］，围绕上述 ３ 方面问题系统展开研究，现已基本实现

由原始组分性能预报复合材料受任意载荷作用的极限强度这一目标．本文简要介绍其中的一

些理论和方法，尤其是在基体现场强度计算方面的突破，同时也指出了有关课题的进一步研究

方向．

１　 内应力计算

任何材料在微观上都是非均匀的，都需相对单元体（复合材料代表性体积元 ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｖｅ
ｖｏｌｕｍｅ ｅｌｅｍｅｎｔ 即 ＲＶＥ）取平均后方可定义一点的应力和应变增量：

　 　 ｄσｉ ＝ (∫
Ｖ′
ｄσｉｄＶ ) Ｖ′， ｄεｉ ＝ (∫

Ｖ′
ｄεｉｄＶ ) Ｖ′， （１）

其中 Ｖ′ 为 ＲＶＥ 的体积，带“~”的表逐点量．若只有纤维和基体，式（１）变为

　 　 { ｄσｉ } ＝ Ｖｆ { ｄσｆ
ｉ } ＋ Ｖｍ { ｄσｍ

ｉ } ， （２）
　 　 { ｄεｉ } ＝ Ｖｆ { ｄεｆ

ｉ } ＋ Ｖｍ { ｄεｍ
ｉ } ， （３）

Ｖｆ 为纤维体积含量，Ｖｍ ＝ １ － Ｖｆ，上下标 ｆ 或 ｍ 表示与纤维或基体有关的量，无此则指复合材料

的对应量．需要特别指出的是，即便复合材料中存在孔隙，只要孔隙率远小于纤维和基体含量，
式（２）和（３）依然成立，本文中的理论也就适用．

假定存在一个桥联矩阵 ［Ａｉｊ］， 满足

　 　 { ｄσｍ
ｉ } ＝ ［Ａｉｊ］ { ｄσｆ

ｊ } ， （４）
代入式（２）解出：

　 　 { ｄσｆ
ｉ } ＝ （Ｖｆ［ Ｉｉｊ］ ＋ Ｖｍ［Ａｉｊ］）

－１ { ｄσ ｊ } ＝ ［Ｂ ｉｊ］ { ｄσ ｊ } ， （５ａ）
　 　 { ｄσｍ

ｉ } ＝ ［Ａｉｊ］［Ｂ ｉｊ］ { ｄσ ｊ } ． （５ｂ）
再由式（３）可得［２］

　 　 ［Ｓｉｊ］ ＝ （Ｖｆ［Ｓｆ
ｉｊ］ ＋ Ｖｍ［Ｓｍ

ｉｊ ］［Ａｉｊ］）（Ｖｆ［ Ｉｉｊ］ ＋ Ｖｍ［Ａｉｊ］）
－１， （６）

［Ｓｆ
ｉｊ］ 和［Ｓｍ

ｉｊ ］ 分别是纤维和基体的当前柔度矩阵．线弹性纤维及弹⁃塑性基体的柔度矩阵见附

录 Ａ ．理论上，桥联矩阵与 Ｈｉｌｌ 的应力或应变分配矩阵等价，但其获得却极为困难［１１］ ．此前，最
具代表性的工作当属 Ｍｏｒｉ⁃Ｔａｎａｋａ 利用 Ｅｓｈｅｌｂｙ 等效夹杂原理给出的单向复合材料桥联矩阵
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的一个显式计算公式［１１］：
　 　 ［Ａｉｊ］ ＝ ［Ｃｍ

ｉｊ ］（［ Ｉｉｊ］ ＋ ［Ｌｉｊ］［Ｓｍ
ｉｊ ］（［Ｃ ｆ

ｉｊ］ － ［Ｃｍ
ｉｊ ］））［Ｓｆ

ｉｊ］， （７）
现已成为复合材料弹性性能计算的一个经典方法．但该桥联矩阵有两点不足： １） 退化到二维

时给出的复合材料平面柔度矩阵不对称［１２］； ２） 只能用于计算线弹性应力，当组分（基体）材
料进入塑性变形后不适用．复合材料达到破坏前必然历经非线性变形，忽略组分尤其基体材料

的塑性变形势必会影响内应力的计算精度，这或许是 Ｍｏｒｉ⁃Ｔａｎａｋａ⁃Ｅｓｈｅｌｂｙ 理论很少用于复合

材料强度预报的原因所在．
由黄争鸣独自导出的桥联矩阵［１０］，克服了上述两点不足，在弹性阶段可视为对式（７）的简

化得到［１２⁃１３］，不仅表达式大为简化，而且计算精度更高［４⁃６］ ．由桥联理论给出的平面桥联矩阵

［Ａｉｊ］ 和［Ｂ ｉｊ］ 的显式公式见附录 Ｂ ．
当考虑热应力时，纤维和基体中的内应力修正公式为［２，１０，１２］

　 　 { ｄσｆ
ｉ } ＝ （Ｖｆ［ Ｉｉｊ］ ＋ Ｖｍ［Ａｉｊ］）

－１ { ｄσ ｊ } － Ｖｍ { ｂｍ
ｉ } ｄＴ ／ Ｖｆ， （８ａ）

　 　 { ｄσｍ
ｉ } ＝ ［Ａｉｊ］（Ｖｆ［ Ｉｉｊ］ ＋ Ｖｍ［Ａｉｊ］）

－１ { ｄσ ｊ } ＋ { ｂｍ
ｉ } ｄＴ， （８ｂ）

　 　 { ｂｍ
ｉ } ＝ （［ Ｉｉｊ］ － ［Ａｉｊ］（Ｖｆ［ Ｉｉｊ］ ＋

　 　 　 　 Ｖｍ［Ａｉｊ］）
－１）（［Ｓｆ

ｉｊ］ － ［Ｓｍ
ｉｊ ］）

－１（ { αｍ
ｊ } － { αｆ

ｊ } ）， （８ｃ）
其中 { αｆ

ｊ } 和 { αｍ
ｊ } 分别是纤维和基体的热膨胀系数矢量，ｄＴ ＝ Ｔ１ － Ｔ０，Ｔ１ 是工作温度（如室

温），Ｔ０ 为参考温度（内应力已知）．
应用于层合板分析，将上述桥联模型公式与经典层合板理论结合，得到［２］
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， （９ａ）

　 　
ＱⅠ

ｉｊ ＝ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
（ＣＧ

ｉｊ ） ｋ（ ｚｋ － ｚｋ－１）， ＱⅡ
ｉｊ ＝ １

２ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
（ＣＧ

ｉｊ ） ｋ（ ｚ２ｋ － ｚ２ｋ－１），

ＱⅢ
ｉｊ ＝ １

３ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
（ＣＧ

ｉｊ ） ｋ（ ｚ３ｋ － ｚ３ｋ－１），

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（９ｂ）

　 　 ｄΩⅠ
ｉ ＝ ∑

ｎ

ｋ ＝ １
（βｉ） Ｇ

ｋ（ ｚｋ － ｚｋ－１）ｄＴ， ｄΩⅡ
ｉ ＝ １

２ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
（βｉ） Ｇ

ｋ（ ｚ２ｋ － ｚ２ｋ－１）ｄＴ，

　 　 ｉ， ｊ ＝ １， ２， ３， （９ｃ）
　 　 ［（ＣＧ

ｉｊ ） ｋ］ ＝ （［Ｔｉｊ］ ｃ） ｋ（［Ｓｉｊ］ ｋ）
－１（［Ｔｉｊ］ Ｔ

ｃ ） ｋ， （９ｄ）
　 　 { βｉ } Ｇ

ｋ ＝ { （β１） Ｇ
ｋ ，（β２） Ｇ

ｋ ，（β３） Ｇ
ｋ } Ｔ ＝ （［Ｔｉｊ］ ｃ） ｋ（［Ｓｉｊ］ ｋ）

－１ { α ｊ } ｋ， （９ｅ）
　 　 { αｉ } ＝ － Ｖｍ（［Ｓｆ

ｉｊ］ － ［Ｓｍ
ｉｊ ］） { ｂｍ

ｊ } ＋ Ｖｆ { αｆ
ｉ } ＋ Ｖｍ { αｍ

ｉ } ， （９ｆ）
ｄＮｘｘ，ｄＮｙｙ，ｄＮｘｙ 和 ｄＭｘｘ，ｄＭｙｙ，ｄＭｘｙ 分别是施加在层合板上单位长度内的面力和力矩增量（图
１），ｎ为层合板层数，ｚｋ－１ 和 ｚｋ 是第 ｋ层下底与上顶面的 ｚ坐标．第 ｋ 层板分担的局部坐标系下的

应力增量为［２］

　 　 { ｄσｉ } ｋ ＝ （［Ｔｉｊ］ Ｔ
ｓ ） ｋ { ｄσ ｊ }

Ｇ
ｋ ＝ （［Ｔｉｊ］ Ｔ

ｓ ） ｋ（［（ＣＧ
ｉｊ ） ｋ］ { ｄε ｊ }

Ｇ
ｋ － { βｉ } Ｇ

ｋ ｄＴ）， （１０ａ）

５６５桥联理论研究的最新进展



　 　 { ｄε ｊ }
Ｇ
ｋ ＝ { ｄε０

ｘｘ ＋
ｚｋ ＋ ｚｋ－１

２
ｄκ０

ｘｘ， ｄε０
ｙｙ ＋

ｚｋ ＋ ｚｋ－１
２

ｄκ０
ｙｙ，

　 　 　 　 ２ｄε０
ｘｙ ＋ （ ｚｋ ＋ ｚｋ－１）ｄκ０

ｘｙ } ． （１０ｂ）

图 １　 层合板面力和力矩正方向定义

Ｆｉｇ． １　 Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｆｏｒｃｅｓ ａｎｄ ｍｏｍｅｎｔｓ ａｐｐｌｉｅｄ ｏｎ ａ ｌａｍｉｎａｔｅ

式（９ｄ）、（９ｅ）及（１０ａ）中， ［Ｔｉｊ］ ｃ 和［Ｔｉｊ］ ｓ 表坐标变换矩阵（θ 为铺设角）：

　 　

［Ｔｉｊ］ ｃ ＝
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ｓｉｎ２θ ｃｏｓ２θ ｓｉｎ（２θ）
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ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

（１１）

需要指出的是，在层与层之间引入纯基体界面层（图 ２）将有助于进一步提高层合板中内

应力的计算精度［１４］，此时，待分析的层合板总层数将由原始的 ｎ 层增加到 ２ｎ － １ 层（图 ２），式
（９ｂ）和（９ｃ）的求和上限也相应变动．界面层性能与单纯基体性能相同，厚度取为原始单层厚

度 ｈ０ 的 ５％［１４］ ．假定层合板整体厚度及纤维含量不变，相应调整原始单层的厚度及纤维含量

（图 ２），详见文献［１４］．

２　 破 坏 判 据

将式（１０ａ）代入式（８ａ）和（８ｂ）计算出纤维和基体中的应力增量后，应力全量为

　 　 {σｆ
ｉ } ｌ ＝ {σｆ

ｉ } ｌ －１ ＋ { ｄσｆ
ｉ } ，　 　 　 ｌ ＝ １， ２， …， （１２ａ）

　 　 {σｍ
ｉ } ｌ ＝ {σｍ

ｉ } ｌ －１ ＋ { ｄσｍ
ｉ } ， ｌ ＝ １， ２， …， （１２ｂ）

其中， {σｆ
ｉ } ０ 和 {σｍ

ｉ } ０ 为纤维和基体中的残余应力．当制备温度（纤维和基体的 ０ 应力温度）
与工作温度不等时，重复上述过程得到每一层纤维和基体中的热残余应力，此时只需令所有外

载 （ｄＮ和 ｄＭ） 为０即可．若 {σｆ
ｉ } ｌ 或 {σｍ

ｉ } ｌ 达到了纤维或基体的极限应力状态，就认为对应的

单层板产生了破坏．
２．１　 纤维破坏

纤维为细长结构，类似梁，主要承受轴向载荷，采用修正的最大正应力破坏判据不仅所需
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图 ２　 在层合板各单层之间加入纯基体界面层，但整体厚度及纤维含量不变

Ｆｉｇ． ２　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｐｕｒｅ ｍａｔｒｉｘ ｉｎｔｅｒｌａｙｅｒｓ ｉｎｓｅｒｔｅｄ ｉｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ２ ａｄｊａｃｅｎｔ ｐｒｉｍａｒｙ ｌａｍｉｎａｓ ｏｆ
ａ ｌａｍｉｎａｔｅ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｗｈｏｌｅ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ａｎｄ ｆｉｂｅｒ ｖｏｌｕｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｌａｍｉｎａｔｅ ｕｎｃｈａｎｇｅｄ

强度参数最少，而且经典材料力学也表明是最合适的判据之一，即
　 　 σｆ

ｅｑ，ｔ ≥ σｆ
ｕ，ｔ， （１３ａ）

　 　 σｆ
ｅｑ，ｔ ＝

σ１
ｆ ， σ３

ｆ ＜ ０，

［（σ１
ｆ ） ｑ ＋ （σ２

ｆ ） ｑ］ １ ／ ｑ， σ３
ｆ ＝ ０，{ （１３ｂ）

　 　 σｆ
ｅｑ，ｃ ≥－ σｆ

ｕ，ｃ， （１４ａ）

　 　 σｆ
ｅｑ，ｃ ＝

σ３
ｆ ， σ１

ｆ ＞ ０，

σ３
ｆ － σ１

ｆ ， σ１
ｆ ≤ ０，{ （１４ｂ）

其中， σｆ
ｕ，ｔ 和 σｆ

ｕ，ｃ 为纤维沿轴向的拉伸和压缩强度， σ１
ｆ ，σ２

ｆ 和 σ３
ｆ 是纤维的主应力（σ１

ｆ ≥ σ２
ｆ ≥

σ３
ｆ ），幂指数 ｑ 一般取 ３［１０］，式（１３ｂ）和（１４ｂ）分别计入了多轴拉伸和多轴压缩对材料强度的降

低和提升作用．
２．２　 基体破坏

基体为连续相，其破坏形式远比纤维复杂．例如，基体受拉与受剪破坏概率相同，且最大主

应力等于各自外加应力，但测试的拉伸与剪切强度有异，提供任何单一强度参数都会导致另一

种加载情况下的强度预报失真．此外，添加纤维后的基体强度表现为各向异性，一般而言，采用

含不同方向强度参数的判据如 Ｔｓａｉ⁃Ｗｕ 判据更合理．于是，一旦下述条件满足，就认为基体达

到了破坏：
　 　 Ｆ１（σｍ

１１） ２ ＋ Ｆ２（σｍ
２２） ２ ＋ Ｆ３σｍ

１１σｍ
２２ ＋ Ｆ４（σｍ

１２） ２ ＋ Ｆ５σｍ
１１ ＋ Ｆ６σｍ

２２ ≥ １， （１５ａ）

　 　
Ｆ１ ＝ １

ＸｍＸ′ｍ
， Ｆ２ ＝ １

ＹｍＹ′ｍ
， Ｆ３ ＝ － Ｆ１Ｆ２ ， Ｆ４ ＝ １

Ｓ２
ｍ

，

Ｆ５ ＝
Ｘ′ｍ － Ｘｍ

ＸｍＸ′ｍ
， Ｆ６ ＝

Ｙ′ｍ － Ｙｍ

ＹｍＹ′ｍ
，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１５ｂ）

其中， Ｘｍ，Ｘ′ｍ，Ｙｍ，Ｙ′ｍ，Ｓｍ 分别表示基体的现场轴向（与纤维方向一致）拉伸、轴向压缩、横向拉

伸、横向压缩及面内剪切强度．基体的破坏模式由 ３ 个主应力之和判定，同时也告知当前的基

体材料参数究竟是取拉伸还是压缩的实验数据［１０，２］：
基体受等效拉伸

　 　 σ１
ｍ ＋ σ２

ｍ ＋ σ３
ｍ ≥ ０； （１６ａ）

基体受等效压缩
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　 　 σ１
ｍ ＋ σ２

ｍ ＋ σ３
ｍ ＜ ０． （１６ｂ）

２．３　 致命与非致命破坏

桥联理论诞生后的一个标志性进展，是发现了致命与非致命破坏［１４］：在 ４ 种破坏模式中，
只有基体的拉伸破坏是非致命破坏，其余的 ３ 种破坏（纤维拉伸、纤维压缩和基体压缩破坏）
皆为致命破坏．无论哪一个单层出现致命破坏，就认为层合板达到了极限破坏，对应的外载称

为层合板的极限强度，计算过程终止．这一发现不仅具有更为合理的唯象基础［１４］，而且现有结

果说明强度预报精度更高［１４⁃１５］ ．此前，桥联理论预报层合板的极限强度皆将最后一层破坏定义

为极限破坏［９⁃１０，１６⁃１８］，而不管单层破坏是由纤维还是基体的破坏所引起．这与业界认可的层合

板承载能力与组分材料破坏模式有关不符．例如，一般认为层合板中尽管出现基体破坏，但若

纤维保持完好该层板依然还具备一定承载能力．
需要注意的是，致命破坏不适用于纯基体界面层，后者破坏皆为非致命破坏．

２．４　 刚度衰减

既然存在非致命破坏，那么，破坏后的单层对层合板整体刚度的贡献就必须部分折减．迄
今，人们提出了众多刚度衰减格式［１９］，但无法证明何种格式最优．鉴于非致命破坏对应基体的

拉伸破坏，基体达到拉伸强度时应力⁃应变曲线上的切线斜率远小于初始斜率，文献［１４］提出

仅对破坏层的基体模量按如下衰减：
　 　 Ｅｍ ＝ ０．０１Ｅｍ

０ ， （１７）
其中 Ｅｍ

０ 是该层破坏发生前的基体模量，其它材料参数皆保持不变．
２．５　 极限破坏

除致命破坏外，另一种可能是在层合板分析中连续不断使用式（１７），这将导致单层板（进
而层合板）的应变无限大，与实际不符．因此，必须施加一个应变约束条件．对聚合物基复合材

料，其最大应变一般不超过 １５％［２０］ ．文献［１４］建议将 １２％取为极限应变条件．这样，层合板的

极限破坏条件有 ４ 个，见表 １，任何一个出现都对应层合板的极限强度．
表 １　 层合板极限破坏形式

Ｔａｂｌｅ １　 Ｕｌｔｉｍａｔｅ ｆａｉｌｕｒｅ ｔｙｐｅｓ ｏｆ ａ ｌａｍｉｎａｔｅ

ｃａｓｅ ｆａｉｌｕｒｅ ｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎ

１ ａ ｍａｔｒｉｘ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅ ｆａｉｌｕｒｅ ｉｎ ａｎｙ ｐｒｉｍａｒｙ （ｅｘｃｌｕｄｉｎｇ ａｎｙ ｉｎｔｅｒｌａｙｅｒ） ｐｌｙ

２ ａ ｆｉｂｅｒ ｔｅｎｓｉｌｅ ｆａｉｌｕｒｅ ｉｎ ａｎｙ ｐｌｙ

３ ａ ｆｉｂｅｒ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅ ｆａｉｌｕｒｅ ｉｎ ａｎｙ ｐｌｙ

４ ａ ｓｔｒａｉｎ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ｉｎ ａｎｙ ｐｌｙ ｉｓ ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙ ｇｒｅａｔｅｒ ｔｈａｎ ｏｒ ｅｑｕａｌ ｔｏ １２％

　 　 需要注意的是，１２％的应变约束仅针对聚合物基复合材料，对其它如橡胶基或陶瓷基复合

材料，临界应变应选更大或更小值．

３　 输 入 参 数

３．１　 基体强度之外的其它参数

前述应力计算和破坏判据公式中涉及众多纤维和基体的现场（ ｉｎ⁃ｓｉｔｕ）性能参数，必须确

定所有这些参数后方可实现复合材料的强度预报．
研究表明，纤维和基体的现场弹性性能与其原始性能相同，就是说，可通过单一组分材料

的性能实验或由材料手册 ／供应商提供的数据确定．
由于直径细小，纤维通常看作为直到破坏都保持线弹性．但纤维的强度很难由实验直接测
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定，尽管单丝拉伸试验原则上可行，但由此测得的强度参数一般离散性很大，实践中通常由反

演确定纤维的拉伸和压缩强度［２１］，材料手册或供应商提供的纤维强度最有可能是借助混合率

公式确定：
　 　 σｆ

ｕ ＝ （σｕ
１１ － Ｖｍσｍ

ｕ ） ／ Ｖｆ， （１８）
其中， σｕ

１１ 为单向复合材料的轴向拉伸 ／ 压缩强度，σｆ
ｕ 是纤维的轴向拉伸 ／ 压缩强度，σｍ

ｕ 为基

体的原始拉伸 ／压缩强度．因此，所有纤维强度尤其压缩强度，原本是现场强度．虽然反演纤维

强度的复合材料并非研究对象，但据此确定的纤维强度具有普适性，这是因为纤维中的应力场

均匀［２２⁃２３］，不存在应力集中的缘故．只不过，式（１８）的近似性十分明显．单向复合材料中的纤维

和基体构成了静不定体系，由材料力学可知，欲求静不定体系中纤维的应力，进而确定其所能

承受的最大应力即强度，必须应用变形协调条件，强度公式中必然会含有纤维和基体的弹性模

量．现在的式（１８）中缺失了这些弹性性能，只能是一种近似．因此，纤维强度最好由桥联理论公

式反演确定［２］：

　 　 σｆ
ｕ ＝

Ｅ ｆ
１１σｕ

１１

ＶｆＥ ｆ
１１ ＋ ＶｍＥｍ， （１９）

其中 Ｅ ｆ
１１ 是纤维的轴向弹性模量．式（１９）的适用条件是假定纤维和基体直到破坏都保持线弹

性，并且基体强度足够高使得单向复合材料受轴向拉伸时纤维首先破坏．更多讨论可参见文献

［２４⁃２５］．
如此一来，只有基体的现场强度无从确定．事实上，复合材料中的基体应力场非均匀［２３］，

这就使得其现场强度与原始强度存在差异．当单向复合材料仅受横向载荷 σ２２ 作用，忽略基体

塑性变形及热残余应力的影响，基体中的非 ０ 应力分量（见献［２］，亦可由附录 Ｂ 导出）是

　 　 σｍ
１１ ＝

Ｖｆ（νｍＥ ｆ
１１ － νｆ

１２Ｅｍ）［βＥ ｆ
１１Ｅ ｆ

２２ ＋ （１ － β）ＥｍＥ ｆ
１１ － ＥｍＥ ｆ

２２］
（Ｅ ｆ

１１ － Ｅｍ）（ＶｆＥ ｆ
１１ ＋ ＶｍＥｍ）［（Ｖｆ ＋ βＶｍ）Ｅ ｆ

２２ ＋ （１ － β）ＶｍＥｍ］
σ２２， （２０ａ）

　 　 σｍ
２２ ＝

βＥ ｆ
２２ ＋ （１ － β）Ｅｍ

（Ｖｆ ＋ βＶｍ）Ｅ ｆ
２２ ＋ （１ － β）ＶｍＥｍ σ２２， （２０ｂ）

Ｅ ｆ
２２，νｆ

１２ 分别是纤维的横向模量及轴向 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比， νｍ 为基体的 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比， β 为桥联参数，用于

调整纤维排列对复合材料横向性能的影响［１０］，若缺少实验数据，β 可在 ０．３５ 与 ０．４５ 之间取值．
由于横向载荷作用时基体会首先破坏，最大应力判据给出单向复合材料的横向拉伸强度是

　 　 σｕ，ｔ
２２ ＝

（Ｖｆ ＋ βＶｍ）Ｅ ｆ
２２ ＋ （１ － β）ＶｍＥｍ

βＥ ｆ
２２ ＋ （１ － β）Ｅｍ Ｙｍ ． （２１）

考虑一种玻纤 ／环氧复合材料［２６］，有关性能数据是 Ｖｆ ＝ ０．６２，Ｅ ｆ
２２ ＝ ８０ ＧＰａ，Ｅｍ ＝ ３．３５ ＧＰａ 及

σｍ
ｕ，ｔ ＝ ８０ ＭＰａ ．取 β ＝ ０．４ 并令 Ｙｍ ＝ σｍ

ｕ，ｔ， 由式（２１）预报的横向拉伸强度为 １４７ ＭＰａ，而实测强

度仅为 ３５ ＭＰａ［２６］ ．这表明，基体的现场横向拉伸强度 Ｙｍ 必然大幅小于其原始拉伸强度 σｍ
ｕ，ｔ ．

３．２　 基体中的应力集中系数

基体现场强度异于原始强度的因素众说纷纭［２７］，但我们发现，添加纤维后的应力集中是

导致基体现场横向强度低于其原始强度的根本原因［１５， ２８⁃３１］ ．这是桥联理论诞生后所取得的另

一项突破性进展．开圆孔的基体平板受面内拉力会在孔边产生应力集中，孔内填充异于基体性

能的纤维后同样会产生应力集中．一旦求出应力集中系数，基体现场强度就等于其原始强度除

以该系数．
然而，基体的应力集中系数却不可仿照经典方法定义为孔边（纤维和基体界面上）一点的
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应力与外加应力之比，否则，所得应力集中系数将与纤维体积含量无关［１５，２８⁃２９］ ．更不利的是，一
旦纤维和基体界面出现裂纹（实际中比比皆是，例如金属膜与增强纤维制成的金属基复合材

料的纤维 ／基体界面上就存在接触死角），经典方法给出的基体现场强度为 ０，因为裂纹尖端的

应力无限大．既然不可再取点应力，就只能对应力平均后方可定义应力集中系数．可是，须相对

哪种几何体（线、面抑或体）平均？ 注意到经典应力集中系数定义为点应力与远场外加应力之

比，后者本质上是一种面（相对远场作用面）平均应力，由相似性法则，基体的应力集中系数只

可能定义为线平均应力与体平均应力之比．

（ａ） 横向拉伸 （ｂ） 横向压缩

（ａ） Ａ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｔｅｎｓｉｏｎ （ｂ） Ａ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ
图 ３　 基体的应力线平均示意图

Ｆｉｇ． ３　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓ ｌｉｎｅ ｂａｓｅｄ ａｖｅｒａｇｅ ｕｓｅｄ ｉｎ ｄｅｆｉｎｉｎｇ ＳＣＦ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｔｒｉｘ ｉｎ ａ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ

具体相对哪条直线 ／曲线求平均应力呢？ 最初曾沿平行于外载方向［１５，２８⁃２９］，由此得到线平

均后的应力最大，毕竟经典定义与最大应力值有关．但如此得到的横向拉、压应力集中系数相

等且破坏面相同，众多实验证实横向拉伸破坏面与外载垂直，而横向压缩破坏面与外载方向成

一斜角［３２⁃３４］ ．因此，应力平均须沿破坏面的外法线方向进行，见图 ３．
最后，如何确定横向压缩破坏面方向角？ 单向复合材料在横截面内是各向同性的，横向拉

伸与横向压缩强度不等，破坏面位置不同，这与各向同性脆性材料的特性类似．Ｍｏｈｒ 通过绘制

这类材料破坏时应力圆的包络线，可准确定出任何应力组合作用面破坏时的方位角．为简单起

见，将包络线用二次曲线（抛物线）替代，只需单向拉伸和单向压缩两个试验数据，即可完全确

定该二次曲线，因曲线还与横轴相交（图 ４）．由此得到单向压缩破坏面方向角为①

　 　 ϕ ＝ π
４

＋ １
２

ａｒｃｓｉｎ
σｕ，ｃ － σｕ，ｔ

２σｕ，ｃ
．

对应复合材料横向压缩，有

　 　 ϕ ＝ π
４

＋ １
２

ａｒｃｓｉｎ
σｕ，ｃ

２２ － σｕ，ｔ
２２

２σｕ，ｃ
２２

．

利用式（２１）并假定纤维和基体拉、压模量相同，就有

　 　 ϕ ＝ π
４

＋ １
２

ａｒｃｓｉｎ
Ｙ′ｍ － Ｙｍ

２Ｙ′ｍ
． （２２）
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进一步，将基体的现场强度用原始强度替代，得到

　 　 ϕ ＝ π
４

＋ １
２

ａｒｃｓｉｎ
σｍ

ｕ，ｃ － σｍ
ｕ，ｔ

２σｍ
ｕ，ｃ

， （２３）

其中， σｍ
ｕ，ｃ 为基体的原始压缩强度．

图 ４　 抛物线替代各向同性材料破坏面应力圆包络线

Ｆｉｇ． ４　 Ａ ｐａｒａｂｏｌｉｃ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ ｆａｉｌｕｒｅ ｌｏｃｕｓ ｅｎｖｅｌｏｐｅ ｏｆ ａｎ ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌ

于是，基体的横向应力集中系数①

　 　 Ｋ２２（φ） ＝ １
Ｒｂ

φ － Ｒａ
φ
∫ Ｒｂφ

Ｒａφ

σｍ
２２

（σｍ
２２） ＢＭ

ｄ Ｒφ ， （２４）

其中 σｍ
２２ 是特征体元中基体的逐点应力沿外载方向的分量，见文献［２９］，（σｍ

２２） ＢＭ 是桥联理论

计算的基体相同方向应力，见式（２０ｂ）， Ｒφ 为过坐标轴原点且与 ｘ２ 轴夹 φ 角的矢量，Ｒａ
φ 和 Ｒｂ

φ

分别是 Ｒφ 到纤维和基体柱面的位置矢量．注意，纤维和基体柱的半径为 ａ 及 ｂ ＝ ａ ／ Ｖｆ
［２８⁃２９］

．
积分式（２４），得到基体横向拉伸应力集中系数①：

　 　 Ｋ ｔ
２２ ＝ Ｋ２２（０） ＝

　 　 　 　 １ ＋
Ｖｆ

２
Ａ ＋

Ｖｆ

２
（３ － Ｖｆ － Ｖｆ ）Ｂ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（Ｖｆ ＋ Ｖｍβ）Ｅ ｆ
２２ ＋ Ｖｍ（１ － β）Ｅｍ

βＥ ｆ
２２ ＋ （１ － β）Ｅｍ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （２５）

而基体的横向压缩应力集中系数就是

　 　 Ｋｃ
２２ ＝ Ｋ２２（ϕ） ＝ １ －

Ｖｆ

２
Ａ
σｍ

ｕ，ｃ － σｍ
ｕ，ｔ

２σｍ
ｕ，ｃ

＋ Ｂ
２（１ － Ｖｆ ）

{ － Ｖ２
ｆ １ － ２

σｍ
ｕ，ｃ － σｍ

ｕ，ｔ

２σｍ
ｕ，ｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

＋

　 　 　 　
（σｍ

ｕ，ｃ ＋ σｍ
ｕ，ｔ）Ｖｆ

σｍ
ｕ，ｃ

１ ＋
σｍ

ｕ，ｃ － σｍ
ｕ，ｔ

σｍ
ｕ，ｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 Ｖｆ

σｍ
ｕ，ｃ － σｍ

ｕ，ｔ

σｍ
ｕ，ｃ

＋ １ － ２
σｍ

ｕ，ｃ － σｍ
ｕ，ｔ

２σｍ
ｕ，ｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û

ú
ú } ×

　 　 　 　
（Ｖｆ ＋ Ｖｍβ）Ｅ ｆ

２２ ＋ Ｖｍ（１ － β）Ｅｍ

βＥ ｆ
２２ ＋ （１ － β）Ｅｍ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （２６）

式（２５）和（２６）中， Ａ 和 Ｂ 取值为［２９］

　 　 Ａ ＝
［１ － νｍ － ２（νｍ） ２］Ｅ ｆ

２２ － ［１ － ν ｆ
２３ － ２（ν ｆ

２３） ２］Ｅｍ

Ｅ ｆ
２２（１ ＋ νｍ） ＋ Ｅｍ［１ － ν ｆ

２３ － ２（ν ｆ
２３） ２］

， （２７ａ）
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　 　 Ｂ ＝
Ｅｍ（１ ＋ ν ｆ

２３） － （１ ＋ νｍ）Ｅ ｆ
２２

Ｅ ｆ
２２［νｍ ＋ ４ （νｍ） ２ － ３］ － Ｅｍ（１ ＋ ν ｆ

２３）
， （２７ｂ）

ν ｆ
２３ 是纤维的横向 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比，满足 Ｇ ｆ

２３ ＝ ０．５Ｅ ｆ
２２ ／ （１ ＋ ν ｆ

２３） ．
３．３　 基体的现场强度

得到应力集中系数后，基体的现场强度可表示为

　 　 Ｘｍ ＝ σｍ
ｕ，ｔ， Ｘ′ｍ ＝ σｍ

ｕ，ｃ， Ｓｍ ＝ σｍ
ｕ，ｓ， Ｙｍ ＝ σｍ

ｕ，ｔ ／ Ｋ ｔ
２２， Ｙ′ｍ ＝ σｍ

ｕ，ｃ ／ Ｋｃ
２２， （２８）

就是说，添加纤维后对基体的现场轴向强度和面内剪切强度几乎没有影响或影响小至忽略不

计，横向拉压强度则由原始强度除以对应的应力集中系数得到．
值得注意的是，计算基体塑性特征参数时也必须考虑应力集中系数的影响．具体而言，基

体的 Ｍｉｓｅｓ 等效应力和应力偏量计算式须按如下修正（见附录 Ａ）：

　 　 σｍ
ｅ ＝ （σｍ

１１） ２ ＋ （Ｋ２２σｍ
２２） ２ － （σｍ

１１）（Ｋ２２σｍ
２２） ＋ ３（σｍ

１２） ２ ， （２９ａ）
　 （σ′１１）ｍ ＝ （２σｍ

１１ － Ｋ２２σｍ
２２） ／ ３， （σ′２２）ｍ ＝ （２Ｋ２２σｍ

２２ － σｍ
１１） ／ ３， （２９ｂ）

其中

　 　 Ｋ２２ ＝
Ｋ ｔ

２２，　 　 σｍ
２２ ≥ ０，

Ｋｃ
２２，　 　 σｍ

２２ ＜ ０ ．{ （３０）

４　 单向复合材料强度公式

为简单起见，假定纤维和基体直到破坏都保持线弹性，并忽略纤维和基体中的热残余应

力．如此，一组单向复合材料的强度公式归纳如下：
４．１　 轴向强度

轴向强度由式（１９）计算，即

　 　 σ ｕ
１１ ＝

（ＶｆＥ ｆ
１１ ＋ ＶｍＥｍ）σ ｆ

ｕ

Ｅ ｆ
１１

（３１）

分别代入纤维基体的拉伸模量及拉伸强度或压缩模量及压缩强度，得到拉伸强度 σ ｕ，ｔ
１１ 或压缩

强度 σ ｕ，ｃ
１１ ．

４．２　 横向强度

从式（２１），可得单向复合材料的横向强度公式：

　 　 σ ｕ
２２ ＝

（Ｖｆ ＋ ０．４Ｖｍ）Ｅ ｆ
２２ ＋ ０．６ＶｍＥｍ

（０．４Ｅ ｆ
２２ ＋ ０．６Ｅｍ）Ｋ２２

σｍ
ｕ ． （３２）

４．３　 面内剪切强度

在面内剪应力作用下，单向复合材料的破坏主要由基体破坏所引起，剪切强度公式（见文

献［２４］，或从附录 Ｂ 有关公式导出）是

　 　 σ ｕ
１２ ＝

（Ｖｆ ＋ αＶｍ）Ｇ ｆ
１２ ＋ （１ － α）ＶｍＧｍ

［αＧ ｆ
１２ ＋ （１ － α）Ｇｍ］

σｍ
ｕ，ｓ ． （３３）

若缺少实验数据，桥联参数 α 可在 ０．４ 到 ０．５ 之间取值，例如取 α ＝ ０．４５．

５　 算　 　 例

为评估当今复合材料破坏与强度分析现状，比试现有理论的预测能力，Ｈｉｎｔｏｎ 等在英国的

两个皇家学会支持下，汇集了 １９ 种世界上最具代表性的理论，分别对 ４ 种材料体系共 １２５ 个

２７５ 黄　 　 争　 　 鸣



考题进行盲算（预先不知实验结果），待所有盲算结果都提交后，再根据与实验对比的吻合度

打分并排名［１］ ．桥联理论诞生不久也受邀参加了评估，尽管在参评的细观力学强度理论（通过

对组分材料的破坏分析确定复合材料的强度）中综合表现最好，但在全部参评的 １９ 种理论中

仅排名第 ８．主要短板是选用的破坏判据不够合理，纤维和基体破坏均由最大正压力破坏判据

控制，尤其将最后一层破坏作为极限破坏，破坏后的单层实施完全刚度衰减，这些处理明显不

够成熟．此外，纤维尤其基体强度通过反演确定，也是其另一短板．精度排名靠前的都是宏观力

学强度理论，其应用必须输入单层板的强度参数．
表 ２　 ４ 种材料组合的纤维和基体性能及对应的复合材料强度

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ４ ｆｉｂｅｒ ａｎｄ ｍａｔｒｉｘ ｓｙｓｔｅｍｓ ａｎｄ ｓｔｒｅｎｇｔｈｓ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｉｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌ
ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｓ ｍａｄｅ ｆｒｏｍ ｔｈｅｍ （β ＝ ０．４，α ＝ ０．４５）

　
ＡＳ４ ／ ３５０１⁃６

ｆｉｂｅｒ ｍａｔｒｉｘ

Ｔ３００ ／ ＢＳＬ９１４Ｃ

ｆｉｂｅｒ ｍａｔｒｉｘ

Ｅ⁃ｇｌａｓｓ ／ ＬＹ５５６

ｆｉｂｅｒ ｍａｔｒｉｘ

Ｅ⁃ｇｌａｓｓ ／ ＭＹ７５０

ｆｉｂｅｒ ｍａｔｒｉｘ
Ｅ１１ ／ ＧＰａ ２２５ ４．２ ２３０ ４．０ ８０ ３．３５ ７４ ３．３５
Ｅ２２ ／ ＧＰａ １５ ４．２ １５ ４．０ ８０ ３．３５ ７４ ３．３５

ν１２ ０．２ ０．３４ ０．２ ０．３５ ０．２ ０．３５ ０．２ ０．３５
Ｇ１２ ／ ＧＰａ １５ １．５６７ １５ １．４８１ ３３．３３ １．２４ ３０．８ １．２４
Ｇ２３ ／ ＧＰａ ７ １．５６７ ７ １．４８１ ３３．３３ １．２４ ３０．８ １．２４
σ ｕ，ｔ ／ ＭＰａ ３ ３５０ ６９ ２ ５００ ７５ ２ １５０ ８０ ２ １５０ ８０
σ ｕ，ｃ ／ ＭＰａ ２ ５００ ２５０ ２ ０００ １５０ １ ４５０ １２０ １ ４５０ １２０
σ ｕ，ｓ ／ ＭＰａ － ５０ － ７０ － ５４ａ － ５４ｂ

σ ｕ，ｔ
１１ ／ ＭＰａ， ｍｅａｓｕｒｅｄ １ ９５０ １ ５００ １ １４０ １ ２８０

σ ｕ，ｃ
１１ ／ ＭＰａ， ｍｅａｓｕｒｅｄ １ ４８０ ９００ ５７０ ８００

σ ｕ，ｔ
２２ ／ ＭＰａ， ｍｅａｓｕｒｅｄ ４８ ２７ ３５ ４０

σ ｕ，ｃ
２２ ／ ＭＰａ， ｍｅａｓｕｒｅｄ ２００ ２００ １１４ １４５

σ ｕ
１２ ／ ＭＰａ， ｍｅａｓｕｒｅｄ ７９ ８０ ７２ ７３

Ｖｆ ０．６０ ０．６０ ０．６２ ０．６０

Ｋｔ
２２ １．８９９ １．９３２ ２．７１３ ２．６５８

Ｋｃ
２２ １．３２９ １．４１４ １．８２８ １．７８２

σ ｕ，ｔ
１１

（ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ）

ｒｕｌｅ ｏｆ ｍｉｘｔｕｒｅ
ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ

２ ０３７．６ １ ５３０ １ ３６３．４ １ ３２２

４．５％ ２％ １９．６％ ３．３％

σ ｕ，ｃ
１１

（ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ）

ｒｕｌｅ ｏｆ ｍｉｘｔｕｒｅ
ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ

１ ６００ １ ２６０ ９４４．６ ９１８

８．１％ ４０％ ６５．７％ １２．９％

σ ｕ，ｔ
１１

（ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ）

ｂｒｉｄｇｉｎｇ ｍｏｄｅｌ
ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ

２ ０３５ １ ５１７．４ １ ３６７．２ １ ３２６

４．４％ １．２％ １９．９％ ３．６％

σ ｕ，ｃ
１１

（ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ）

ｂｒｉｄｇｉｎｇ ｍｏｄｅｌ
ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ

１ ５１８．７ １ ２１３．９ ９２２．１ ８９４．３

２．６％ ３４．９％ ６１．８％ １１．８％

σ ｕ，ｔ
２２

（ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ）

ｂｒｉｄｇｉｎｇ ｍｏｄｅｌ
ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ

５２．９ ５７．１ ５４．２ ５４．３

１０．２％ １１１．５％ ５４．９％ ３５．８％

σ ｕ，ｃ
２２

（ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ）

ｂｒｉｄｇｉｎｇ ｍｏｄｅｌ
ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ

２７３．９ １５６ １２０．７ １２１．６

３７％ －２２％ ５．９％ －１６．１％

σ ｕ
１２

（ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ）

ｂｒｉｄｇｉｎｇ ｍｏｄｅｌ
ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ

７９．１ １１１．３ ９１．７ ９０．２

０．１％ ３９．１％ ２７．４％ ２３．６％

　 　 ａ． Ｔａｋｅｎ ｆｒｏｍ ｒｅｆ． ［３５］ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｍａｔｒｉｘ ｍａｔｅｒｉａｌ；
　 　 ｂ． Ｔａｋｅｎ ｆｒｏｍ ｒｅｆ． ［３６］ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｍａｔｒｉｘ ｍａｔｅｒｉａｌ．
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根据组织者提供的原始组分材料性能数据，对上述 １２５ 个考题重新进行计算．遗憾的是，
组织者仅提供了纤维和基体的全部弹性和强度参数（见表 ２），缺少基体的应力⁃应变曲线数

据［２６］ ．首先，我们分别用式（１８）、（３１）、（３２）和（３３）计算了 ４ 种单向复合材料的强度，只用到

纤维和基体的弹性及强度数据，输入参数最少，结果列于表 ２ 中．注意，文献［２６］中所欠缺的

ＬＹ５５６ 及 ＭＹ７５０ 基体的剪切强度分别出现在文献［３５］和［３６］中．从表中可以看出，桥联理论

的整体预报精度令人满意．４ 种复合材料的轴向及横向拉、压及面内剪切共计 ２０ 个强度值，桥
联理论的预报值与实验值对比误差在 ５０％之外的只有 ３ 个，仅占 １５％，高达 ８５％的预报值误

差在 ５０％以内．由于完全根据组分材料原始性能进行预报，任何纤维、基体尤其复合材料实验

数据的离散性都会影响对比精度．例如表 ２ 中的两种玻纤 ／环氧复合材料，其组分材料的强度

相同，纤维含量相近，仅存在低于 １０％的纤维模量差异，但测试的复合材料轴向压缩强度之差

竟高达 ４０％，这恐怕与实验的离散性不无关系．表 ２ 还说明，虽然混合率强度公式（１８）用于计

算碳纤维及玻璃纤维增强单向复合材料的轴向强度一般可以接受，但整体表现不如桥联模型

公式（３１），纤维和基体之间的强度差异越小，桥联模型公式的优势越明显．
进一步，我们对文献［２６］所描述的所有问题进行了重分析．与简单公式计算复合材料轴向

及横向强度（表 ２）不同的是，对层合板的分析分别还考虑了基体塑性变形和热残余应力的影

响．在所考虑的 ４ 个基体材料中，文献［３６］中列出了 ＭＹ７５０ 的原始拉伸和压缩应力⁃应变曲线

数据，本文直接引用．鉴于文献［２６］中给出的 ＬＹ５５６ 所有参数皆与 ＭＹ７５０ 的对应相同，本文认

为两种基体材料的原始拉、压应力⁃应变曲线各自一样．其它两个基体的拉伸塑性数据由文献

［２６］提供的对应单向复合材料剪切应力⁃应变曲线反演确定．３５０１⁃６ 的压缩曲线由文献［２６］提
供的单向复合材料横向压缩应力⁃应变曲线反演得到．只有 ９１４Ｃ 的压缩曲线无从获得，本文假

定为与其拉伸曲线相同．４ 种基体的拉、压应力⁃应变参数列于表 ３ 中．
为节省篇幅，略去针对每个问题的理论预报与实验对比详情，只依据组织者拟定的评分标

准［３７］，计算了重新预报的综合得分，结果列于表 ４ 中．表中分别给出了 ３ 种情况下的桥联理论

预报得分．一是假定基体仅产生线弹性变形且不考虑热残余应力，这种情况下的输入参数最

少，只需表 ２ 中所列的纤维和基体原始性能数据即可，计算实施最方便，用于初始材料选型设

计，具有难以比拟的优越性；二是假定基体产生弹⁃塑性变形，但不考虑热残余应力；三是分别

计入了基体的塑性变形和热残余应力的影响．所有计算都假定纤维直到破坏保持线弹性．参评

精度最高的 Ｚｉｎｏｖｉｅｖ 理论的得分情况［３８］也列于表 ４ 便于对比．结果显示，计入基体的塑性变形

对预报精度尤其得分 Ａ（计算结果与实验对比相差在 １０％以内）有大幅提高．我们还发现，基于

原始的基体应力⁃应变曲线预报层合板强度，比基于反演的基体应力⁃应变数据预报的结果更

好，因为文献［２６］中也提供了可供反演 ＭＹ７５０ 基体性能的单向复合材料面内剪切及横向压

缩应力⁃应变参数．这说明了两点：第一，单纯基体材料的原始拉、压应力⁃应变试验数据，对准确

预报层合板强度非常重要；第二，由单向复合材料的面内剪切及横向压缩应力⁃应变曲线反演

基体的拉伸及压缩数据参数可能不太合适．本文的计算结果还表明，考虑热残余应力的效果目

前不够好．可能和这么几个因素有关：首先，树脂基体的热分解温度一般都不高，其弹性模量及

热膨胀系数会随温度而变，而文献［２６］未提供这些数据；其次，根据现有数据计算的 ３５０１ 材

料体系中的热残余应力甚至超过了基体的屈服极限，再施加机械外载，究竟是导致材料加载还

是卸载，还有待进一步研究考虑；另外，本文的热应力补充方程（８ｃ）是在 Ｂｅｎｖｅｎｉｓｔｅ 和 Ｄｖｏｒａｋ
的工作基础上得到的［３９］，他们根据热力学定律导出了单向复合材料中纤维和基体热应力与各

自应力分配矩阵的显式关系，而更早，Ｌｅｖｉｎ 同样基于热力学定律导出了单向复合材料的热膨
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胀系数［４０］，进一步也可求出纤维和基体中的热应力．这两组热应力公式是否等价，似乎也还有

待揭示．鉴于热残余应力分析的复杂性，在一般树脂基复合材料强度预报中可对此暂予忽略．
表 ３　 ４ 种基体材料拉 ／ 压应力应变数据

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｏｒｉｇｉｎａｌ ｔｒｅｓｓ （σ） ⁃ｓｔｒａｉｎ（ε） ｄａｔａ ｏｆ ４ ｍａｔｒｉｘ ｍａｔｅｒｉａｌｓ ｕｎｄｅｒ ｔｅｎｓｉｏｎ ａｎｄ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ

３５０１⁃６ ＢＳＬ９１４Ｃ ＬＹ５５６ ＭＹ７５０

ｔｅｎｓｉｏｎ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ ｔｅｎｓｉｏｎ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ ｔｅｎｓｉｏｎ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ ｔｅｎｓｉｏｎ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ

ε ／ ％ σ ／ ＭＰａ －ε ／ ％ －σ ／ ＭＰａ ε ／ ％ σ ／ ＭＰａ －ε ／ ％ －σ ／ ＭＰａ ε ／ ％ σ ／ ＭＰａ －ε ／ ％ －σ ／ ＭＰａ ε ／ ％ σ ／ ＭＰａ －ε ／ ％ －σ ／ ＭＰａ

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０．２４ １０ ０．２４ １０ ０．２５ １０ ０．２５ １０ ０．１５ ５ ０．１５ ５ ０．１５ ５ ０．１５ ５

０．４８ ２０ ０．４８ ２０ ０．５ ２０ ０．５ ２０ ０．３ １０ ０．３ １０ ０．３ １０ ０．３ １０

０．７１ ３０ ０．７１ ３０ ０．７５ ３０ ０．７５ ３０ ０．４５ １５ ０．４５ １５ ０．４５ １５ ０．４５ １５

０．９５ ４０ ０．９５ ４０ １ ４０ １ ４０ ０．６ ２０ ０．６ ２０ ０．６ ２０ ０．６ ２０

１．１９ ５０ １．１９ ５０ １．１１ ４４．５ １．１１ ４４．５ ０．７５ ２５ ０．７５ ２５ ０．７５ ２５ ０．７５ ２５

１．４３ ６０ １．４３ ６０ １．７３ ５５．１ １．７３ ５５．１ ０．９ ３０ ０．９ ３０ ０．９ ３０ ０．９ ３０

１．５３ ６４．４ １．６７ ７０ ２．７４ ６０．１ ２．７４ ６０．１ １．０４ ３５ １．１９ ４０ １．０４ ３５ １．１９ ４０

１．７５ ６９．５ １．９ ８０ ３．３ ６４．８ ３．３ ６４．８ １．１９ ４０ １．４９ ５０ １．１９ ４０ １．４９ ５０

２ ７４．５ ２．１４ ９０ ４．２８ ６９．４ ４．２８ ６９．４ １．３４ ４５ １．８ ６０ １．３４ ４５ １．８ ６０

２．３２ ７９．５ ２．３８ １００ ５ ７１．６ ５ ７１．６ １．５ ５０ ２．１１ ７０ １．５ ５０ ２．１１ ７０

２．５８ ８３．４ ２．５３ １０６．４ ５．６６ ７３ ５．６６ ７３ １．６５ ５５ ２．４４ ８０ １．６５ ５５ ２．４４ ８０

－ － ３．１７ １３２．７ ６．５９ ７５ ６．５９ ７５ １．８１ ６０ ２．８２ ９０ １．８１ ６０ ２．８２ ９０

－ － ３．２８ １３７．５ ７．５２ ７７ ７．５２ ７７ １．９９ ６５ ３．３１ １００ １．９９ ６５ ３．３１ １００

－ － ３．３９ １４１．６ ８．４５ ７９ ８．４５ ７９ ２．１８ ７０ ３．９８ １１０ ２．１８ ７０ ３．９８ １１０

－ － ３．４８ １４４．７ ９．３８ ８１ ９．３８ ８１ ２．４１ ７５ ５ １２０ ２．４１ ７５ ５ １２０

－ － ３．５８ １４８ １０．１ ８２．６ １０．１ ８２．６ ２．７ ８０ － － ２．７ ８０ － －

表 ４　 不同理论预报得分

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｏｖｅｒａｌｌ ｇｒａｄｅｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｐｐｒｏａｃｈｅｓ

ｇｒａｄｅ Ｚｉｎｏｖｉｅｖ
ｂｒｉｄｇｉｎｇ ｍｏｄｅｌ

（ＬＴ＋ｎｏ ｔｈｅｒｍａｌ）
ｂｒｉｄｇｉｎｇ ｍｏｄｅｌ

（ＮＬＴ＋ｎｏ ｔｈｅｒｍａｌ）
ｂｒｉｄｇｉｎｇ ｍｏｄｅｌ
（ＮＬＴ＋ｔｈｅｒｍａｌ）

Ａ ５３ ５７ ７２ ５９

Ｂ ４３ ３０ ３２ ４０

Ｃ ２９ ３８ ２１ ２４

Ａ＋Ｂ ９６ ８７ １０４ ９９

（Ａ ／ ｔｏｔａｌ） ／ ％ ４２．４ ４５．６ ５７．６ ４７．２

（（Ａ＋Ｂ） ／ ｔｏｔａｌ） ／ ％ ７６．８ ６９．６ ８３．２ ７９．２

　 ∗　 ＬＴ＝ ｌｉｎｅａｒ ｔｈｅｏｒｙ ｉｍｐｌｙｉｎｇ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｍａｔｒｉｃｅｓ ａｒｅ ａｓｓｕｍｅｄ ａｓ ｌｉｎｅａｒｌｙ ｅｌａｓｔｉｃ ｕｎｔｉｌ ｒｕｐｔｕｒｅ．
ＮＬＴ＝ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｔｈｅｏｒｙ ｉｍｐｌｙｉｎｇ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｍａｔｒｉｃｅｓ ａｒｅ ａｓｓｕｍｅｄ ａｓ ｅｌａｓｔｉｃ⁃ｐｌａｓｔｉｃ．
ｎｏ ｔｈｅｒｍａｌ ＝ｎｏ ｔｈｅｒｍａｌ ｒｅｓｉｄｕａｌ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ａｒｅ ｔａｋｅｎ ｉｎｔｏ ａｃｃｏｕｎｔ．
ｔｈｅｒｍａｌ ＝ ｔｈｅｒｍａｌ ｒｅｓｉｄｕａｌ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ａｒｅ ｉｎｃｏｒｐｏｒａｔｅｄ．
ｇｒａｄｅ Ａ： ａｇｒｅｅｍｅｎｔ ｂｅｔｗｅｅｎ ａ ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ａｎｄ ａ ｍｅａｓｕｒｅｄ ｄａｔａ ｉｓ ｗｉｔｈｉｎ １０％；
ｇｒａｄｅ Ｂ： ａｇｒｅｅｍｅｎｔ ｂｅｔｗｅｅｎ ａ ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ａｎｄ ａ ｍｅａｓｕｒｅｄ ｄａｔａ ｉｓ ｏｕｔｓｉｄｅ １０％ ｂｕｔ ｗｉｔｈｉｎ ５０％；
ｇｒａｄｅ Ｃ： ａｇｒｅｅｍｅｎｔ ｂｅｔｗｅｅｎ ａ ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ａｎｄ ａ ｍｅａｓｕｒｅｄ ｄａｔａ ｉｓ ｏｕｔｓｉｄｅ ５０％．

６　 结 束 语

根据纤维和基体的原始性能参数计算复合材料的强度，曾被一些业内人士认为是不可能
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实现之举．这可能是因为他们过于关注了复合材料中纤维之间的局部差异如随机分布的微缺

陷．然而，在均匀化基础上建立起来的桥联理论，研究对象是复合材料的等效力学性能，所求的

内应力也是均匀化后的应力，可对一定量的微缺陷“视而不见”，引入纤维后对基体承载能力

的影响也由均匀化应力定义的应力集中系数来体现．事实证明，桥联模型不仅理论严谨，公式

简洁，而且强度预报结果合理，精度高．当然，复合材料毕竟由人工合成，其性能存在一定随机

性，实验数据的离散性也比较大，美国有关部门就规定将实验数据折减 ３０％后再作为设计依

据．如此，完全可应用桥联理论进行初始设计，代替耗费巨大人力、物力所进行的材料选型与实

验．还可引入修正系数来调整桥联理论预报值与复合材料随机测试性能之间的偏差，通过最

少、最简单的实验数据确定修正系数．
另一方面，复合材料层合板结构的破坏分析与强度预报极其复杂，所涉及的挑战性问题众

多，桥联理论本身及其工程应用还存在很多课题有待进一步研究完善．当纤维和基体为应变率

相关材料，对应的复合材料也是．最近，文献［４１⁃４２］将应变率相关的纤维和基体性能引入桥联

模型，分析计算了玻纤 ／环氧复合材料的非线性响应及强度．其它更多有待研究的课题包括如

下一些：
热应力分析　 即便常温固化的热固性复合材料，树脂基体固化时的放热也会导致成型温

度（纤维和基体的 ０ 应力温度）异于工作温度．因此，几乎所有复合材料中都或多或少存在热残

余应力．但如前所述，热应力计算目前还不够成熟，包括如何令人信服地确定纤维和基体的成

型温度，目前忽略树脂基中热残余应力的影响不能不说是一种权宜之计．
非理想界面　 早在 ２００７ 年，Ｋｕｍａｒ 等就在桥联模型中尝试引入界面相的影响［４３］，但他们

的工作似乎还较为粗糙，三相桥联矩阵元素直接采用了理想界面两相桥联矩阵的表达式．基于

平均应力推导理想界面 Ｍｏｒｉ⁃Ｔａｎａｋａ 桥联矩阵的思路［４４］，我们导出了纤维、界面与基体共存的

三相桥联矩阵②．非理想界面对基体应力集中系数影响的初步工作可参见文献［３０⁃３１］．非理想

界面研究中面临的最大挑战是如何定量描述非理想的界面特性．
分层萌生　 分层是层合板结构最为常见的一种损伤形式，分层后的层合板刚度、结构完整

性和极限承载能力都受影响．采用断裂力学方法研究分层扩展的历史悠久，文献也极为丰

富［４５］，但需预先假定存在一个裂纹（萌生了分层）．实际中，确定分层何时开始萌生可能更有意

义，但挑战性也更大．由于层与层之间本质上由基体粘接成一体，因此，分层必然是基体中的应

力达到了临界值而萌生．就是说，只有通过细观力学分析才能最终解决分层萌生问题．桥联理

论提供了解决这一问题的有效手段，但必须进一步求解基体与厚度方向载荷有关的应力集中

系数，并发展分层萌生的表征技术．
结构性缺陷层合板　 开孔层合板中，不仅基体存在“细观”意义上的应力集中，孔边也存

在“宏观”意义上的应力集中．如何基于桥联理论，从已知的纤维和基体性能，分析预报开孔层

合板的破坏与强度也是一个十分有趣的研究课题．
有限元程序开发　 实际结构分析只有借助有限元软件才可以实现，桥联理论分析复合材

料的破坏与强度所需实验数据最少，而且都是解析公式，将其与功能强大的有限元软件如

ＡＢＡＱＵＳ， ＡＮＳＹＳ 等结合，必然会对复合材料结构更加有效的设计和更为广泛的应用带来深

远影响．
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② Ｗａｎｇ Ｙ Ｃ， Ｈｕａｎｇ Ｚ Ｍ． Ｂｒｉｄｇｉｎｇ ｔｅｎｓｏｒ ｗｉｔｈ ａｎ ｉｍｐｅｒｆｅｃｔ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ， ｓｕｂｍｉｔｔｅｄ ｔｏ Ｅｕｒｏｐｅａｎ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎ⁃
ｉｃｓ⁃Ａ ／ Ｓｏｌｉｄｓ．



组分材料性能数据库　 由于桥联理论仅仅只需输入纤维和基体的原始性能参数，系统建

立纤维和基体的原始性能数据库就具有非常现实的意义．尽管复合材料的研发应用已具有很

长历史，几乎所有应用部门都要进行复合材料的性能测试，积累有大量数据，但主要针对复合

材料，纤维尤其基体的详细数据还很少．

致谢　 研究生辛理敏完成了本文的计算．

附录 Ａ　 组分材料的平面柔度矩阵

假定纤维直到破坏都是线弹性的，其任何载荷瞬时柔度矩阵保持不变：
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式中， Ｇｆ
１２ 为纤维的轴向剪切模量．

基体假定为弹塑性材料，由 Ｍｉｓｅｓ 等效应力 σｍ
ｅ 表征其受载大小，任意载荷瞬时的柔度矩阵为
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式中， σｍ
Ｙ 为基体的屈服极限，Ｅｍ 为基体的弹性模量（应力⁃应变曲线初始段的切线斜率）， νｍ 为基体的 Ｐｏｉｓｓｏｎ

比， Ｅｍ
Ｔ 是基体的硬化模量（应力⁃应变曲线上与当前 σｍ

ｅ 处对应点的切线斜率），是从基体的拉伸还是压缩实

验应力⁃应变曲线来定义 σｍ
Ｙ，Ｅｍ 及 Ｅｍ

Ｔ 则由式（１６）确定．

附录 Ｂ　 桥联矩阵显式表达式
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