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摘要：　 研究了 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统在加性二值噪声作用下的随机分岔现象．首先，根据二值噪声的统计特

性，推导得到二值噪声状态间的跃迁概率，据此对二值噪声进行了数值模拟．其次，利用四阶 Ｒｕｎｇｅ⁃
Ｋｕｔｔａ（龙格⁃库塔）数值算法得到该系统位移和速率的稳态联合概率密度及位移的稳态概率密度．
然后，通过对位移稳态概率密度单双峰结构变化的研究，发现加性二值噪声的状态和强度能够诱

导系统产生随机分岔现象．最后，观察到随着系统非对称参数的逐渐变化，系统同样产生了随机分

岔现象．
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引　 　 言

近年来，非线性动力学成为自然科学研究中的热点之一．但在现实的动力学中通常会受到

一些外界或内部随机因素的影响．而随机因素所服从的统计分布又是其关键问题［１］ ．在过往的

研究中，随机因素常常由 Ｇａｕｓｓ（高斯）型噪声描述［２⁃４］，但这类噪声只是一种简单理想化的随

机噪声，因此有必要对广泛存在的非 Ｇａｕｓｓ 噪声进行研究．二值噪声是指等待时间服从指数分

布的两态过程，又称为随机电报噪声，当状态趋于无穷且平均等待时间趋于 ０ 时，可退化到

Ｇａｕｓｓ 白噪声．该噪声分布更为复杂且更容易诱导动力系统产生非平衡现象，在物理学、信号学

及化学等领域有着广泛的应用［５⁃８］ ．
随机噪声与非线性力共同作用可以诱发丰富而复杂的动力学现象， 如随机共振、 噪声诱

导跃迁、 噪声诱导相变等［９⁃１１］ ．尤其是随机分岔现象也是其中重要内容之一［１２⁃１６］ ．随机分岔一

般分为： Ｄ⁃分岔和 Ｐ⁃分岔， 即动态分岔和静态分岔．Ｄ⁃分岔是指非线性系统解的拓扑性质在

参数取某一临界值时发生突变的现象， 可以通过参数变化时系统最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数的变化情

况而定．Ｐ⁃分岔是指由参数变化时系统稳态概率密度结构的变化情形， 比如单双峰之间的变

化等［１４］ ．
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Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统是一个经典的力学模型．许多学者对其动力学特性进行了研究，Ｘｕ 等对其在

谐波激励下的随机分岔进行了研究［１６］ ．Ｚｈｕ 等对窄带激励下 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统的随机跳和随机分岔

进行了研究［１７］ ．Ｘｕ 等对二值噪声下该系统的随机共振问题进行了研究［６］ ．Ｍａｌｌｉｃｋ 等对该系统

中噪声引起的跃迁进行了研究［１８］ ．Ｇａｎ 对软弹簧 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统中噪声引起的混沌和流域侵蚀进

行了研究［１９］ ．然而，对于二值噪声作用下系统随机分岔现象的相关研究还并不多见．本文则从

数值角度出发，讨论了加性二值噪声状态、噪声强度和系统非对称参数对位移稳态概率密度单

双峰结构的影响及随机分岔现象．

１　 系 统 模 型

考虑如下加性二值噪声激励下的 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统：
　 　 ｘ ＋ ηｘ － ｘ ＋ ｘ３ ＋ γ ＝ ξ（ ｔ）， （１）

其中， ０ ＜ η ＜ １ 是阻尼系数，γ 是系统非对称参数．ξ（ ｔ） 是二值噪声，在 ａ，ｂ 两个状态间跃迁，
转移率分别是 μａ， μｂ，平均等待时间分别是 ｔａ，ｔｂ，这两者之间的关系是 μａ ＝ １ ／ ｔａ， μｂ ＝ １ ／ ｔｂ， 其

满足的主方程为

　 　 ∂ｔＰ（ａ，ｔ ｜ ｘ，ｔ０） ＝ － μａＰ（ａ，ｔ ｜ ｘ，ｔ０） ＋ μｂＰ（ｂ，ｔ ｜ ｘ，ｔ０）， （２）
　 　 ∂ｔＰ（ｂ，ｔ ｜ ｘ，ｔ０） ＝ μａＰ（ａ，ｔ ｜ ｘ，ｔ０） － μｂＰ（ｂ，ｔ ｜ ｘ，ｔ０） ． （３）

上面方程满足条件 Ｐ（ａ，ｔ ｜ ｘ，ｔ０） ＋ Ｐ（ｂ，ｔ ｜ ｘ，ｔ０） ＝ １，及 Ｐ（ｘ′，ｔ ｜ ｘ，ｔ０） ＝ δｘｘ′ 时可以得到主方程

的解：

　 　 Ｐ（ａ，ｔ ｜ ｘ，ｔ０） ＝
μｂ

μｂ ＋ μａ

＋

　 　 　 　
μａ

μｂ ＋ μａ
δａｘ －

μｂ

μｂ ＋ μａ
δｂｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｘｐ（ － （μａ ＋ μｂ）（ ｔ － ｔ０））， （４）

　 　 Ｐ（ｂ，ｔ ｜ ｘ，ｔ０） ＝
μａ

μｂ ＋ μａ

－

　 　 　 　
μａ

μｂ ＋ μａ
δａｘ －

μｂ

μｂ ＋ μａ
δｂｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｘｐ（ － （μａ ＋ μｂ）（ ｔ － ｔ０）） ． （５）

据此计算出二值噪声的稳态均值和稳态时间关联函数分别是

　 　 〈ξ（ ｔ）〉 ｓ ＝
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若要求式（６）和（７）满足

　 　 〈ξ（ ｔ）〉 ｓ ＝ ０， （８）

　 　 〈ξ（ ｔ）ξ（ ｔ′）〉 ｓ ＝
Ｄ
λ

ｅｘｐ － ｔ － ｔ′
λ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （９）

其中， Ｄ 是噪声强度，λ 是噪声关联时间，则有

　 　 ａμｂ ＝ － ｂμａ， （１０）

　 　 Ｄ ＝ １
２ ∫

∞

－∞
（〈ξ（τ）ξ（０）〉 － 〈ξ（τ）〉 ２）ｄτ ＝

（ａ － ｂ） ２μａμｂ

（μａ ＋ μｂ） ３ ． （１１）
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从而，状态 ａ 或状态 ｂ 跃迁到下一状态为 ａ 的概率 Ｐａａ，Ｐｂａ 分别为

　 　 Ｐａａ ＝ Ｐ（ａ，ｔｎ＋１ ｜ ａ，ｔｎ） ＝
μｂ

μｂ ＋ μａ

＋
μａ

μｂ ＋ μａ
ｅｘｐ（ － （μａ ＋ μｂ）Δｔ）， （１２）

　 　 Ｐｂａ ＝ Ｐ（ａ，ｔｎ＋１ ｜ ｂ，ｔｎ） ＝
μｂ

μｂ ＋ μａ

－
μｂ

μｂ ＋ μａ
ｅｘｐ（ － （μａ ＋ μｂ）Δｔ） ． （１３）

当二值噪声状态和强度确定时，可以通过以上表达式及相应的模拟算法［２０］，得到二值噪

声的数值序列 { ｘｉ，ｉ ＝ １，２，… } ．具体方法如下：首先，二值噪声的初始状态假定为 ｘ０ ＝ ａ 或 ｘ０

＝ ｂ，同时，利用计算机生成一列在［０，１］ 区间上均匀分布的随机数 {Ｒｎ，ｎ ＝ ０，１，２，… } ．其次，
比较 Ｒ０ 是否小于 Ｐａａ，或 Ｒ０ 是否小于 Ｐｂａ ．如果 Ｒ０ ＜ Ｐａａ 取 ｘ１ 为 ａ，如果 Ｒ０ ≥ Ｐａａ 取 ｘ１ 为 ｂ ．
接下来，比较 Ｒ１ 是否小于 Ｐａａ，或 Ｒ１ 是否小于 Ｐｂａ ．如果 Ｒ１ ＜ Ｐａａ 取 ｘ２ 为 ａ，如果 Ｒ１ ≥ Ｐａａ 取 ｘ２

为 ｂ ．依次做下去，最终将得到一列二值噪声的数值序列．选取不同的参数可得到二值噪声不同

的剖面，如图 １ 所示．

（ａ） 噪声状态 ａ ＝ １．０， ｂ ＝ － ３．０ （ｂ） 噪声状态 ａ ＝ ３．０， ｂ ＝ － １．０
（ａ） Ｔｈｅ ｎｏｉｓｅ ｓｔａｔｅ ｆｏｒ ａ ＝ １．０， ｂ ＝ － ３．０ （ｂ） Ｔｈｅ ｎｏｉｓｅ ｓｔａｔｅ ｆｏｒ ａ ＝ ３．０， ｂ ＝ － １．０

图 １　 Ｄ ＝ ０．１ 时不同噪声状态下二值噪声剖面图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｓｅｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｃｈｏｔｏｍｏｕｓ ｎｏｉｓｅ ｉｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｉｓｅ ｓｔａｔｅｓ ｆｏｒ Ｄ ＝ ０．１

２　 随 机 分 岔

本节讨论加性二值噪声下 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统的随机分岔现象．首先，利用四阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 算法

对系统进行数值模拟，得到系统位移及速率的稳态联合概率密度．其次，在不同二值噪声参数

条件下，分别统计系统位移稳态概率密度中峰点的个数．最后，将峰点数相同的参数放到同一

参数集合中，并将不同的参数集绘制在参数平面上．利用这一数值算法可得图 ２，其中展示了加

性二值噪声强度 Ｄ ＝ ０．００１，欠阻尼系数 η ＝ ０．３，系统非对称参数 γ ＝ ０．０ 时，系统位移与速率的

稳态联合概率密度在不同噪声状态下呈现出单峰和双峰结构的变化．
图 ２（ａ）中，加性二值噪声状态为 ａ ＝ ０．６，ｂ ＝ － ０．６，从中可观察到，该联合概率密度在稳定

点（１，０）邻域处出现单峰现象，即系统位移和速率只停留于稳定点（１，０）附近．图 ２（ｂ）展示了

噪声状态增大到 ａ ＝ １．０，ｂ ＝ － ２．０ 的情形．由图可见随着噪声状态的逐渐增加，系统位移和速率

的联合概率密度出现了双峰状态，系统响应值从原先都集中在＋１ 附近，变化为小部分系统响

应值位于稳定点－１ 附近．图 ２（ｃ）为噪声状态继续增大到 ａ ＝ ２．０，ｂ ＝ － ２．０ 时，呈现出明显的双

峰状稳态联合概率密度．此时系统位移均衡停留在＋１ 和－１ 两个稳态点上．
图 ２（ｄ）则从整体上对比给出了图 ２（ａ）、２（ｂ）、２（ｃ）中系统联合概率密度关于系统位移

的稳态概率密度．从中可以明显地观察到加性二值噪声状态的逐渐变化对系统位移从单峰到

双峰状态的影响．
图 ３ 为受加性二值噪声激励时，系统在噪声状态参数平面 （ａ，ｂ） 上的分岔图，有色区域表

示位移的稳态概率密度 ｐ（ｘ） 处于双峰状态时的参数区域，无色区域为 ｐ（ｘ） 处于单峰状态时

５９５加性二值噪声激励下 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统的随机分岔



的参数区域，其中 η ＝ ０．３，γ ＝ ０．０，Ｄ ＝ ０．００１，０ ＜ ａ ＜ ２．５， － ２．５ ＜ ｂ ＜ ０．可以看到，当参数从

无色区域变化到有色区域时相应的概率密度函数从单峰变化为双峰状态．

（ａ） 噪声状态 ａ ＝ ０．６， ｂ ＝ － ０．６ （ｂ） 噪声状态 ａ ＝ １．０， ｂ ＝ － ２．０
（ａ） Ｔｈｅ ｎｏｉｓｅ ｓｔａｔｅ ｆｏｒ ａ ＝ ０．６， ｂ ＝ － ０．６ （ｂ） Ｔｈｅ ｎｏｉｓｅ ｓｔａｔｅ ｆｏｒ ａ ＝ １．０， ｂ ＝ － ２．０

（ｃ） 噪声状态 ａ ＝ ２．０， ｂ ＝ － ２．０ （ｄ） （ａ）， （ｂ）， （ｃ）中位移的稳态概率密度

（ｃ） Ｔｈｅ ｎｏｉｓｅ ｓｔａｔｅ ｆｏｒ ａ ＝ ２．０， ｂ ＝ － ２．０ （ｄ） Ｔｈｅ ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｉｅｓ ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｉｎ （ａ）， （ｂ） ａｎｄ （ｃ）

图 ２　 不同二值噪声状态下位移和速率的稳态联合概率密度及位移的稳态概率密度

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ⁃ｓｐｅｅｄ ｊｏｉｎｔ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ ｉｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｄｉｃｈｏｔｏｍｏｕｓ ｎｏｉｓｅ ｓｔａｔｅｓ

图 ４ 给出了在不同加性二值噪声强度 Ｄ下系统位移的稳态概率密度的变化情况，其中 ａ ＝
０．５，ｂ ＝ － ０．５，其它参数保持不变．当 Ｄ 为 ０．００１ 时，位移的稳态概率密度 ｐ（ｘ） 先在稳定点 ＋ １
附近呈现单峰状态．当Ｄ逐渐增大到 ０．０１时，ｐ（ｘ） 在稳定点 － １附近隆起，出现高低两个峰，此
时受到二值噪声状态增大的作用，系统运动变得激烈，在稳定点 ＋ １ 附近运动粒子穿过非平衡

点到达另一稳定点 － １ 附近运动．而当 Ｄ 继续增大到 ０．１ 时， ｐ（ｘ） 出现明显的双峰，运动粒子

在两个稳定点间激烈地运动．在此过程中，位移稳态概率密度从单峰变化为双峰状态．
图 ５ 给出了不同系统非对称参数 γ 下位移的稳态概率密度的变化情况，其中 Ｄ ＝ ０．００１，η

＝ ０．３．在图 ５（ａ）中，当非对称参数 γ 为 ０．０ 时，系统位移的 ｐ（ｘ） 呈现出双峰状态．随着 γ 从 ０．０
增大到 ０．１ 时，粒子在稳定点 － １ 附近的运动增加，而在稳定点 ＋ １ 附近的运动减少．当 γ 增大

到 ０．２ 时，ｐ（ｘ） 在稳定点－１ 附近出现单峰，在＋１ 附近的峰消失，粒子只在－１ 附近运动．在图 ５

６９５ 武　 　 娟　 　 　 许　 　 勇



（ｂ）中，当噪声状态降低到 ａ ＝ ０．４，ｂ ＝ － ０．４且非对称参数 γ为 ０．０时，ｐ（ｘ） 呈现的单峰处于稳

定点 ＋ １附近，粒子只集中在 ＋ １附近运动．随着 γ逐渐增大到 ０．１，ｐ（ｘ） 变化为明显的双峰，粒
子在 ＋ １和 － １间来回运动．当 γ逐渐增大到０．２时，ｐ（ｘ） 只在－１ 附近呈现单峰，粒子只停留在

－１ 附近运动．总之，在图 ５（ａ）中随着 γ 的增大，位移的 ｐ（ｘ） 从双峰变为单峰状态；在图 ５（ｂ）
中， ｐ（ｘ） 从单峰变化到双峰状态，再变化到单峰状态．

图 ３　 系统在加性二值噪声平面 图 ４　 不同加性噪声强度下位移的

（ａ，ｂ） 上的分岔图 稳态概率密度

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｉｎ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｐｌａｎｅ Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ
（ａ，ｂ） ｏｆ ｔｈｅ ａｄｄｉｔｉｖｅ ｄｉｃｈｏｔｏｍｏｕｓ ｎｏｉｓｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｏｉｓｅ ｉｎｔｅｎｓｉｔｉｅｓ

（ａ） 噪声状态 ａ ＝ ２．０， ｂ ＝ － ２．０ （ｂ） 噪声状态 ａ ＝ ０．４， ｂ ＝ － ０．４
（ａ） Ｔｈｅ ｎｏｉｓｅ ｓｔａｔｅ ｆｏｒ ａ ＝ ２．０， ｂ ＝ － ２．０ （ｂ） Ｔｈｅ ｎｏｉｓｅ ｓｔａｔｅ ｆｏｒ ａ ＝ ０．４， ｂ ＝ － ０．４

图 ５　 不同系统非对称参数下位移的稳态概率密度

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍ ａｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

３　 结　 　 论

本文研究了 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统在加性二值噪声激励下的随机分岔现象．通过系统位移及速率的

稳态概率密度结构的变化，讨论了二值噪声状态、噪声强度及系统非对称参数对随机分岔的影

响．结果表明：在一定参数下，加性二值噪声状态和强度的增加能够诱导系统位移的稳态概率

密度从单峰变化为双峰状态，系统都产生了一次随机分岔现象；同时在加性二值噪声两种状态

下，系统非对称参数的增加能够引起位移的稳态概率密度从双峰变化为单峰状态，系统产生了

一次随机分岔现象，以及从单峰变化到双峰再变化到单峰状态中，产生了两次随机分岔现象．

７９５加性二值噪声激励下 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统的随机分岔
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