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摘要：　 基于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ（哈密顿）变分原理和非局部连续介质弹性理论，建立了新型非局部 Ｔｉｍｏｓｈ⁃
ｅｎｋｏ（铁木辛柯）梁模型（ＡＮＴ），推导了碳纳米管（ＣＮＴ）的 ＡＮＴ 弯曲平衡方程以及两端简支梁、悬
臂梁和简支⁃固定梁的边界条件表达式，分析了剪切变形效应和非局部微观尺度效应对碳纳米管弯

曲特性的影响．数值计算结果显示，碳纳米管的弯曲刚度随着小尺度效应的增强而升高．其次，这种

小尺度效应对自由端受集中力的悬臂梁碳纳米管有明显作用，其刚度变化规律和其它约束条件的

碳纳米管一样，这一点是 ＡＮＴ 模型区别于普通非局部纳米梁模型的主要特点．经分子动力学模拟

验证，ＡＮＴ 模型是合理分析碳纳米管力学特性的有效方法．
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引　 　 言

碳纳米管被发现后，理论和实验都证明其具有优异的力学物理性能，其应用前景不可估

量．在过去的 ２０ 年间，关于碳纳米管的研究，成为材料学和凝聚态物理学领域的一大热点．针
对碳纳米管的化学制备与改性，以及力、热、光、电等物理性质的研究报道层出不穷［１⁃４］ ．碳纳米

管的弯曲性能，是纳米科学研究的重点，对碳纳米管工程应用有着重要的指导意义［１⁃４］ ．在研究

碳纳米管弯曲性能的诸多方法中，实验手段由于实际操作和精度控制方面有很大困难，应用受

到限制［４］ ．因此，关于碳纳米管弯曲性能的理论计算方法，成为了纳米力学领域的研究重点．
分子动力学模拟是目前纳米学科领域得到普遍认可的分析手段，对于碳纳米管的弯曲特

性也是如此［５］ ．然而，分子动力学模拟程序计算量很大，对于尺度较大、结构较复杂的形体，分
子动力学模拟方法的计算效率难以令人满意．这就使得连续介质力学模型成为研究碳纳米管

力学特性的有效方法．基于连续介质梁模型和壳模型的碳纳米管弯曲性能研究中，比较有代表

性的报道为 Ｒｕ 应用经典 Ｅｕｌｅｒ（欧拉）梁模型模拟了多壁碳纳米管弯曲特性，其分析总结了多

壁碳纳米管层间相互作用对弯曲特性的影响规律［６］ ．然而，在纳米尺度环境中，碳纳米管受到
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很多小尺度长程效应的影响，其弯曲特性和宏观梁、壳结构的弯曲性能相比有很大区别，这使

得经典连续介质力学模型的计算精度受到影响．为了解决该模型的不足之处，很多经典力学引

伸模型得到广泛应用．例如应变梯度模型［７］、应力耦合模型［８］和非局部应力场模型［９⁃１１］ ．
非局部连续介质弹性理论是 Ｅｒｉｎｇｅｎ 于 ２０ 世纪 ６０ 年代提出的［１２］，其主旨观点认为弹性

体内部受到小尺度效应的影响，各点的应力不仅仅与该点的应变有关，而且和该点附近某个区

域内所有点的应变相关．该区域称为非局部领域，即长程效应的影响范围．非局部理论在研究

材料裂纹尖端应力分布方面取得了巨大成功．而对于尺度更小的碳纳米管，非局部理论同样成

为了重要的研究手段．自 ２００３ 年 Ｐｅｄｄｉｅｓｏｎ 将非局部理论应用于分析单壁碳纳米管的弯曲特

性至今［９］，已有超过 ７００ 篇相关报道．然而大部分非局部模型都是将非局部力学量（剪力、弯
矩）直接代入经典连续介质力学平衡方程，忽略了小尺度效应对力学平衡关系的影响，从而产

生了很多计算误差．例如当非局部悬臂梁在自由端受集中力作用时，梁的弯曲特性和经典模型

一样，完全不受小尺度效应的影响，这一结论显然不准确［９⁃１１］ ．除此之外，几乎所有非局部模型

研究显示，碳纳米管刚度受到小尺度效应的影响而降低，这一结论同样和其它理论模型或者实

验结果相悖［４］ ．因此目前大部分非局部纳米梁模型或者壳模型只能被称为非完整模型（ＰＮ）．
Ｌｉｍ 等考虑到上述问题，应用非局部本构关系式，根据 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理，严格推导出纳

米梁模型的平衡方程和边界条件，建立了考虑小尺度效应的纳米非局部力学平衡关系，得到了

解析非局部模型（ＡＮ） ［１３⁃１５］ ．该模型在研究碳纳米管屈曲和振动特性时，得到了和其它理论模

型或者实验相一致的结果［１３⁃１５］ ．本文将基于 ＡＮ 模型的合理性，建立非局部 ＡＮ⁃Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁

模型（ＡＮＴ），推导相应的平衡方程和边界条件，并用来分析碳纳米管的弯曲特性，研究讨论

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的剪切效应和非局部小尺度效应对碳纳米管弯曲特性的综合影响规律．

１　 ＡＮＴ 模型建立

本文将碳纳米管视为弹性梁，置于直角坐标系中，如图 １ 所示．

图 １　 受横向载荷的碳纳米管弯曲示意图

Ｆｉｇ． １　 Ａ ｃａｒｂｏｎ ｎａｎｏｔｕｂｅ ｉｎ ｔｈｅ Ｃａｒｔｅｓｉａｎ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ ｕｎｄｅｒ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｌｏａｄ

图 １ 中， ｗ，ｐ 和 Ｌ 分别为挠度、载荷与管长．如前所述，非局部理论的应力受到非局部领域

内所有点应变的共同影响［１２］，其本构关系式如下：

　 　 σ（ｘ） － （ｅ０ａ） ２ ∂２σ（ｘ）
∂ｘ２

＝ Ｅε（ｘ）， （１）

其中， Ｅ 为弹性模量， σ（ｘ） 和 ε（ｘ） 分别为应力与应变，ｅ０ａ 为非局部尺度参数，表征非局部效

应强弱，当 ｅ０ａ ＝ ０ 时，式（１） 退化为经典宏观本构关系．由式（１） 可得非局部弯矩 Ｍｘｘ（ｘ） 和剪

力 Ｑｘｚ（ｘ）， 分别为

　 　 Ｍｘｘ（ｘ） ＝ ∫
Ａ
σ（ｘ） ｚｄＡ， （２）
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　 　 Ｑｘｚ（ｘ） ＝ ∫
Ａ
ＧγｘｚｄＡ ＝ ＡＧκ ∂ｗ

∂ｘ
－ φæ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３）

其中， φ 表示横截面 Ａ 的转角，κ 为剪切修正系数，Ｇ 为剪切模量且

　 　 ∫
Ａ
ＧｄＡ ＝ ＡＧκ，

切应变 γｘｚ ＝ ∂ｗ ／ ∂ｘ － φ ．式（２）和式（３）的无量纲表达式为

　 　 Ｍ
－

ｘｘ ＝ － ∑
∞

ｎ ＝ １
τ２（ｎ－１）φ〈２ｎ－１〉， （４）

　 　 Ｑ
－

ｘｚ ＝
ＡＧＬ２κ
ＥＩ

∂ｗ－

∂ｘ－
－ φæ

è
ç

ö

ø
÷ ， （５）

其中， ｘ－ ＝ ｘ ／ Ｌ，ｗ－ ＝ ｗ ／ Ｌ，τ ＝ ｅ０ａ ／ Ｌ，〈ｎ〉 表示对 ｘ－ 的 ｎ阶导数．由式（４）和式（５）可得 ＰＮ⁃Ｔｉｍｏｓｈｅｎ⁃
ｋｏ 梁模型的平衡方程为

　 　 Ｑ
－

ｘｚ － Ｍ
－ 〈１〉

ｘｘ ＝ ０， （６）

　 　 ＥＩ
Ｌ

∂Ｑ
－

ｘｚ

∂ｘ－
＋ Ｌ２ｐ（ｘ） ＝ ０． （７）

式（６）和（７）是将式（４）和（５）直接代入经典 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的平衡方程而得．该 ＰＮ 模型忽

略了小尺度效应对力学平衡关系的影响，会出现如前所述的误差．建立 ＡＮＴ 模型，需要根据

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理，推导系统的能量变分平衡关系，从而得到 ＡＮＴ 平衡方程和边界条件．按照这一

思想，图 １ 所示的非局部碳纳米管的应变能为

　 　 ｕ ＝ ｕ１ ＋ ｕ２ ＋ ｕ３ ＋ ｕｓ， （８）
式（８）中

　 　 ｕ１ ＝ １
２

Ｅε２
ｘ， （９ａ）

　 　 ｕ２ ＝ １
２

Ｅ∑
∞

ｎ ＝ １
（ － １） ｎ＋１τ２ｎ（ε〈ｎ〉

ｘ ） ２， （９ｂ）

　 　 ｕ３ ＝ Ｅ∑
∞

ｎ ＝ １
{ τ２（ｎ＋１）∑

ｎ

ｍ ＝ １
［（ － １）ｍ＋１ε〈ｍ〉

ｘ ε〈２（ｎ＋１） －ｍ〉
ｘ ］ } ， （９ｃ）

　 　 ｕｓ ＝
１
２

Ｇγ２
ｘｚ ． （９ｄ）

碳纳米管的总应变能为

　 　 Ｕ ＝ ∫
Ｖ
ｕｄＶ， （１０）

其中， Ｖ 为图 １ 所示整个管壁的体积．外部荷载 ｐ 所做功为

　 　 Ｗ ＝ ∫Ｌ
０
ｐｗｄｘ ＝ Ｌ２ ∫１

０
ｐｗ－ ｄｘ－ ． （１１）

由此可得系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 能量函数为

　 　 ℓ ＝ Ｕ － Ｗ ． （１２）
根据 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理， δℓ ＝ δ（Ｕ － Ｗ） ．将式（９） ～ （１１）代入式（１２）后，经过变分推导，可得

　 　 δℓ ＝ ∫１
０

ＥＩ
Ｌ [Ｑ

－
－ Ｍ

－ 〈１〉 ＋ ２∑
∞

ｎ ＝ １
τ２ｎＭ

－ 〈２ｎ＋１〉 ]δφ －{
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τ２（ｎ＋２）Ｍ
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　 　 　 　 (τ４φ － τ６Ｍ
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∞

ｎ ＝ １
τ２ ｎ＋３( ) Ｍ

－ 〈２ｎ＋１〉 )δφ〈５〉…]
１

０
＋

　 　 　 　 ＥＩ
Ｌ
［Ｑ

－
δｗ－ ］ １

０ ＝ ０． （１３）

式（１３）中 δφ 和 δｗ－ 取值任意，因为要满足方程等于 ０，需有

　 　 Ｑ
－

ｘｚ － Ｍ
－ 〈１〉

ｅｆ ＝ ０， （１４）

　 　 ａ
∂Ｑ

－

ｘｚ

∂ｘ－
＋ Ｌ２ｐ（ｘ） ＝ ０， （１５）

其中

　 　 Ｍ
－

ｅｆ ＝ Ｍ
－

ｘｘ － ２∑
∞

ｎ ＝ １
τ２ｎＭ

－ 〈２ｎ〉
ｘｘ ＝ ∑

∞

ｎ ＝ １
２ｎ － ３( ) τ２（ｎ－１）φ〈２ｎ－１〉 （１６）

为等效非局部弯矩．式（１５）中 ａ ＝ ＡＧＬκ ．式（１４）和（１５）为 ＡＮＴ 模型的平衡方程，其力学平衡

关系已由 Ｍ
－

ｅｆ 代替式（６） 中的 Ｍ
－

ｘｘ， 式（６）和式（７）的经典模型平衡关系已不适用［１３⁃１５］，而式

（１３）中其余各高阶项组成了 ＡＮＴ 模型的边界条件，经典模型的边界条件同样不再适用．

２　 基于 ＡＮＴ 模型的碳纳米管弯曲特性

在分析过程中，首先确定碳纳米管各项参数： Ｅ ＝ ５．５ ＴＰａ，Ｇ ＝ ２．３ ＴＰａ，κ ＝ ０．８，Ｌ ＝ １０ ｎｍ，
壁厚 ｈ ＝ ０．３４ ｎｍ，碳管截面积 Ａ ＝ ３．０ × １０ －１９ ｍ２，其截面抗弯模量 Ｉ ＝ １．７８ × １０ －３８ ｍ４ ．根据式

（１３） ～ （１６），考虑相应边界条件，可求解得到碳纳米管在不同载荷与边界约束条件下的挠曲

线表达式．为验证计算结果的合理性，本文以分子动力学（ＭＤ）方法计算相同载荷与约束条件

下的碳纳米管弯曲挠度．该结果模拟对象为非周期性（５，５）碳纳米管，力场为 ｃｏｍｐａｓｓ ｆｏｒｃｅ，温
度为 ２５ ℃，模拟结果经无量纲化后与 ＡＮＴ 和 ＰＮＴ 模型计算结果对比，以检验非局部模型模

拟结果的准确性．
２．１　 两端简支受均布载荷 ｐ（ｘ） ＝ Ｐ０

当碳纳米管受均布载荷 ｐ（ｘ） ＝ Ｐ０ 且两端简支时， 由式（１３） ～ （１６）可解得挠曲线函数表

达式：

　 　 ｗ－ ＝ ４Ｌ２Ｐ０∑
∞

ｋ ＝ １

１

ａ∑∞

ｎ ＝ ０
（２ｎ － ３） （ － １） ｎ＋１τ２（ｎ－１）［（２ｋ － １）π］ ２（ｎ＋２）

＋é

ë

ê
ê

　 　 　 　
１

ｂ［（２ｋ － １）π］ ３
ù

û
ú
ú ｘ

－ｓｉｎ［（２ｋ － １）π］， （１７）

式中 ｂ ＝ ＡＧＬ２κ ／ ＥＩ ．由式（１７）所得挠度曲线如图 ２ 所示．
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为便于比较分析，将式（６）和式（７）的 ＰＮＴ 模型挠曲线列于图 ２ 中，和 ＭＤ 结果对比分析．
由图可见，无量纲非局部参数 τ ＝ ０ 时的挠曲线与经典 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁挠曲线相重叠，说明此时

ＡＮＴ，ＰＮＴ 模型无差别．而当 τ 值逐渐增大， 非局部小尺度效应增强时， ＡＮＴ 模型模拟的碳纳

米管无量纲挠度 ｗ－ 随着非局部尺度参数 τ 增加而减小， 证明非局部效应越强， 碳纳米管刚度

越大．如图 ２ 所示， ＭＤ 模拟结果同样低于 τ ＝ ０ 时的挠曲线，证明分子动力学模拟碳纳米管的

微观非局部尺度效应对刚度影响趋势和 ＡＮＴ 模型一致，即验证了 ＡＮＴ 模型的合理性，而 ＰＮＴ
模型则显示了完全相反的结果．进一步分析发现，图 ２ 中 ＭＤ 模拟结果和 τ ＝ ０．１ 的 ＡＮＴ 挠曲

线最为接近，说明该 τ 值为两端简支碳纳米管受均布载荷时的合理取值．

图 ２　 两端简支碳纳米管，受均布载荷 图 ３　 一端简支一端固定碳纳米管，受均布

ｐ（ｘ） ＝ Ｐ０ 时的挠曲线 载荷 ｐ（ｘ） ＝ Ｐ０ 时的挠曲线

Ｆｉｇ． ２　 Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ＣＮＴ Ｆｉｇ． ３　 Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ⁃ｃｌａｍｐｅｄ
ｕｎｄｅｒ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｌｏａｄ ＣＮＴ ｕｎｄｅｒ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｌｏａｄ

２．２　 一端简支一端固定，受均布载荷 ｐ（ｘ） ＝ Ｐ０

当碳纳米管依然受均布载荷 ｐ（ｘ） ＝ Ｐ０， 边界条件变为一端简支一端固定时，由式（１４） ～
（１６）及式（６）和（７）可解得相应的 ＡＮＴ、ＰＮＴ 挠曲线函数表达式．该式过于复杂，在此只将挠曲

线函数图形以及相应的 ＭＤ 模拟结果列于图 ３ 中．
图 ３ 所示两种模型的挠曲线随 τ 值变化规律仍然相反，而 ＡＮＴ 结论同样和 ＭＤ 模拟结论

一致，且当 τ ＝ ０．０５ 时，和 ＭＤ 结果最为接近，该值即为 ＡＮＴ 模型模拟简支⁃固定碳纳米管的合

理取值．图 ３ 所示结论再一次验证了非局部尺度效应具有提高碳纳米管刚度的作用．由于边界

约束条件为非对称情况，图 ３ 中最大挠度未出现在碳纳米管的中点位置．根据计算结果，ＡＮＴ
模型、ＰＮＴ 模型和经典模型 （τ ＝ ０） 的最大挠度均位于 ｘ－ ＝ ０．６５ 处．
２．３　 悬臂梁型碳纳米管，自由端受集中力

当悬臂梁型碳纳米管自由端受到集中力时，由式（１４） ～ （１６）和相应边界条件，可得挠曲

线函数：

　 　 ｗ－ ＝ １
τ

Ｃ１ － τＣ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ － ｘ－ ／ τ ＋ １

３
Ｃ３ｘ

－ ３ ＋ １
２

Ｃ４ｘ
－ ２ ＋ Ｃ５ｘ

－ ＋ Ｃ６， （１８）

其中， Ｃ１ ～ Ｃ６ 为积分常数，表达式较为复杂，本文仅在图 ４ 中列出挠度曲线．
由式（６）和（７）所得 ＰＮＴ 模型挠曲线为

　 　 ｗ－ ＝
ｐ０Ｌ３

６ＥＩ
ｘ－ ２（３ － ｘ－） ． （１９）

式（１９）为经典模型的挠曲线方程，无论 τ 取何值，式（１９）都不受影响，和 ＡＮＴ 模型中 τ→

４０６ 考虑非局部剪切效应的碳纳米管弯曲特性研究



０ 时的结果一致，即图 ４ 中的实线．而从图 ４ 中可见，ＡＮＴ 模型模拟了碳纳米管挠曲线随 τ 值变

化的情况，和之前的算例以及 ＭＤ 模拟结果一致，随着 τ 值增加，碳纳米管刚度增加，弯曲挠度

逐渐减小．图 ４ 中 ＭＤ 模拟结果和 τ ＝ ０．１ 的 ＡＮＴ 挠曲线最为接近，说明该 τ值为悬臂梁型碳纳

米管自由端受集中力时的合理取值，而 ＰＮＴ 模型同样无法计算出该结论．因此，通过和 ＭＤ 模

拟结果对比，ＡＮＴ 模型的合理性被进一步证实．

图 ４　 悬臂梁型碳纳米管，自由端受集中力时的挠曲线

Ｆｉｇ． ４　 Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ＣＮＴ ｕｎｄｅｒ ａ ｐｏｉｎｔ ｌｏａｄ ａｔ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｅｎｄ

３　 结　 　 论

本文从非局部弹性理论本构关系式出发，考虑到本构关系的非线性特点，通过变分原理，
推导出具有剪切变形的 ＡＮＴ 弯曲平衡方程和相应的边界条件．发现在平衡方程和边界条件

中，由非局部应力产生的弯矩 Ｍ
－

ｘｘ 已不满足经典 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁平衡关系，必须将 Ｍ
－

ｘｘ 替换为等

效弯矩 Ｍ
－

ｅｆ， 方能满足经典平衡关系．在该模型基础上，本文对受到不同边界约束条件和外载

荷的碳纳米管弯曲特性进行了详细的分析与讨论．所有计算结果均表明，基于 ＡＮＴ 模型的碳

纳米管相比没有非局部效应的碳纳米管（基于经典 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型的碳纳米管），在同等边

界条件和外载作用下，弯曲挠度减小，刚度增加．当 ＡＮＴ 悬臂梁模型受到自由端集中力作用

时，其挠度随非局部效应增加而减小，而此前的 ＰＮＴ 非局部模型，对该算例的计算结果均未显

示任何非局部影响，结果和经典模型完全相同．通过和分子动力学模拟结果对比，ＡＮＴ 模型的

合理性和可靠性得到验证．
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ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ＣＮＴ ｗｉｔｈ ｐｏｉｎｔ ｌｏａｄ ａｔ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｅｎｄ， ｗｈｉｃｈ ｄｅｐｅｎｄｓ ｏｎ ｔｈｅ ｍａｇｎｉｔｕｄｅ ｏｆ ｎｏｎｌｏｃａｌ
ｓｔｒｅｓｓ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｔｈｉｓ ｎｅｗ ｍｏｄｅｌ ｃｏｎｖｅｎｉｅｎｔｌｙ ｇｉｖｅｓ ｂｅｔｔｅｒ ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ａｂｏｕｔ ｔｈｅ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ
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６０６ 考虑非局部剪切效应的碳纳米管弯曲特性研究


