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ｅｌａｓｔｉｃ ｈａｌｆ ｐｌａｎｅ ｉｓ ｈ ； ａｎｄ ｌｏａｄｉｎｇ Ｐ ｉｓ ａｐｐｌｉｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｈａｌｆ ｐｌａｎｅ
ｗｉｔｈｉｎ ｔｈｅ ｒａｎｇｅ ｏｆ － ｂ≤ ｘ≤ ｂ ． Ｔｈｅ ｓｈｅａｒ ｍｏｄｕｌｕｓ ａｎｄ Ｐｏｉｓｓｏｎ’ｓ ｒａｔｉｏ ｏｆ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｈａｌｆ⁃
ｐｌａｎｅ ａｒｅ μ ａｎｄ ν ， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ． Ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｅｎｅｒｇｙ ｉｓ τ０ ．
１．１　 Ｓｕｒｆａｃｅ ｓｔｒｅｓｓ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ

Ｏｗｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｌａｒｇｅ ｒａｔｉｏ ｏｆ ｓｕｒｆａｃｅ ａｒｅａ ｔｏ ｖｏｌｕｍｅ， ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｓｔｒｅｓｓ ｐｌａｙｓ ａ ｋｅｙ ｒｏｌｅ
ｉｎ ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓ ｆｉｅｌｄ ｎｅａｒ ｔｈｅ ｎａｎｏｓｉｚｅｄ ｏｂｊｅｃｔｓ． Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｔｈｅｏｒｙ， ｔｈｅ ｅ⁃
ｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ａｎｄ ｔｈｅ ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓ ａｒｅ

　 　 σｉｊ， ｊ ＝ ０， （１）

８０６ ＯＵ Ｚｈｉ⁃ｙｉｎｇ　 　 　 ＷＵ Ｙａ⁃ｗｅｎ



　 　 σｉｊ ＝ ２μ εｉｊ ＋
ν

１ － ２ν
εｋｋδｉｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２）

ｗｈｅｒｅ σｉｊ ａｎｄ εｉｊ ａｒｅ ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓ ｔｅｎｓｏｒ ａｎｄ ｓｔｒａｉｎ ｔｅｎｓｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｈａｌｆ ｐｌａｎｅ， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．
Ｔｈｒｏｕｇｈｏｕｔ ｔｈｅ ｐａｐｅｒ， Ｅｉｎｓｔｅｉｎ’ ｓ ｓｕｍｍａｔｉｏｎ ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎ ｉｓ ａｄｏｐｔｅｄ ｆｏｒ ａｌｌ ｒｅｐｅａｔｅｄ Ｌａｔｉｎ
ｉｎｄｉｃｅｓ （１， ２， ３） ａｎｄ Ｇｒｅｅｋ ｉｎｄｉｃｅｓ （１， ２） ． Ｔｈｅ ｓｔｒａｉｎ ｔｅｎｓｏｒ ｉｓ ｒｅｌａｔｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
ｖｅｃｔｏｒ ｕｉｊ ｂｙ

　 　 εｉｊ ＝
１
２
（ｕｉｊ， ｊ ＋ ｕｉｊ，ｉ） ． （３）

Ａｓｓｕｍｅ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｔｅｒｉａｌ ａｄｈｅｒｅｓ ｐｅｒｆｅｃｔｌｙ ｔｏ ｉｔｓ ｂｕｌｋ ｗｉｔｈｏｕｔ ｓｌｉｐｐｉｎｇ．
Ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｏｎ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ａｒｅ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ

　 　 σβαｎβ ＋ σｓ
βα，β ＝ ０， （４）

　 　 σｉｊｎｉｎ ｊ ＝ σｓ
αβκαβ， （５）

ｗｈｅｒｅ ｎｉ ｄｅｎｏｔｅｓ ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌ ｔｏ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ， καβ ｉｓ ｔｈｅ ｃｕｒｖａｔｕｒｅ ｔｅｎｓｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ， ａｎｄ
σｓ

αβ ｉｓ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｓｔｒｅｓｓ ｔｅｎｓｏｒ． Ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｓｔｒｅｓｓ ｔｅｎｓｏｒ ａｓ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ｓｕｒｆａｃｅ ｅｎｅｒｇｙ
ｃａｎ ｂｅ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ

　 　 σｓ
αβ ＝ τ０δαβ ＋

∂τ０

∂εαβ
． （６）

Ｔｈｅ ｌａｓｔ ｔｅｒｍ ｉｎ ｅｑ． （６） ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｓ ａ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｅｎｅｒｇｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｗｉｔｈ ｒｅ⁃
ｓｐｅｃｔ ｔｏ ｅｌａｓｔｉｃ ｓｔｒａｉｎ， ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｒｅｌａｔｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｓｔｒｅｔｃｈ ｏｒ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ａｔｏｍｓ
ｔｏ ａｃｃｏｍｍｏｄａｔｅ ｔｏ ｔｈｅ ｂｕｌｋ ｐｈａｓｅ． Ｉｆ ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｔｈｅ ａｔｏｍｉｃ ｓｐａｃｉｎｇ ｉｎ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｉｓ
ｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌ， ｔｈｅ ｃｏｎｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ２ｎｄ ｔｅｒｍ ｔｏ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｉｓ ｎｅｇｌｉｇｉｂｌｙ ｓｍａｌｌ
ｃｏｍｐａｒｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｒｅｓｉｄｕａｌ ｓｕｒｆａｃｅ ｔｅｎｓｉｏｎ． Ｉｎ ｗｈａｔ ｆｏｌｌｏｗｓ， ｆｏｒ ｓｉｍｐｌｉｃｉｔｙ， ｗｅ ｎｅｇｌｅｃｔ ｔｈｅ
ｃｏｎｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ２ｎｄ ｔｅｒｍ ｉｎ ｅｑ． （６） ． Ｔｈｅｎ， ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ａｒｅ ｇｉｖｅｎ ｂｙ

　 　 σｓ
αβ ＝ τ０δαβ ． （７）

Ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｏｎ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｙ ＝ ０ ａｒｅ ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ ｔｏ
　 　 σｘｙ ＝ ０， （８）

　 　 － Ｐ － σｙｙ ＝
τ０

Ｒ（ｘ）
， （９）

ｗｈｅｒｅ Ｒ（ｘ） ｉｓ ｔｈｅ ｃｕｒｖａｔｕｒｅ ｒａｄｉｕｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｆｏｒｍｅｄ ｓｕｒｆａｃｅ．
１．２　 Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｖａｒｉａｂｌｅ ｍｅｔｈｏｄ

Ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｖａｒｉａｂｌｅ ｍｅｔｈｏｄ （Ｍｕｓｋｈｅｌｉｓｈｖｉｌｉ［１６］）， ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｃａｎ ｂｅ ｅｘ⁃
ｐｒｅｓｓｅｄ ｉｎ ｔｅｒｍｓ ｏｆ ２ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ϕ（ ｚ） ａｎｄ ψ（ ｚ）， ｗｈｉｃｈ ａｒｅ ａｎａｌｙｔｉｃ ｉｎ ｒｅｇｉｏｎ Ｒ ｓｈｏｗｎ ｉｎ
ｆｉｇ． １． Ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ａｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ϕ（ ｚ） ａｎｄ ψ（ ｚ） ａｒｅ

　 　 σｘ ＋ σｙ ＝ ２ {ϕ′（ ｚ） ＋ ϕ′（ ｚ） } ， （１０）
　 　 σｙ － σｘ ＋ ２ｉσｘｙ ＝ ２ { ｚ－ϕ″（ ｚ） ＋ ψ′（ ｚ） } ， （１１）

　 　 ２μ（ｕｘ ＋ ｉｕｙ） ＝ κϕ（ ｚ） － ｚ ϕ′（ ｚ） － ψ（ ｚ）， （１２）
ｗｈｅｒｅ ｚ ＝ ｘ ＋ ｉｙ ｉｓ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅ， κ ＝ ３ － ４ν ｉｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｌａｎｅ ｓｔｒａｉｎ ａｎｄ κ
＝ （３ － ν）（１ ＋ ν） ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｌａｎｅ ｓｔｒｅｓｓ．

Ｉｔ’ｓ ｃｏｎｖｅｎｉｅｎｔ ｔｏ ｅｘｐｒｅｓｓ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｖｉｔｙ ｉｎ ｔｅｒｍｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｔｅｇｒａｌ

９０６
Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ Ｓｕｒｆａｃｅ Ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｏｎ Ｃｏｎｔａｃｔ Ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｏｆ ａｎ Ｅｌａｓｔｉｃ Ｈａｌｆ Ｐｌａｎｅ

Ｗｉｔｈ ａ Ｃｉｒｃｕｌａｒ Ｃａｖｉｔｙ



ｏｆ ｓｕｒｆａｃｅ ｔｒａｃｔｉｏｎ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ

　 　 Ｆ（ ｓ） ＝ Ｆ１ ＋ ｉＦ２ ＝ ｉ ∫ｓ
ｓ０
（ ｔｘ ＋ ｉｔｙ）ｄｓ， （１３）

ｗｈｅｒｅ ｓ０ ｉｓ ａｎ ａｒｂｉｔｒａｒｙ ｐｏｉｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｖｉｔｙ ｂｏｕｎｄａｒｙ， ａｎｄ ｔｘ， ｔｙ ａｒｅ ｔｈｅ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ａｎｄ ｖｅｒｔｉ⁃
ｃａｌ ｔｒａｃｔｉｏｎｓ， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ． Ｔｈｕｓ ｔｈｅ ｃａｖｉｔｙ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｉｓ

　 　 Ｆｘ ＋ ｉＦｙ ＝ － ｉ［ϕ（ ｚ） ＋ ｚ ϕ′（ ｚ） ＋ ψ（ ｚ）］ ＋ Ｃ， （１４）
ｗｈｅｒｅ Ｆ（ ｓ） ｉｓ ａ ｇｉｖｅｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｃａｖｉｔｙ ｂｏｕｎｄａｒｙ， ａｎｄ Ｃ ｉｓ ａｎ ｉｎ⁃
ｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｃｏｎｓｔａｎｔ．
１．３　 Ｃｏｎｆｏｒｍａｌ ｍａｐｐｉｎｇ

Ｒｅｇｉｏｎ Ｒ ｉｎ ｚ⁃ｐｌａｎｅ ｃａｎ ｂｅ ｍａｐｐｅｄ ｃｏｎｆｏｒｍａｌｌｙ ｏｎｔｏ ａ ｒｉｎｇ ｉｎ ξ⁃ｐｌａｎｅ ｗｉｔｈ ξ ＝ １ ａｓ ｔｈｅ
ｏｕｔｅｒ ｓｕｒｆａｃｅ （ｓｔａｎｄｉｎｇ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｄ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｈａｌｆ ｐｌａｎｅ） ａｎｄ ξ ＝ α（α≤
１） ａｓ ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｒｉｎｇ （ｓｔａｎｄｉｎｇ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｄ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｌａｒ
ｈｏｌｅ）， ａｓ ｉｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ ｆｉｇ． ２．

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｈａｌｆ ｐｌａｎｅ ｂｙ ｃｏｎｆｏｒｍａｌ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ

Ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｏｎｆｏｒｍａｌ ｍａｐｐｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ， ３ ｐｏｉｎｔｓ ｚ１ ＝ ０， ｚ２ ＝ － （ｈ － ｒ）ｉ， ｚ３ ＝ － （ｈ ＋ ｒ）ｉ ｉｎ
ｚ⁃ｐｌａｎｅ ｃａｎ ｂｅ ｍａｐｐｅｄ ｔｏ ３ ｐｏｉｎｔｓ ξ１ ＝ ｉ， ξ２ ＝ αｉ， ξ３ ＝ － αｉ ｉｎ ξ⁃ｐｌａｎｅ ｂｙ

　 　
ｚ － ｚ１
ｚ － ｚ２

∶
ｚ３ － ｚ１
ｚ３ － ｚ２

＝
ξ － ξ１

ξ － ξ２
∶
ξ３ － ξ１

ξ３ － ξ２
． （１５）

Ｔｈｕｓ ｔｈｅ ｐｒｏｐｅｒ ｃｏｎｆｏｒｍａｌ ｍａｐｐｉｎｇ ｉｓ

　 　 ｚ ＝ ω（ξ） ＝ － ｉｍ １ ＋ ξ
１ － ξ

， （１６）

ｗｈｅｒｅ ｍ ＝ ｈ（１ － α２） ／ （１ ＋ α２） ． Ｔｈｅ ｇｏｖｅｒｎｉｎｇ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｉｓ ｔｈｅ ｒａｔｉｏ ｏｆ ｔｈｅ ｒａｄｉ⁃
ｕｓ ｔｏ ｔｈｅ ｄｅｐｔｈ ｏｆ ｔｈｅ ｈｏｌｅ， ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ

　 　 ｒ
ｈ

＝ ２α
１ ＋ α２ ． （１７）

Ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ω（ｚ） ｉｓ ａｎａｌｙｔｉｃ ｉｎ ｔｈｅ ｒｉｎｇ ｂｏｕｎｄｅｄ ｂｙ ｃｉｒｃｌｅｓ ｜ ξ ｜ ＝ １ ａｎｄ ｜ ξ ｜ ＝
α． Ｔｈｕｓ， ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ϕ（ ｚ） ａｎｄ ψ（ ｚ） ｂｅｃｏｍｅ ｏｎｅｓ ｏｆ ξ ａｓ

　 　 ϕ（ ｚ） ＝ ϕ（ω（ξ）） ＝ Φ（ξ）， （１８）
　 　 ψ（ ｚ） ＝ ψ（ω（ξ）） ＝ Ψ（ξ） ． （１９）
Ｔｈｉｓ ｍｅａｎｓ ｔｈａｔ ｔｈｅｙ ｃａｎ ｂｅ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ Ｌａｕｒｅｎｔ ｓｅｒｉｅｓ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ．

１．４　 Ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ｏｆ ｓｕｐｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎ
Ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｃａｎ ｂｅ ｓｏｌｖｅｄ ｗｉｔｈ ２ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｄｅｎｏｔｅｄ ｂｙ Ⅰ ａｎｄ Ⅱ ｂｅｌｏｗ ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ

０１６ ＯＵ Ｚｈｉ⁃ｙｉｎｇ　 　 　 ＷＵ Ｙａ⁃ｗｅｎ



ｔｈｅ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ｏｆ ｓｕｐｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎ［４］ ． Ｓｕｐｅｒｓｃｒｉｐｔｓ Ⅰ ａｎｄ Ⅱ ｒｅｆｅｒ ｔｏ ｔｈｅ ｆｉｅｌｄ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ａｓｓｏｃｉａｔ⁃
ｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｐｒｏｂｌｅｍｓ Ⅰ ａｎｄ Ⅱ， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

　 　 σｉｊ ＝ σⅠ
ｉｊ ＋ σⅡ

ｉｊ ， （２０）
　 　 ｕｉ ＝ ｕⅠ

ｉ ＋ ｕⅡ
ｉ ． （２１）

１．４．１　 Ｐｒｏｂｌｅｍ Ⅰ： ａ ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｈａｌｆ ｐｌａｎｅ ｕｎｄｅｒ ａ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｓｕｒｆａｃｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ
Ｉｎ ｃａｓｅ Ⅰ， ｕｎｉｆｏｒｍ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｐｒｅｓｓｕｒｅ Ｐ ａｃｔｓ ｏｖｅｒ ｒｅｇｉｏｎ ｜ ｘ ｜ ≤ ｂ． Ｗｅ ｃａｎ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ

ｓｔｒｅｓｓｅｓ［５］ ａｓ

　 　 σⅠ
ｘｘ（ｘ，ｙ） ＝ ２Ｐ

π ∫∞
０

ｙζ － １
ｓζ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷
ｓｉｎ（ｂζ）

ζ
ｃｏｓ（ｘζ）ｅ －ｙζｄζ， （２２）

　 　 σⅠ
ｙｙ（ｘ，ｙ） ＝ － ２Ｐ

π ∫∞
０

１ ＋ ｙζ
ｓζ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷
ｓｉｎ（ｂζ）

ζ
ｃｏｓ（ｘζ）ｅ －ｙζｄζ， （２３）

　 　 σⅠ
ｘｙ（ｘ，ｙ） ＝ － ２Ｐ

π ∫∞
０

ｓｉｎ（ｂζ）
（ ｓζ ＋ １）

ｓｉｎ（ｘζ）
ζ

ｙζｅ －ｙζｄζ， （２４）

ｗｈｅｒｅ ｓ ＝ τ０（１ － ν） ／ μ． Ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ａｒｅ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ

　 　 ｕⅠ（ｘ，ｙ） ＝ Ｐ
πμ ∫

∞

０

ｙζ ＋ ２ν － １
（ ｓζ ＋ １）ζ２ ｓｉｎ（ｂζ）ｓｉｎ（ｘζ）ｅ －ｙζｄζ ＋ Ｃ１， （２５）

　 　 ｗⅠ（ｘ，ｙ） ＝ Ｐ
πμ ∫

∞

０

２（１ － ν） ＋ ｙζ
（ ｓζ ＋ １）ζ２ ｓｉｎ（ｂζ）ｃｏｓ（ｘζ）ｅ －ｙζｄζ ＋ Ｃ２ ． （２６）

Ｏｎ ｆｒｅｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｙ ＝ ０， ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ａｎｄ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ａｒｅ ｇｉｖｅｎ ｂｙ

　 　 σⅠ
ｘｘ（ｘ，０） ＝ σⅠ

ｙｙ（ｘ，０） ＝ － ２Ｐ
π ∫∞

０

ｓｉｎ（ ｔ）
ｔ

ｓ
ｂ
ｔ ＋ １æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

ｃｏｓ ｘ
ｂ
ｔæ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ， （２７）

　 　 ｕⅠ（ｘ，０） ＝ － Ｐ １ － ２ν( ) ｂ
πν ∫∞

０

ｓｉｎ（ ｔ）
ｔ２

ｓ
ｂ
ｔ ＋ １æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

ｓｉｎ ｘ
ｂ
ｔæ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ， （２８）

　 　 ｗⅠ（ｘ，０） ＝ ２Ｐ（１ － ν）ｂ
πμ ∫∞

０

ｓｉｎ（ ｔ）
ｔ２

ｓ
ｂ

ｔ ＋ １æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

ｃｏｓ ｘ
ｂ
ｔæ

è
ç

ö

ø
÷ － ｃｏｓ

ｒ０
ｂ

ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｔ． （２９）

１．４．２　 Ｐｒｏｂｌｅｍ Ⅱ： ａ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｈｏｌｅ ｅｍｂｅｄｄｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｈａｌｆ ｐｌａｎｅ ｕｎｄｅｒ ａ
ｕｎｉｆｏｒｍ ｒａｄｉａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｏｆ ｍａｇｎｉｔｕｄｅ Ｔ ｏｎ ｔｈｅ ｃａｖｉｔｙ ｂｏｕｎｄａｒｙ

Ｔｏ ｓｏｌｖｅ ｐｒｏｂｌｅｍ Ⅱ， ｔｈｅ ｐｒｏｐｅｒ ｃｏｍｐｌｅｘ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ Ｌａｕｒｅｎｔ ｓｅｒｉｅｓ ｉｓ ｉｎ⁃
ｔｒｏｄｕｃｅｄ ａｓ

　 　 ΦⅡ ＝ ΦⅡ（ξ） ＝ ∑
∞

ｋ ＝ ０
ａｋξｋ ＋ ∑

∞

ｋ ＝ １
ｂｋξｋ， （３０）

　 　 ΨⅡ ＝ ΨⅡ（ξ） ＝ ∑
∞

ｋ ＝ ０
ｃｋξｋ ＋ ∑

∞

ｋ ＝ １
ｄｋξｋ， （３１）

ｗｈｅｒｅ ａｋ，ｂｋ，ｃｋ，ｄｋ ａｒｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｔｏ ｂｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ．
Ｓｔｒｅｓｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ϕ（ξ） ａｎｄ ψ（ξ） ｃａｎ ｂｅ ｅａｓｉｌｙ ｆｏｕｎｄ ｔｏ ｂｅ

　 　 ϕⅡ（ξ）
Ｌ

＝ － ２ｉ（１ ＋ α２） ＋ ２ｉξ ＋ ２ｉα２

ξ
， （３２）

　 　 ψⅡ（ξ）
Ｌ

＝ － ３ｉ（１ ＋ α２） ＋ ２ｉα２ξ ＋ ｉξ２ ＋ ２ｉ
ξ

＋ ｉα２

ξ２ ， （３３）

ｗｈｅｒｅ

１１６
Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ Ｓｕｒｆａｃｅ Ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｏｎ Ｃｏｎｔａｃｔ Ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｏｆ ａｎ Ｅｌａｓｔｉｃ Ｈａｌｆ Ｐｌａｎｅ

Ｗｉｔｈ ａ Ｃｉｒｃｕｌａｒ Ｃａｖｉｔｙ



　 　 Ｌ ＝ α２Ｔｈ
（１ － α２）（１ － α４）

．

Ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇ ｅｑ． （１６） ｉｎｔｏ ｅｑ． （３２） ａｎｄ （３３）， ｗｅ ｏｂｔａｉｎ ｓｔｒｅｓｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ϕⅡ（ ｚ） ａｎｄ
ψⅡ（ ｚ） ｉｎ ｚ⁃ｐｌａｎｅ ａｓ

　 　 ϕⅡ（ ｚ） ＝ － ４ｚｈＡＢ２

ｚ２Ａ２ ＋ ｈ２Ｂ２ Ｌ － ４ｉ ｈ２ＡＢ２

ｚ２Ａ２ ＋ ｈ２Ｂ２ Ｌ， （３４）

　 　 ψⅡ（ ｚ） ＝ １ ＋ ８ｚｈ３ＡＢ４

（ ｚ２Ａ２ ＋ ｈ２Ｂ２） ２ Ｌ － ｉＡ ５ｚ２Ａ２ ＋ ｈ２Ｂ２ ＋ ６ｚ２ｈ２Ａ２Ｂ２

ｚ２Ａ２ ＋ ｈ２Ｂ２ Ｌ． （３５）

Ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇ ｅｑ． （３４） ａｎｄ （３５） ｉｎｔｏ ｅｑ． （１０）， （１１） ａｎｄ （１２）， ａｎｄ ｇｉｖｅｎ ｙ ＝ ０， ｔｈｅ ｓｕｒ⁃
ｆａｃｅ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ａｒｅ ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ ｔｏ

　 　
σⅡ

ｘｘ（ｘ，０）
Ｌ

＝ ８ｈＡＢ２ ｘ２Ａ２ － ｈ２Ｂ２

（ ｚ２Ａ２ ＋ ｈ２Ｂ２） ２
＋ ８ｈ３ＡＢ４ ３ｘ２Ａ２ － ｈ２Ｂ２

（ ｚ２Ａ２ ＋ ｈ２Ｂ２） ３， （３６）

　 　
σⅡ

ｙｙ
（ｘ，０）
Ｌ

＝ ８ｈＡＢ２ ３ｘ２ｈ２Ａ２Ｂ２ － ｘ４Ａ４ ＋ ｘ２Ａ２ － ｈ２Ｂ２

（ｘ２Ａ２ ＋ ｈ２Ｂ２） ２
＋ ８ｈ２Ａ２Ｂ４ ｈ２Ｂ２ － ３ｘ２Ａ２

（ｘ２Ａ２ ＋ ｈ２Ｂ２） ３ ． （３７）

Ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ａｒｅ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ

　 　 ｕⅡ（ｘ，０）
（Ａ － １）Ｔｈ

＝ － ４ｘ （κｈ ＋ ２ｈ － １）ｈ２Ｂ２ ＋ （κｈ ＋ １）ｘ２Ａ２

（ｘ２Ａ２ ＋ ｈ２Ｂ２） ２ ， （３８）

　 　 ｗⅡ（ｘ，０）
（Ａ － １）Ｔｈ

＝

　 　 　 　 （２ ＋ ３Ｂ２ － ４Ａ）ｘ２Ａ２Ｂ －２ ＋ （３Ｂ２ ＋ Ａ － ５）ｈ２ － （ｘ２Ａ２Ｂ －２ － ｈ２） ２ ＋ ８ｘｈ２Ａ３

（ｘ２Ａ２ ＋ ｈ２Ｂ２） ２
－

　 　 　 　 ４κｈ２Ｂ２（Ａ － １） －１

ｘ２Ａ２ ＋ ｈ２Ｂ２ ， （３９）

ｗｈｅｒｅ Ａ ＝ １ ＋ α２， Ｂ ＝ １ － α２ ．

２　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ
Ｉｔ ｉｓ ｉｎｓｔｒｕｃｔｉｖｅ ｔｏ ｅｘａｍｉｎｅ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｏｒ ｄｉｓ⁃

ｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｏｎ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｓｕｒｆａｃｅ ａｎｄ ｃｏｍｐａｒｅ ｔｈｅｍ ｗｉｔｈ ｔｈｏｓｅ ｏｕｔ ｏｆ ｔｈｅ ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ
ｔｈｅｏｒｙ． Ｉｎ ｗｈａｔ ｆｏｌｌｏｗｓ， ｗｅ ｓｅｔ Ｐ ＝ Ｔ， μ ＝ １４．５ ＧＰａ［１７］， ν ＝ ０．４， τ０ ＝ ０．１ Ｊ ／ ｍ２， ｈ ／ ｒ ＝ １．５ ａｎｄ
ｂ ／ ｒ ＝ ３．

Ａｓ ｉｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ ｅｑ． （２７）， ｔｈｅ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ σｘｘ ａｎｄ σｙｙ ｄｅｐｅｎｄ ｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｓ ／ ｂ ． Ｔｈｕｓ ｔｈｅ
ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｓｕｐｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｅｑ． （２７）， （３６） ａｎｄ （３７） ａｒｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｓｉｚｅ ｏｆ ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｈｏｌｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｈａｌｆ ｐｌａｎｅ， ｗｈｅｒｅ ｗｅ ｓｅｔ ｘ ／ ｒ ＝ １．

Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｗａｎｇ ａｎｄ Ｆｅｎｇ［５］， ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｓ ／ ｂ ｆｏｒ ｍｅｔａｌｓ ａｒｅ ａｂｏｕｔ ０．０ ｔｏ
２．０， ｗｈｅｒｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｓ ／ ｂ ＝ ０ ｉｓ ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｅｌａｓｔｉｃ ｒｅｓｕｌｔｓ． Ｗｈｅｎ ｌｏａｄｉｎｇ ｓｉｚｅ
ｂ ｉｓ ｃｏｍｐａｒａｂｌｅ ｔｏ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｓ ， ｉ． ｅ．， ｏｆ ｔｈｅ ｏｒｄｅｒ ｏｆ ｎａｎｏｍｅｔｅｒｓ， ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｓｕｒｆａｃｅ
ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｗｉｌｌ ｂｅ ｐｒｏｍｉｎｅｎｔ． Ｉｔ ｉｓ ａｌｓｏ ｆｏｕｎｄ ｆｒｏｍ ｆｉｇ． ３ ａｎｄ ｆｉｇ． ４ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌ ａｎｄ ｔａｎｇｅｎ⁃
ｔｉａｌ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｃｈａｎｇｅ ｓｍｏｏｔｈｌｙ， ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ２ ｌｏｗｅｒ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ
ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｔｈｅｏｒｙ． Ｉｎ ａｄｄｉｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｇｏｅｓ ｕｐ ａｆｔｅｒ ａ ｒａｐｉｄ ｄｅｃｌｉｎｅ，
ｗｈｉｌｅ ｔｈｅ ｔａｎｇｅｎｔｉａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｇｏｅｓ ｄｏｗｎ ｓｌｏｗｌｙ ａｆｔｅｒ ａ ｒａｐｉｄｌｙ ｄｅｃｌｉｎｅ ａｒｏｕｎｄ ｒ ＝ ０．２．

２１６ ＯＵ Ｚｈｉ⁃ｙｉｎｇ　 　 　 ＷＵ Ｙａ⁃ｗｅｎ



Ｆｉｇ． ５ ａｎｄ ｆｉｇ． ６ ｓｈｏｗ ｔｈｅ ｖａｒｉｏｕｓ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅｓ ｆｏｒ ｓ ／ ｂ ＝ １ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｏ⁃
ｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｈａｌｆ ｐｌａｎｅ． Ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｓｅｅｎ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｄｒａｓｔｉｃａｌｌｙ ｄｅｃｌｉｎｅｓ ｗｉｔｈ ｒ ｗｈｅｎ
ｒ ｉｓ ｓｍａｌｌ ｅｎｏｕｇｈ． Ｉｎ ｆｉｇ． ５， ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｃｈａｎｇｅｓ ｇｅｎｔｌｙ ｗｉｔｈ ｒ ａｒｏｕｎｄ ｒ ＝ ０．２，ｗｈｉｌｅ ｔｈｅ
ｔａｎｇｅｎｔｉａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｒｅｄｕｃｅｓ ｓｌｏｗｌｙ ａｒｏｕｎｄ ｒ ＝ ０．３．

Ｆｉｇ． ３　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌ ｓｔｒｅｓｓ Ｆｉｇ． ４　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｔａｎｇｅｎｔｉａｌ ｓｔｒｅｓｓ

Ｆｉｇ． ５　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｏｎ Ｆｉｇ． ６　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｔａｎｇｅｎｔｉａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｏｎ
ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ
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带有圆柱形孔洞弹性半空间的表面效应分析

欧志英，　 武雅文

（兰州理工大学 理学院， 兰州 ７３００５０）

摘要：　 针对表面应力在纳米结构控制机械响应中的重要性，利用复变函数的基本方法，研究了含

有圆柱形孔洞的弹性半空间的表面应力问题．将含有缺陷的接触问题分解为均匀介质的接触问题

和无外载荷的非均匀介质的接触问题两部分进行分析．结果显示：接触表面的应力和位移有很强的

尺寸依赖性，同时表面位移可以用表面应力函数表示．

关 键 词：　 表面应力；　 纳米孔洞；　 半空间；　 均布载荷
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