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摘要：　 二元切触有理插值是有理插值的一个重要内容，而降低其函数的次数和解决其函数的存

在性是有理插值的一个重要问题．二元切触有理插值算法的可行性大都是有条件的，且计算复杂度

较大，有理函数的次数较高．利用二元 Ｈｅｒｍｉｔｅ（埃米特）插值基函数的方法和二元多项式插值误差

性质，构造出了一种二元切触有理插值算法并将其推广到向量值情形．较之其它算法，有理插值函

数的次数和计算量较低．最后通过数值实例说明该算法的可行性是无条件的，且计算量低．
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引　 　 言

切触有理插值是类似于多项式 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值的一种插值．二元切触有理插值问题是一元切

触有理插值问题的自然推广．由于其插值节点的复杂性，它比一元情形要困难得多．目前关于

切触有理插值的研究主要集中在一元情形．文献［１］将切触有理插值的非线性问题转化为线性

问题．文献［２］证明了切触有理插值函数的存在性及唯一性．文献［３］利用连分式的方法给出了

一种经典的切触有理插值算法．文献［４⁃５］利用 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｐａｄé 逼近方法给出了一种切触有理插

值算法．文献［６］利用 Ｈｅｒｍｉｔｅ⁃Ｎｅｗｔｏｎ 插值公式给出了一个判断切触有理插值函数存在性的充

要条件．文献［７］给出了切触有理插值的 Ｎｅｖｉｌｌｅ（内维尔）递推算法．文献［８］利用 Ｈｅｒｍｉｔｅ 基函

数和多项式插值误差公式的方法，给出了一种切触有理插值算法，降低了有理插值函数的次

数．关于二元切触有理插值的研究较少，且大都针对矩形网格上的切触有理函数的构造方法．
所谓的二元切触有理插值问题就是在矩形网格

　 　 Πｍ，ｎ ＝ { （ｘｉ，ｙ ｊ） ／ （ｘｉ，ｙ ｊ） ∈ Ｒ２， ｉ ＝ ０，１，…，ｓ； ｊ ＝ ０，１，…，ｔ } （１）
上寻求二元有理函数 ｒ（ｘ，ｙ） ＝ ｐ（ｘ，ｙ） ／ ｑ（ｘ，ｙ）， 使之满足下列插值条件：
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其中 ｕ ＝ ０，１，…，ｍｉ － １；ｖ ＝ ０，１，…，ｎ ｊ － １．ｐ（ｘ，ｙ），ｑ（ｘ，ｙ） 均是二元多项式．
文献［９］利用文献［１０⁃１１］中 Ｎｅｗｔｏｎ 插值的思想和分段组合的方法，给出了一种矩形网

格上的二元切触有理插值算法，不仅算法的可行性是无条件的，且有理函数次数较低．文献

［１２］给出了一种混合 Ｔｈｉｅｌｅ⁃Ｗｅｒｎｅｒ 型切触有理插值算法，但有理函数次数较高．文献［１３］利
用 Ｓａｌｚｅｒ 型插值连分式和扩展的 Ｎｅｗｔｏｎ 插值多项式构造的算法，具有很好的逼近效果．文献

［１４］将在切触有理插值中起重要作用的 Ｓａｌｚｅｒ 定理推广到了多元向量的情形．上述结果虽然

很好，但算法的可行性大都是有条件的，且计算复杂度较高．本文利用二元多项式插值的误差

性质及 Ｈｅｒｍｉｔｅ 基函数的方法，建立一种二元有理函数插值公式，并将其推广到向量值情形．较
之其它算法，不仅算法的可行性是无条件的，且具有有理函数次数较低、计算量较小等特点．

１　 切触有理插值公式

下面就 ｍｉ ＝ ２，ｉ ＝ ０，１，…，ｍ；ｎ ｊ ＝ ２， ｊ ＝ ０，１，…，ｎ 的情形进行讨论．

设 αｉ（ｘ），βｉ（ｘ） 分别表示一元 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值对于变量 ｘ 的基函数，同时 α ｊ（ｙ），β ｊ（ｙ） 表示

对于变量 ｙ 的基函数，且满足下列条件：

　 　
αｉ（ｘｋ） ＝ δｉｋ ＝

０，　 　 ｉ ≠ ｋ，
１，　 　 ｉ ＝ ｋ，{ α′ｉ（ｘｋ） ＝ ０，

βｉ（ｘｋ） ＝ ０， β′ｉ（ｘｋ） ＝ δｉｋ，　 　 ｉ，ｋ ＝ ０，１，…，ｓ，
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（３）

　 　
α ｊ（ｙｌ） ＝ δ ｊｌ ＝

０，　 　 ｊ ≠ ｌ，
１，　 　 ｊ ＝ ｌ，{ α′ｊ（ｙｌ） ＝ ０，

β ｊ（ｙｌ） ＝ ０， β′ｊ（ｙｌ） ＝ δ ｊｌ，　 　 ｊ，ｌ ＝ ０，１，…，ｔ ．
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（４）

定义有理函数如下：
　 　 λ ｉｊ（ｘ，ｙ） ＝

　 　 　 　
ｑｉｊαｉ（ｘ）α ｊ（ｙ） ＋ ｑ（１，０）

ｉｊ α ｊ（ｙ）βｉ（ｘ） ＋ ｑ（０，１）
ｉｊ αｉ（ｘ）β ｊ（ｙ） ＋ ｑ（１，１）

ｉｊ βｉ（ｘ）β ｊ（ｙ）
ｑ（ｘ，ｙ）

，

其中

　 　 ｑ（ｘ，ｙ） ＝ ∑
ｓ

ｉ ＝ ０
∑

ｔ

ｊ ＝ ０
［ｑｉｊαｉ（ｘ）α ｊ（ｙ） ＋ ｑ（１，０）

ｉｊ α ｊ（ｙ）βｉ（ｘ） ＋

　 　 　 　 ｑ（０，１）
ｉｊ αｉ（ｘ）β ｊ（ｙ） ＋ ｑ（１，１）

ｉｊ βｉ（ｘ）β ｊ（ｙ）］ ．
直接验证 λ ｉｊ（ｘ，ｙ） 具有如下性质：

１） λ ｉｊ（ｘ，ｙ） 是［（２ｓ ＋ １，２ｔ ＋ １） ／ （２ｓ ＋ １，２ｔ ＋ １）］ 型有理函数； （５）

２） λ ｉｊ（ｘｋ，ｙｌ） ＝
１，　 　 ｉ ＝ ｋ， ａｎｄ ｊ ＝ ｌ
０，　 　 ｉ ≠ ｋ， ｏｒ ｊ ≠ ｌ{ （ ｉ，ｋ ＝ ０，１，…，ｓ； ｊ，ｌ ＝ ０，１，…，ｔ）； （６）

３）
∂λ ｉｊ（ｘｋ，ｙｌ）

∂ｘ
＝
∂λ ｉｊ（ｘｋ，ｙｌ）

∂ｙ
＝
∂２λ ｉｊ（ｘｋ，ｙｌ）

∂ｘ∂ｙ
＝ ０

　 　 （ ｉ，ｋ ＝ ０，１，…，ｓ； ｊ，ｌ ＝ ０，１，…，ｔ） ． （７）
先讨论二元数量值切触有理插值问题．引入插值算子如下：

０６６ 荆　 　 科　 　 　 康　 　 宁



　 　 ｐｉｊ（ｘ，ｙ） ＝ （ｘ － ｘｉ）（ｙ － ｙ ｊ） ｆ （１，１）
ｉｊ ＋ （ｘ － ｘｉ） ｆ （１，０）

ｉｊ ＋ （ｙ － ｙ ｊ） ｆ （０，１）
ｉｊ ＋ ｆｉｊ ． （８）

显然

　 　 ｐｉｊ（ｘｉ，ｙ ｊ） ＝ ｆｉｊ，
∂ｐｉｊ（ｘｉ，ｙ ｊ）

∂ｘ
＝ ｆ （１，０）

ｉｊ ，
∂ｐｉｊ（ｘｉ，ｙ ｊ）

∂ｙ
＝ ｆ （０，１）

ｉｊ ，
∂２ｐｉｊ（ｘｉ，ｙ ｊ）

∂ｘ∂ｙ
＝ ｆ （１，１）

ｉｊ

（ ｉ ＝ ０，１，…，ｓ； ｊ ＝ ０，１，…，ｔ） ．
定理 １　 对于给定插值节点（１）和相应函数值 ｆｉｊ 及其偏导数值 ｆ （ｕ，ｖ）

ｉｊ ，

　 　 ｒ（ｘ，ｙ） ＝ ∑
ｓ
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∑

ｔ
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λ ｉｊ（ｘ，ｙ）ｐｉｊ（ｘ，ｙ） （９）

是满足插值条件的二元切触有理插值函数．
证明

　 　 ｒ（ｘｋ，ｙｌ） ＝ ∑
ｓ

ｉ ＝ ０
∑

ｔ

ｊ ＝ ０
λ ｉｊ（ｘｋ，ｙｌ）ｐｉｊ（ｘｋ，ｙｌ） ＝ ｐｋｌ（ｘｋ，ｙｌ） ＝ ｆｋｌ，
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（ ｉ ＝ ０，１，…，ｓ； ｊ ＝ ０，１，…，ｔ） ．
可以看出由式（９）得到的二元切触有理函数满足插值条件，但缺点是有理函数的次数太

高．为了解决这个问题，引入下列记号：
　 　 ｆｖｕ ＝ ｆ（ｘ０，ｘ１，…，ｘｖ；ｙ０，ｙ１，…，ｙｕ） ．
当 ｖ ＝ ２ｋ，ｋ ∈ Ｚ
　 　 ｆｖｕ ＝ ｆ（ｘ０，ｘ０，ｘ１，ｘ１，…，ｘｋ，ｘｋ；ｙ０，ｙ１，…，ｙｕ），
　 　 ｘｖ ＝ （ｘ － ｘ０） ２（ｘ － ｘ１） ２…（ｘ － ｘｋ） ２ ．
当 ｖ ＝ ２ｋ ＋ １，ｋ ∈ Ｚ
　 　 ｆｖｕ ＝ ｆ（ｘ０，ｘ０，ｘ１，ｘ１，…，ｘｋ，ｘｋ，ｘｋ＋１；ｙ０，ｙ１，…，ｙｕ），
　 　 ｘｖ ＝ （ｘ － ｘ０） ２（ｘ － ｘ１） ２…（ｘ － ｘｋ） ２（ｘ － ｘｋ＋１） ．
同样对于 ｕ ＝ ２ｋ，ｋ ∈ Ｚ，ｕ ＝ ２ｋ ＋ １，ｋ ∈ Ｚ 也是一样．
用文献［１５］中的二元多项式插值公式可类似证明下述定理．

１６６矩形网格上的二元切触有理插值



定理 ２　 矩形网格（１）上满足函数值 ｆｉｊ 及其偏导数值 ｆ （ｕ，ｖ）
ｉｊ 的二元 Ｈｅｒｍｉｔｅ 多项式插值公

式为

　 　 ｆ（ｘ，ｙ） ＝ ∑
２ｓ

ｖ ＝ ０
∑

２ｔ

ｕ ＝ ０
ｆｖｕｘｖｙｕ ＋ ｒ（ｘ，ｙ）， （１０）

其中

　 　 ｅ（ｘ，ｙ） ＝
ω ２ｓ＋１（ｘ）

（２ｓ ＋ １）！
ｆ （２ｓ＋１）
ｘ （ξ，ｙ） ＋

ω ２ｔ ＋１（ｙ）
（２ｔ ＋ １）！

ｆ （２ｔ ＋１）
ｘ （ｘ，η） －

　 　 　 　
ω ２ｓ＋１（ｘ）ω ２ｔ ＋１（ｙ）

（２ｓ ＋ １）！ （２ｔ ＋ １）！
ｆ （２ｓ＋１，２ｔ ＋１）
ｘｙ （ξ

－
，η－ ） ． （１１）

此处 ξ 和 ξ
－
落在包含 ｘ，ｘ０，ｘ１，…，ｘｓ 的最小区间内，而 η 和 η－ 落在包含 ｙ，ｙ０，ｙ１，…，ｙｔ 的最

小区间内．
证明　 根据一元 Ｎｅｗｔｏｎ 差商插值公式有

　 　 ｆ（ｘ，ｙ） ＝ ∑
２ｓ

ｖ ＝ ０
ｘｖ ｆ（ｘ０，ｘ１，…，ｘｖ；ｙ） ＋ ｘ２ｓ＋１ ｆ（ｘ，ｘ０，ｘ１，…，ｘｖ；ｙ），

　 　 ｆ（ｘ０，ｘ１，…，ｘｖ；ｙ） ＝ ∑
２ｔ

ｕ ＝ ０
ｆｖｕｙｕ ＋ ｙ２ｔ ＋１ ｆ（ｘ０，ｘ１，…，ｘｖ；ｙ，ｙ０，ｙ１，…，ｙ２ｔ） ．

则

　 　 ｆ（ｘ，ｙ） ＝ ∑
２ｓ

ｖ ＝ ０
∑

２ｔ

ｕ ＝ ０
ｆｖｕｘｖｙｕ ＋ ｒ（ｘ，ｙ），

其中

　 　 ｅ（ｘ，ｙ） ＝ ｘ２ｓ＋１ ｆ（ｘ，ｘ０，ｘ１，…，ｘ２ｓ；ｙ） ＋ ｙ２ｔ ＋１ ｆ（ｘ；ｙ，ｙ０，ｙ１，…，ｙ２ｔ） －
　 　 　 　 ｘ２ｓ＋１ｙ２ｔ ＋１ ｆ（ｘ，ｘ０，ｘ１，…，ｘ２ｓ；ｙ，ｙ０，ｙ１，…，ｙ２ｔ） －
　 　 　 　 ｘ２ｓ＋１ｙ２ｔ ＋１ ｆ（ｘ，ｘ０，ｘ１，…，ｘ２ｓ；ｙ，ｙ０，ｙ１，…，ｙ２ｔ） ．
推论 １　 如果 ｆ（ｘ，ｙ） 是 ｘ，ｙ的次数分别不超过 ２ｓ ＋ １，２ｔ ＋ １ 的二元代数多项式，则它在矩

形网格（１）上的二元 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值多项式 ｐ（ｘ，ｙ） ∈ Ｐ２ｓ＋１，２ｔ ＋１ 恒等于 ｆ（ｘ，ｙ）； 有时也说插值是

精确的．
根据文献［１６］的推论 １，类似地可以证明上述推论 １．
为了降低切触有理插值函数的次数和解决切触有理插值函数的存在性问题，本文设

　 　 ｑ（ｘ，ｙ） ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ ０
∑

ｎ

ｊ ＝ ０
ω ｉ（ｘ）ω ｊ（ｙ），

因为当 ｋ ＝ ｍ，…，ｓ；ｌ ＝ ｎ，…，ｔ，ω ｉｊ（ｘｋ，ｙｌ） ＞ ０，否则 ω ｉｊ（ｘｋ，ｙｌ） ＝ １，所以 ｑ（ｘ，ｙ） 在矩形网格（１）
上的函数值 ｑｉｊ 大于 ０．设 ｑｉｊ，ｑ（１，０）

ｉｊ ，ｑ（０，１）
ｉｊ ，ｑ（１，１）

ｉｊ 是二元多项式 ｑ（ｘ，ｙ） 在矩形网格（１） 上的函数

值和偏导数值，根据推论 １，ｑ（ｘ，ｙ） 在矩形网格（１）上的二元 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值多项式就是本身，其
中 ｍ ≤ ２ｓ ＋ １，ｎ ≤ ２ｔ ＋ １ 为正整数．所以可得 ｒ（ｘ，ｙ） 是［（２ｓ ＋ ２，２ｔ ＋ ２） ／ （ｍ，ｎ）］ 型有理函

数．且

　 　 ｒ（ｘ，ｙ） ＝ ∑
ｓ

ｉ ＝ ０
∑

ｔ

ｊ ＝ ０
［ｑｉｊα ｉ（ｘ）α ｊ（ｙ） ＋ ｑ（１，０）

ｉｊ α ｊ（ｙ）β ｉ（ｘ） ＋

　 　 　 　 ｑ（０，１）
ｉｊ α ｉ（ｘ）β ｊ（ｙ） ＋ ｑ（１，１）

ｉｊ β ｉ（ｘ）β ｊ（ｙ）］ｐｉｊ（ｘ，ｙ） ∑
ｓ

ｉ ＝ ０
∑

ｔ

ｊ ＝ ０
［ｑｉｊα ｉ（ｘ）α ｊ（ｙ） ＋
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　 　 　 　 ｑ（１，０）
ｉｊ α ｊ（ｙ）β ｉ（ｘ） ＋ ｑ（０，１）

ｉｊ α ｉ（ｘ）β ｊ（ｙ） ＋ ｑ（１，１）
ｉｊ β ｉ（ｘ）β ｊ（ｙ）］ ＝

　 　 　 　 ∑
ｓ

ｉ ＝ ０
∑

ｔ

ｊ ＝ ０
［ｑｉｊα ｉ（ｘ）α ｊ（ｙ） ＋ ｑ（１，０）

ｉｊ α ｊ（ｙ）β ｉ（ｘ） ＋ ｑ（０，１）
ｉｊ α ｉ（ｘ）β ｊ（ｙ） ＋

　 　 　 　 ｑ（１，１）
ｉｊ β ｉ（ｘ）β ｊ（ｙ）］ｐｉｊ（ｘ，ｙ） ∑

ｍ

ｉ ＝ ０
∑

ｎ

ｊ ＝ ０
ω ｉ（ｘ）ω ｊ（ｙ） ＝

　 　 　 　 ∑
ｓ

ｉ ＝ ０
∑

ｔ

ｊ ＝ ０
［ｑｉｊα ｉ（ｘ）α ｊ（ｙ） ＋ ｑ（１，０）

ｉｊ α ｊ（ｙ）β ｉ（ｘ） ＋ ｑ（０，１）
ｉｊ α ｉ（ｘ）β ｊ（ｙ） ＋

　 　 　 　 ｑ（１，１）
ｉｊ β ｉ（ｘ）β ｊ（ｙ）］ｐｉｊ（ｘ，ｙ） ［ａｍ，ｎｘｍｙｎ ＋ ａｍ，ｎ－１ｘｍｙｎ－１ ＋ ａｍ－１，ｎｘｍ－１ｙｎ ＋

　 　 　 　 ａｍ－１，ｎ－１ｘｍ－１ｙｎ－１ ＋ … ＋ ａ１，１ｘｙ ＋ ａ１，０ｘ ＋ ａ０，１ｙ ＋ ａ０，０］ ． （１２）
式（１２）就是给出的一般二元切触有理插值公式．通过选取不同次数的多项式 ｑ（ｘ，ｙ） 可以

得到不同次数类型的有理插值函数．相比其它算法具有下列优点：
１） 式（１２）的分母多项式，可以是在矩形网格（１）上，函数值不为 ０ 的任意属于 Ｐ２ｓ＋１，２ｔ ＋１ 的

二元代数多项式，这样就可以大大降低分母多项式的次数．
２） 其它方法计算分母多项式需要很大的计算量，而本文是直接给出的显式表达式．
３） 本文无论分母多项式次数是多少，分子多项式中的基函数 α ｉ（ｘ），β ｉ（ｘ），α ｊ（ｙ），β ｊ（ｙ）

及 ｐｉｊ（ｘ，ｙ） 始终不变，这样当改变有理函数的次数类型时，就减少了很大的计算量．
下面讨论向量值切触有理插值函数的算法．引入插值算子如下：
　 　 Ｎｉｊ（ｘ，ｙ） ＝ （ｘ － ｘｉ）（ｙ － ｙ ｊ）Ｖ（１，１）

ｉｊ ＋ （ｘ － ｘｉ）Ｖ（１，０）
ｉｊ ＋ （ｙ － ｙ ｊ）Ｖ（０，１）

ｉｊ ＋ Ｖｉｊ ． （１３）
显然

　 　 Ｎｉｊ（ｘｉ，ｙ ｊ） ＝ Ｖｉｊ，
∂Ｎｉｊ（ｘｉ，ｙ ｊ）

∂ｘ
＝ Ｖ（１，０）

ｉｊ ，
∂Ｎｉｊ（ｘｉ，ｙ ｊ）

∂ｙ
＝ Ｖ（０，１）

ｉｊ ，
∂２Ｎｉｊ（ｘｉ，ｙ ｊ）

∂ｘ∂ｙ
＝ Ｖ（１，１）

ｉｊ ．

定理 ３　 给定插值节点（１）和相应向量值 Ｖｉｊ 及向量偏导数值 Ｖ（ｕ，ｖ）
ｉｊ ， 则

　 　 Ｒ（ｘ，ｙ） ＝ ∑
ｓ

ｉ ＝ ０
∑

ｔ

ｊ ＝ ０
λ ｉｊ（ｘ，ｙ）Ｎｉｊ（ｘ，ｙ） （１４）

是满足插值条件的二元向量值切触有理插值函数．
事实上，将定理 １ 中的函数换成向量，采用类似的方法即可证明．同理可得

　 　 Ｒ（ｘ，ｙ） ＝ ∑
ｓ

ｉ ＝ ０
∑

ｔ

ｊ ＝ ０
［ｑｉｊα ｉ（ｘ）α ｊ（ｙ） ＋ ｑ（１，０）

ｉｊ α ｊ（ｙ）β ｉ（ｘ） ＋ ｑ（０，１）
ｉｊ α ｉ（ｘ）β ｊ（ｙ） ＋

　 　 　 　 ｑ（１，１）
ｉｊ β ｉ（ｘ）β ｊ（ｙ）］Ｎｉｊ（ｘ，ｙ） ［ａｍ，ｎｘｍｙｎ ＋ ａｍ，ｎ－１ｘｍｙｎ－１ ＋

　 　 　 　 ａｍ－１，ｎｘｍ－１ｙｎ ＋ ａｍ－１，ｎ－１ｘｍ－１ｙｎ－１ ＋ … ＋ ａ１，１ｘｙ ＋ ａ１，０ｘ ＋ ａ０，１ｙ ＋ ａ０，０］ ． （１５）
式（１５）就是给出的一般二元向量值切触有理插值公式．通过选取不同次数的多项式 ｑ（ｘ，

ｙ） 可以得到不同的次数类型的二元向量值有理插值函数，且相比其它算法同样具有上述的几

个优点．

２　 数 值 例 子

通过下面的数值例子可以验证本文有理插值公式的算法可行性是无条件的，具有计算量

较低、有理函数次数较低等特点．
例 １　 已知
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　 　 ｘ０ ＝ ０， ｘ１ ＝ １， ｙ０ ＝ ０， ｙ１ ＝ １， ｆ００ ＝ ０， ｆ （０，１）
００ ＝ ０， ｆ （１，０）

００ ＝ １， ｆ （１，１）
００ ＝ ３，

　 　 ｆ０１ ＝ １， ｆ （０，１）
０１ ＝ １， ｆ （１，０）

０１ ＝ ２， ｆ （１，１）
０１ ＝ － ５， ｆ１０ ＝ － １， ｆ （０，１）

１０ ＝ － １， ｆ （１，０）
１０ ＝ １，

　 　 ｆ （１，１）
１０ ＝ － １， ｆ１１ ＝ ０， ｆ （０，１）

１１ ＝ ０， ｆ （１，０）
１１ ＝ １， ｆ （１，１）

１１ ＝ ４，
试用式（１２）求分母多项式次数为（１，０）的二元切触有理插值函数，使之满足上述插值条件．

解　 根据题意，由 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值基函数可得

　 　

α０（ｘ） ＝ ２ｘ３ － ３ｘ２ ＋ １， α１（ｘ） ＝ － ２ｘ３ ＋ ３ｘ２，

β ０（ｘ） ＝ ｘ３ － ２ｘ２ ＋ ｘ， β １（ｘ） ＝ ｘ３ － ｘ２；

α０（ｙ） ＝ ２ｙ３ － ３ｙ２ ＋ １， α１（ｙ） ＝ － ２ｙ３ ＋ ３ｙ２，

β ０（ｙ） ＝ ｙ３ － ２ｙ２ ＋ ｙ， β １（ｙ） ＝ ｙ３ － ｙ２ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

由式（８）的插值算子公式得

　 　
ｐ００（ｘ，ｙ） ＝ ３ｘｙ ＋ ｘ， ｐ０１（ｘ，ｙ） ＝ － ５ｘｙ ＋ ７ｘ ＋ ｙ，

ｐ１０（ｘ，ｙ） ＝ － ｘｙ ＋ ｘ － ２， ｐ１１（ｘ，ｙ） ＝ ４ｘｙ － ３ｘ － ４ｙ ＋ ３，{
根据式（１２）得

　 　 ｑ（ｘ，ｙ） ＝ ｘ ＋ １，

　 　 ｒ（ｘ，ｙ） ＝ ∑
１

ｉ ＝ ０
∑

１

ｊ ＝ ０
［ｑｉｊα ｉ（ｘ）α ｊ（ｙ） ＋ ｑ（１，０）

ｉｊ α ｊ（ｙ）β ｉ（ｘ） ＋

　 　 　 　 ｑ（０，１）
ｉｊ α ｉ（ｘ）β ｊ（ｙ） ＋ ｑ（１，１）

ｉｊ β ｉ（ｘ）β ｊ（ｙ）］ｐｉｊ（ｘ，ｙ） ｑ（ｘ，ｙ） ＝

　 　 　 　 ［（７８ｙ４ － １７７ｙ３ ＋ ９０ｙ２ ＋ １２ｙ）ｘ４ ＋

　 　 　 　 （ － １６０ｙ４ ＋ ３７０ｙ３ － １９５ｙ２ － ２０ｙ ＋ ６）ｘ３ ＋

　 　 　 　 （６６ｙ４ － １６１ｙ３ ＋ ９３ｙ２ ＋ ３ｙ － ９）ｘ２ ＋

　 　 　 　 （１４ｙ４ － ３３ｙ３ ＋ １８ｙ２ ＋ ３ｙ ＋ １）ｘ ＋ （ － ２ｙ４ ＋ ３ｙ３）］ ／ （ｘ ＋ １） ．
例 ２　 已知

　 　 ｘ０ ＝ ０， ｘ１ ＝ １， ｙ０ ＝ ０， ｙ１ ＝ １，

　 　 Ｖ００ ＝ （０，１）， Ｖ（０，１）
００ ＝ （０， － ２）， Ｖ（１，０）

００ ＝ （１，５）， Ｖ（１，１）
００ ＝ （ － １， － ４），

　 　 Ｖ０１ ＝ （１，３）， Ｖ（０，１）
０１ ＝ （１， － ６）， Ｖ（１，０）

０１ ＝ （２， － ３）， Ｖ（１，１）
０１ ＝ （０，４），

　 　 Ｖ１０ ＝ （ － １，２）， Ｖ（０，１）
１０ ＝ （ － １，４）， Ｖ（１，０）

１０ ＝ （１， － ５）， Ｖ（１，１）
１０ ＝ （ － １，３），

　 　 Ｖ１１ ＝ （０，６）， Ｖ（０，１）
１１ ＝ （０， － ２）， Ｖ（１，０）

１１ ＝ （１，３）， Ｖ（１，１）
１１ ＝ （０， － ５），

试用式（１５）求分母多项式次数为（１，０）的二元向量值切触有理插值函数，使之满足上述插值

条件．
解　 根据题意，由 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值基函数可得

　 　

α０（ｘ） ＝ ２ｘ３ － ３ｘ２ ＋ １， α１（ｘ） ＝ － ２ｘ３ ＋ ３ｘ２，

β ０（ｘ） ＝ ｘ３ － ２ｘ２ ＋ ｘ， β １（ｘ） ＝ ｘ３ － ｘ２，

α０（ｙ） ＝ ２ｙ３ － ３ｙ２ ＋ １， α１（ｙ） ＝ － ２ｙ３ ＋ ３ｙ２，

β ０（ｙ） ＝ ｙ３ － ２ｙ２ ＋ ｙ， β １（ｙ） ＝ ｙ３ － ｙ２ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

由插值算子式（１３）得

４６６ 荆　 　 科　 　 　 康　 　 宁



　 　

Ｎ００（ｘ，ｙ） ＝ （ － ｘｙ ＋ ｘ， － ４ｘｙ ＋ ５ｘ － ２ｙ ＋ １），

Ｎ０１（ｘ，ｙ） ＝ （２ｘ ＋ ｙ，４ｘｙ － ７ｘ － ６ｙ ＋ ９），

Ｎ１０（ｘ，ｙ） ＝ （ － ｘｙ ＋ ｘ － ２，３ｘｙ ＋ ｙ － ５ｘ ＋ ７），

Ｎ１１（ｘ，ｙ） ＝ （ｘ － １， － ５ｘｙ ＋ ８ｘ ＋ ３ｙ － ２） ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

根据式（１５）得
　 　 ｑ（ｘ，ｙ） ＝ ｘ ＋ １，
　 　 Ｒ（ｘ，ｙ） ＝ （Ｒ１（ｘ，ｙ），Ｒ２（ｘ，ｙ）） ＝

　 　 　 　 ∑
１

ｉ ＝ ０
∑

１

ｊ ＝ ０
［ｑｉｊα ｉ（ｘ）α ｊ（ｙ） ＋ ｑ（１，０）

ｉｊ α ｊ（ｙ）β ｉ（ｘ） ＋

　 　 　 　 ｑ（０，１）
ｉｊ α ｉ（ｘ）β ｊ（ｙ） ＋ ｑ（１，１）

ｉｊ β ｉ（ｘ）β ｊ（ｙ）］Ｎｉｊ（ｘ，ｙ） ｑ（ｘ，ｙ），

　 　 Ｒ１（ｘ，ｙ） ＝ ［（ － ６ｙ３ ＋ ｙ２）ｘ４ ＋ （ － ６ｙ４ ＋ ２５ｙ３ － ２４ｙ２ ＋ ６）ｘ３ ＋

　 　 　 　 （８ｙ４ － ２４ｙ３ ＋ １８ｙ２ － ｙ ＋ ９）ｘ２ ＋ （ － ４ｙ４ ＋ ４ｙ３ ＋ ３ｙ２ － ｙ ＋ １）ｘ ＋
　 　 　 　 （ － ２ｙ４ ＋ ３ｙ３）］ ／ （ｘ ＋ １），
　 　 Ｒ２（ｘ，ｙ） ＝ ［（ － ９６ｙ４ ＋ ２９４ｙ３ － ２２５ｙ２ － ２１ｙ ＋ ３０）ｘ４ ＋

　 　 　 　 （１９６ｙ４ ＋ ６４６ｙ３ ＋ ５８２ｙ２ ＋ ２６ｙ － ６８）ｘ３ ＋
　 　 　 　 （ － ７６ｙ４ ＋ ３０８ｙ３ － ２９１ｙ２ ＋ １１ｙ ＋ ３５）ｘ２ ＋ （ － ８ｙ４ ＋ ２０ｙ３ － １２ｙ２ －
　 　 　 　 ６ｙ ＋ ６）ｘ ＋ （８ｙ４ － ２８ｙ３ ＋ ２４ｙ２ － ２ｙ ＋ ５）］ ／ （ｘ ＋ １） ．
从上面例子可以看到，有理函数是满足插值条件的，分母多项式次数可以降低到任意次数

（ｘ 的次数为 １，ｙ 的次数为 ０）．至于如何选取分母多项式的次数，则要视情况而定，特别是当插

值节点的数量较大时，本文的方法更能降低分母的次数．

３　 结　 　 论

本文利用 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值基函数和二元多项式插值误差的性质，给出的只是一种针对一阶

导数情形的二元（向量值）切触有理插值算法．较之其它方法不仅具有较低计算量，而且算法的

可行性也是无条件的，特别是当插值节点的数量较大时，本文算法的简便性更能够得到体现．
但对于更高阶导数情形的二元（向量值）切触有理插值算法并没有解决，如何选取分母多项

式，使得二元（向量值）切触有理插值函数的计算量最小、逼近效果最佳，并没有提及．这些问题

值得读者进一步研究．
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