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摘要：　 在广义凸性假设下，给出了集合 ｐｒｏｘｉｍａｌ 真有效点的线性标量化，并在此基础上证明了它

与 Ｂｅｎｓｏｎ 真有效点和 Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效点的等价性．将这些结果应用到多目标优化问题上，得到

ｐｒｏｘｉｍａｌ 真有效解的最优性条件．最后，利用 ｐｒｏｘｉｍａｌ 次微分，得到了 ｐｒｏｘｉｍａｌ 真有效解的模糊型最

优性条件．
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引　 　 言

在多目标优化问题中，如何定义解是首要的问题．１９５１ 年，Ｋｏｏｐｍａｎｓ［１］ 在生产与分配的活

动分析中第一次提出了 Ｐａｒｅｔｏ 有效解的概念，较好地刻画了在偏序而非全序关系下解的概念．
同年，Ｋｕｈｎ 和 Ｔｕｃｋｅｒ［２］发现 Ｐａｒｅｔｏ 有效解有时不具备标量化特征，为了消除这样的反常性质，
针对可微多目标优化问题，他们首次提出了真有效解的概念，称之为 Ｋｕｈｎ⁃Ｔｕｃｋｅｒ 真有效解．此
后，不少学者开始研究不同类型的真有效解．例如：Ｇｅｏｆｆｒｉｏｎ［３］对于非可微多目标优化问题提出

了一种新的真有效解的概念．Ｂｏｒｗｅｉｎ［４］和 Ｂｅｎｓｏｎ［５］通过切锥和生成锥给出了两种真有效解的

概念．１９９３ 年，Ｂｏｒｗｅｉｎ 和 Ｚｈｕａｎｇ［６⁃７］在赋范空间中又定义了超有效点（解）的概念．２００５ 年，Ｌａ⁃
ｌｉｔｈａ 和 Ａｒｏｒａ［８］利用 ｐｒｏｘｉｍａｌ 法锥就多目标优化问题提出了一种新的真有效点的概念，称之为

ｐｒｏｘｉｍａｌ 真有效点．有了这些解的概念之后，它的理论研究随之丰富起来，比如解的最优性条

件，解集的稠密性和连通性等［８⁃１５］ ．
文献［８］在局部星形条件下，研究了多目标优化问题 ｐｒｏｘｉｍａｌ 真有效点的线性标量化，在

凸性条件下研究了它与 Ｂｅｎｓｏｎ 和 Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效点之间的关系．本文在文献［８］的基础上，在
另一种广义凸性条件下，研究了 ｐｒｏｘｉｍａｌ 真有效点的最优性条件．基本结构如下：第 １ 节，给出

基本的定义和引理．第 ２ 节，首先，指出文献［８］中的错误，并给予修正．其次，在广义凸性假设

下，得到 ｐｒｏｘｉｍａｌ 真有效点的线性标量化，并研究了它与 Ｂｅｎｓｏｎ 和 Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效点之间的等
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价性．第 ３ 节，将第 ２ 节的结果应用到多目标优化问题中，并在标量化的基础上，利用 ｐｒｏｘｉｍａｌ
次微分，得到了 ｐｒｏｘｉｍａｌ 真有效解的模糊型最优性条件．

１　 预 备 知 识

令 Ｒｐ 为 ｐ 维欧氏空间，Ｒｐ
＋ 为其非负象限．本文总假设 Ｙ 为 Ｒｐ 中的非空闭集，Ｃ 为 Ｒｐ 中内

部非空的闭凸点锥．锥 Ｃ 的正极锥定义为

　 　 Ｃ∗ ＝ { ｄ ∈ Ｒｐ ｜ 〈ｄ，ｃ〉 ≥ ０， ∀ｃ ∈ Ｃ } ．
锥 Ｃ 的严格正极锥定义为

　 　 Ｃ∗０ ＝ { ｄ ∈ Ｒｐ ｜ 〈ｄ，ｃ〉 ＞ ０， ∀ｃ ∈ Ｃ ＼ { ０ } } ．
引理 １．１［１６］ 　 如果 Ｃ 为 Ｒｐ 中的点凸锥，那么

􀃠 （ － Ｃ）∗ ＝ － Ｃ∗，
􀃡 Ｃ∗０ ＋ Ｃ∗ ⊆ Ｃ∗０ ．
定义 １．１［８］ 　 令 ｙ－ ∈ Ｙ ．则 Ｙ 在 ｙ－ 的切锥定义为

　 　 Ｔ（Ｙ，ｙ－） ＝ { ｄ ∈ Ｒｐ ｜ ∃ｔ ｊ↓０， ｄ ｊ → ｄ 使得 ｙ－ ＋ ｔ ｊｄ ｊ ∈ Ｙ } ．
Ｙ 在 ｙ－ 的法锥定义为

　 　 Ｎ（Ｙ，ｙ－） ＝ { ｄ ∈ Ｒｐ ｜ 〈ｄ，ｈ〉 ≤ ０， ∀ｈ ∈ Ｔ（Ｙ，ｙ－） } ．
定义 １．２［１７］ 　 令 ｘ ∉ Ｙ，ｙ－ ∈ Ｙ 为 ｘ 在 Ｙ 上的投影， 即 ‖ｘ － ｙ－‖ ＝ ｍｉｎｙ∈Ｙ‖ｘ － ｙ‖，向量

λ（ｘ － ｙ－） 称为 Ｙ在 ｙ－ 的 ｐｒｏｘｉｍａｌ 法向量，λ ≥ ０．所有法向量之集称为 Ｙ在 ｙ－ 的 ｐｒｏｘｉｍａｌ 法锥，
记为 Ｎｐ（Ｙ，ｙ） ．ｘ 在 Ｙ 上的所有投影之集记为 ｐｒｏｊＹ（ｘ） ．假设 ｙ ∈ Ｙ，且对 ∀ｘ ∉ Ｙ 都有 ｙ ∉
ｐｒｏｊＹ（ｘ），则令 Ｎｐ（Ｙ，ｙ） ＝ { ０ } ．

引理 １．２［１７］ 　 ξ ∈ Ｎｐ（Ｙ，ｙ
－） 当且仅当存在 σ ＝ σ（ξ，ｙ－） ≥ ０ 使得

　 　 〈ξ，ｙ － ｙ－〉 ≤ σ‖ｙ － ｙ－‖２，　 　 ∀ｙ ∈ Ｙ ．
定义 １．３［１８，８］ 　 令 ｙ－ ∈ Ｙ，
􀃠 称 ｙ－ 为 Ｙ 关于 Ｃ 的有效点，如果

　 　 Ｙ ∩ （ｙ－ － Ｃ） ＝ { ｙ－ } ．
􀃡 称 ｙ－ 为 Ｙ 关于 Ｃ 的 Ｂｅｎｓｏｎ 真有效点， 如果

　 　 ｃｌｃｏｎｅ（Ｙ ＋ Ｃ － ｙ－） ∩ （ － Ｃ） ＝ { ０ } ．
􀃢 称 ｙ－ 为 Ｙ 关于 Ｃ 的 Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效点，如果

　 　 Ｔ（Ｙ ＋ Ｃ，ｙ－） ∩ （ － Ｃ） ＝ { ０ } ．
􀃣 称 ｙ－ 为 Ｙ 关于 Ｃ 的 ｐｒｏｘｉｍａｌ 真有效点，如果 ｙ－ ∈ Ｅ［Ｙ，Ｃ］ 且

　 　 Ｎｐ（Ｙ ＋ Ｃ，ｙ－） ∩ （ － Ｃ∗０） ≠ ⌀ ．
Ｙ 的有效点之集，Ｂｅｎｓｏｎ 真有效点之集，Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效点之集，ｐｒｏｘｉｍａｌ 真有效点之集分

别记为 Ｅ［Ｙ，Ｃ］，Ｂｅｎ［Ｙ，Ｃ］，Ｂｏｒ［Ｙ，Ｃ］ 和 Ｐｒ［Ｙ，Ｃ］ ．

注 １．１　 􀃠 定义 １．３􀃣 中的条件 ｙ－ ∈Ｅ［Ｙ，Ｃ］ 可以去掉．因为Ｎｐ（Ｙ ＋ Ｃ，ｙ－） ∩（ － Ｃ∗０） ≠⌀蕴含 ｙ－ ∈Ｅ［Ｙ，
Ｃ］ ．事实上，假设 Ｎｐ（Ｙ ＋ Ｃ，ｙ－） ∩ （ － Ｃ∗０） ≠ ⌀，如 ｙ－ ∉ Ｅ［Ｙ，Ｃ］，则存在 ｑ ≠ ０ 使得 ｑ ∈ （Ｙ － ｙ－） ∩ （ － Ｃ） ．
因此，ｑ ＋ ｙ－ ＋ ［ － （ ｔ ＋ １）ｑ］ ＝ ｙ－ － ｔｑ ∈ Ｙ ＋ Ｃ，∀ｔ ∈ （ － １，０） ．下面证明 Ｎｐ（Ｙ ＋ Ｃ，ｙ－） ∩ （ － Ｃ∗０） ＝ ⌀ ．事实

上，令 ｄ ∈ Ｎｐ（Ｙ ＋ Ｃ，ｙ－），则由引理 １．１，存在 σ ≥ ０ 使得

　 　 〈ｙ－，ｙ－ － ｔｑ － ｙ－〉 ＝ 〈ｄ， － ｔｑ〉 ≤ σ‖－ ｔｑ‖２，
即
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　 　 － ｔ〈ｄ，ｑ〉 ≤ σｔ２‖ｑ‖２ ．
因为 － ｔ ∈ （０，１）， 则

　 　 〈ｄ，ｑ〉 ≤ σ（ － ｔ）‖ｑ‖２ ．
在上式中令 ｔ → ０，有〈ｄ，ｑ〉 ≤ ０．又因为 ｑ∈－ Ｃ ＼ { ０} ，则 ｄ∈ Ｃ∗０，所以 Ｎｐ（Ｙ ＋ Ｃ，ｙ－） ∩ （ － Ｃ∗０） ＝ ⌀，与假

设矛盾．因此（Ｙ － ｙ－） ∩ （ － Ｃ） ＝ { ０} ，即 ｙ－ ∈ Ｅ［Ｙ，Ｃ］ ．

􀃡 定义 １．３􀃣中的条件 Ｎｐ（Ｙ ＋ Ｃ，ｙ－） ∩ （ － Ｃ∗０） ≠ ⌀ 不能换成 Ｎｐ（Ｙ ＋ Ｃ，ｙ－） ∩ （ － Ｃ∗ ＼ { ０} ） ≠ ⌀，因

为 Ｎｐ（Ｙ ＋ Ｃ，ｙ－） ∩ （ － Ｃ∗ ＼ { ０} ） ≠ ⌀ 不能保证 ｙ－ ∈ Ｅ［Ｙ，Ｃ］， 见例 １．１．

􀃢 一般地， Ｎｐ（Ｙ ＋ Ｃ，ｙ－） ⊆Ｎｐ（Ｙ，ｙ
－） ．因此，Ｎｐ（Ｙ ＋ Ｃ，ｙ－） ∩（ － Ｃ∗０） ≠⌀也不能换成Ｎｐ（Ｙ，ｙ

－） ∩（ － Ｃ∗０）
≠ ⌀ ．见例 １．２．

例 １．１　 令 Ｃ ＝ Ｒ２
＋， Ｙ ＝ { （ｙ１，ｙ２） ∈ Ｒ２ ｜ ｙ１ ≥０ } ， ｙ－ ＝ （０，０）， 则 Ｎｐ（Ｙ ＋ Ｃ， ｙ－） ＝ { （ｙ１，

ｙ２） ｜ ｙ１ ≤ ０，ｙ２ ＝ ０ } ．因此，Ｎｐ（Ｙ ＋ Ｃ，ｙ－） ∩ （ － Ｃ∗ ＼ { ０ } ） ≠ ⌀，但 Ｎｐ（Ｙ ＋ Ｃ，ｙ－） ∩ （ － Ｃ∗０）
＝ ⌀，ｙ－ ＝ （０，０） ∉ Ｅ［Ｙ，Ｃ］ ．

例 １．２　 令 Ｃ ＝ Ｒ２
＋，Ｙ ＝ { （ｙ１，ｙ２） ∈ Ｒ２ ｜ ｙ１ ≤－ ２，ｙ２ ＝ ０ } ∪ { （０，０） } ，ｙ－ ＝ （０，０），那么

Ｎｐ（Ｙ，ｙ
－） ＝ － Ｃ，因此，Ｎｐ（Ｙ，ｙ

－） ∩ （ － Ｃ∗０） ≠ ⌀ ．但 ｙ－ ＝ （０，０） ∉ Ｅ［Ｙ，Ｃ］ ．

２　 Ｐｒｏｘｉｍａｌ 真有效点的线性标量化

本节首先指出文献［８］中例 ４．１ 的计算错误．其次，在一种广义凸性假设下，给出 ｐｒｏｘｉｍａｌ
真有效点的线性标量化．

记 ＳμＹ ＝ { ｙ－ ｜ 〈μ，ｙ－〉 ＝ ｉｎｆ { 〈μ，ｙ〉 ｜ ｙ ∈ Ｙ } } ，Ｄ［Ｙ，Ｃ］ ＝∪μ∈Ｃ∗０ ＳμＹ ．
引理 ２．１［８］ 　 如果 ｙ－ ∈Ｐｒ［Ｙ，Ｃ］ 且 Ｙ ＋ Ｃ在 ｙ－ 是局部星形的（即对∀ｙ∈ Ｙ，存在 ０ ＜ ａ（ｙ，

ｙ－） ≤ ０，使得（１ － λ）ｙ－ ＋ λｙ ∈ Ｙ，∀０ ＜ λ ＜ ａ（ｙ，ｙ－）），则 ｙ－ ∈ Ｄ［Ｙ，Ｃ］ ．
文献［８］中给出如下例子说明 Ｙ ＋ Ｃ 在 ｙ－ 局部星形的条件必不可少．但例子中存在一些计

算错误．
例 ２．１［８］ 　 令 Ｃ ＝ Ｒｎ

＋， Ｙ ＝ { （ｙ１，ｙ２） ∈ Ｒ２ ｜ ｙ２ ＝ － ｙ１，０ ≤ ｙ１ ≤２ } ∪ { （ｙ１，ｙ２） ｜ ｙ２ ＝ ２，
－ ２ ≤ ｙ１ ＜ ０ } ．那么 Ｙ ＋ Ｃ 在 ｙ－ ＝ （０，０） 不是局部星形的，这是因为（１ － λ）ｙ－ ＋ λｙ ∉ Ｙ ＋ Ｃ，
∀０ ＜ λ ＜ １，其中 ｙ ＝ （ － １，２） ．由 Ｎｐ（Ｙ ＋ Ｃ，ｙ－） ＝ － Ｃ 有 ｙ－ ∈ Ｐｒ［Ｙ，Ｃ］ ．注意到 Ｃ∗０ ＝ { （μ １，
μ ２） ｜ μ １ ＞ ０，μ ２ ＞ ０ } 且 ∀μ ＝ （μ １，μ ２） ∈ Ｃ∗０，

　 　 ＳμＹ ＝
{ （ － ２，２） } ，　 　 μ １ ≥ μ ２，
{ （２， － ２） } ，　 　 μ １ ＜ μ ２ ．

{
因此， Ｄ［Ｙ，Ｃ］ ＝ { （ － ２，２），（２， － ２） } ．综上，ｙ－ ∉ Ｄ［Ｙ，Ｃ］ ．

事实上，在上述例子中， Ｎｐ（Ｙ ＋ Ｃ，ｙ－） ＝ { （ｙ１，ｙ２） ｜ ｙ２ ≥ ｙ１，ｙ１ ≤ ０，ｙ２ ≤ ０ } ≠－ Ｃ， 且

　 　 ＳμＹ ＝

{ （ － ２，２） } ， μ １ ＞ μ ２，
{ （２， － ２） } ， μ １ ＜ μ ２，
{ （ － ２，２） } ∪ { （ｙ１，ｙ２） ｜ ｙ２ ＝ － ｙ１，０ ≤ ｙ１ ≤ ２ } ， μ １ ＝ μ ２，

ì

î

í

ï
ï

ïï

所以 ｙ－ ＝ （０，０） ∈ Ｄ［Ｙ，Ｃ］ ．因此，该例子不能说明引理 ２．１ 中的局部星形性必不可少．我们修

改例 ２．１，得到如下的例子．
例 ２．２　 令 Ｃ ＝ Ｒ２

＋， Ｙ ＝ { （ｙ１，ｙ２） ｜ ｙ２ ＝ － ｙ１，０ ≤ ｙ１ ≤ ２ } ∪ { （ｙ１，ｙ２） ｜ ｙ２ ＝ ２， － ３ ≤
ｙ１ ＜ ０ } ．容易验证，Ｙ ＋ Ｃ在 ｙ－ ＝ （０，０） 不是局部星形的，且 ｙ－ ∈Ｐｒ［Ｙ，Ｃ］， ｙ－ ∉Ｄ［Ｙ，Ｃ］ ．因此，
引理 ２．１ 中的局部星形性必不可少．

０７６ 多目标优化问题 ｐｒｏｘｉｍａｌ 真有效解的最优性条件



文献［８］在局部星形条件下研究了 ｐｒｏｘｉｍａｌ 真有效点的线性标量化．下面在另一种广义凸

性假设下研究 ｐｒｏｘｉｍａｌ 真有效点的线性标量化．首先引进如下引理．
引理 ２．２［１３］ 　 下面的命题等价：
􀃠 Ｙ ＋ ｉｎｔ Ｃ 是凸集；
􀃡 ∀μ ∈ ｉｎｔ Ｃ， ｙ１，ｙ２ ∈ Ｙ，α ∈ （０，１），存在 ｙ３ ∈ Ｙ 使得

　 　 μ ＋ αｙ１ ＋ （１ － α）ｙ２ ∈ ｙ３ ＋ ｉｎｔ Ｃ ．
定理 ２．１　 若 ｙ－ ∈ Ｐｒ［Ｙ，Ｃ］ 且 Ｙ ＋ ｉｎｔ Ｃ 凸，则 ｙ－ ∈ Ｄ［Ｙ，Ｃ］ ．
证明　 因 ｙ－ ∈ Ｐｒ［Ｙ，Ｃ］，所以存在 ｈ ∈－ Ｃ∗０ 使得 ｈ ∈ Ｎｐ（Ｙ ＋ Ｃ，ｙ－） ．由引理 １．２ 有，存在

σ ≥ ０ 使得

　 　 〈ｈ，ｙ〉 ≤ σ‖ｙ － ｙ－‖２，　 　 ∀ｙ ∈ Ｙ ＋ Ｃ ． （１）
因 Ｙ ＋ ｉｎｔ Ｃ 凸，由引理 ２．２ 有，∀μ ∈ ｉｎｔ Ｃ， ∀ｙ１，ｙ２ ∈ Ｙ 和 ∀α ∈ （０，１），

　 　 μ ＋ αｙ１ ＋ （１ － α）ｙ２ ∈ Ｙ ＋ ｉｎｔ Ｃ ⊆ Ｙ ＋ Ｃ ．
因此，对 α２μ ∈ ｉｎｔ Ｃ 和 ∀ｙ ∈ Ｙ， 有

　 　 α２μ ＋ αｙ ＋ （１ － α）ｙ－ ∈ Ｙ ＋ Ｃ ．
上式结合式（１）有

　 　 〈ｈ，α２μ ＋ α（ｙ － ｙ－）〉 ≤ σα２‖α μ ＋ （ｙ － ｙ－）‖２ ．
即

　 　 〈ｈ，ｙ － ｙ－〉 ≤ σα‖α μ ＋ （ｙ － ｙ－）‖２ － α〈ｈ， μ〉 ．
在上式中，令 α →０ ＋，有〈ｈ，ｙ － ｙ－〉 ≤０，∀ｙ∈ Ｙ ．令 ｈ－ ＝ － ｈ，则 ｈ－ ∈ Ｃ∗０ 且〈ｈ－，ｙ－〉 ≤ 〈ｈ－，ｙ〉，∀ｙ
∈ Ｙ ．因此 ｙ－ ∈ Ｄ［Ｙ，Ｃ］ ．

注 ２．１　 􀃠 若 Ｙ ＋ ｉｎｔ Ｃ 不凸，则定理不一定成立．参见例 ２．２．
􀃡 Ｙ ＋ ｉｎｔ Ｃ凸不能保证 Ｙ ＋ Ｃ在 ｙ－ 局部星形．相反，Ｙ ＋ Ｃ的局部星形性也并不意味着 Ｙ ＋ ｉｎｔ Ｃ 凸．参见例

２．３ 和例 ２．４．
􀃢 Ｙ ＋ ｉｎｔ Ｃ 凸不能减弱为 ｃｏｎｅ（Ｙ） ＋ ｉｎｔ Ｃ 凸或 ｃｌｃｏｎｅ（Ｙ ＋ Ｃ） 凸．参见例 ２．５．

例 ２．３　 令

　 　 Ｙ ＝ { （ｙ１，ｙ２） ｜ ｙ２ ＝ － ｙ１，ｙ１ ≤ ０ } ∪ { （１，１） } ， Ｃ ＝ Ｒ２
＋， ｙ－ ＝ （０，０） ．

则 Ｙ ＋ Ｃ 在 ｙ－ 不局部星形，但 Ｙ ＋ ｉｎｔ Ｃ 凸，且 ｙ－ ∈ Ｐｒ［Ｙ，Ｃ］，因此，定理 ２．１ 中的条件满足，所以

ｙ－ ∈ Ｄ［Ｙ，Ｃ］ ．

例 ２．４　 令 Ｙ ＝ { （ｙ１，ｙ２） ｜ ｙ１ ≥ ０，ｙ２ ≥ ０，ｙ２
１ ＋ ｙ２

２ ＝ １ } ，Ｃ ＝ Ｒ２
＋，ｙ－ ＝ （１ ／ ２ ，１ ／ ２ ） ．则 Ｙ

＋ ｉｎｔ Ｃ 不凸，但 Ｙ ＋ Ｃ 在 ｙ－ 局部星形，且 ｙ－ ∈ Ｐｒ［Ｙ，Ｃ］ ．因此，由引理 ２．１ 有，ｙ－ ∈ Ｄ［Ｙ，Ｃ］ ．
例 ２．５　 令

　 　 Ｙ ＝ { （ｙ１，ｙ２） ｜ ｙ１ ＜ ０，ｙ２ ≥ １ } ∪ Ｒ２
＋， Ｃ ＝ Ｒ２

＋， ｙ－ ＝ （０，０） ．
则 ｃｏｎｅ（Ｙ） ＋ ｉｎｔ Ｃ 和 ｃｌｃｏｎｅ（Ｙ ＋ Ｃ） 凸，且 Ｙ 闭．容易证明 ｙ－ ∈ Ｐｒ［Ｙ，Ｃ］ ．但 ｙ－ ∉ Ｄ［Ｙ，Ｃ］ ．事
实上，∀μ ＝ （μ １，μ ２） ∈ Ｃ∗０ ＝ { （μ １，μ ２） ｜ μ １ ＞ ０，μ ２ ＞ ０ } ，〈μ，ｙ－〉 ＝ ０．对 ｙ ＝ （ｙ１，ｙ２） ∈
Ｙ ＼ { （０，０） } ，当 ｙ２ ＝ １ 且 ｙ１ ＜ － μ ２ ／ μ １ 时，有〈μ，ｙ〉 ＝ μ １ｙ１ ＋ μ ２ｙ２ ＜ ０ ＝ 〈μ，ｙ－〉，因此，∀μ ∈
Ｃ∗０，〈μ，ｙ－〉 ≠ ｉｎｆ { 〈μ，ｙ〉 ｜ ｙ ∈ Ｙ } ，即， ｙ－ ∉ Ｄ［Ｙ，Ｃ］ ．

定理 ２．２　 令 ｙ－ ∈ Ｙ，若 Ｙ ＋ ｉｎｔ Ｃ 凸．则下面的命题等价：
􀃠 ｙ－ ∈ Ｂｏｒ［Ｙ，Ｃ］，
􀃡 ｙ－ ∈ Ｂｅｎ［Ｙ，Ｃ］，
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􀃢 ｙ－ ∈ Ｐｒ［Ｙ，Ｃ］，
􀃣 Ｎ（Ｙ ＋ Ｃ，ｙ－） ∩ （ － Ｃ∗０） ≠ ⌀ ．
证明　 因 Ｙ ＋ ｉｎｔ Ｃ 凸，由文献［１０］的定理 １ 有

　 　 Ｂｏｒ［Ｙ，Ｃ］ ＝ Ｂｅｎ［Ｙ，Ｃ］ ．
由文献［１２］的定理 ６．２，有

　 　 Ｄ［Ｙ，Ｃ］ ＝ Ｂｅｎ［Ｙ，Ｃ］ ．
因 Ｙ 是 Ｒｐ 中的闭集，由文献［８］的定理 ３．１ 和 ４．１ 有

　 　 Ｄ［Ｙ，Ｃ］ ⊆ Ｐｒ［Ｙ，Ｃ］ ⊆ Ｂｏｒ［Ｙ，Ｃ］ ．
因此， Ｐｒ［Ｙ，Ｃ］ ＝ Ｂｅｎ［Ｙ，Ｃ］ ＝ Ｂｏｒ［Ｙ，Ｃ］ ．

现在证明􀃠和􀃣等价．假设 ｙ－ ∈ Ｂｏｒ［Ｙ，Ｃ］，即 Ｔ（Ｙ ＋ Ｃ，ｙ－） ∩ （ － Ｃ） ＝ { ０ } ．因 ｙ－ ∈ Ｙ且 Ｃ
是锥，所以 ｙ－ ∈ ｃｌ（Ｙ ＋ ｉｎｔ Ｃ） ．由文献［１０］的引理 １ 有

　 　 Ｔ（Ｙ ＋ Ｃ，ｙ－） ＝ Ｔ（Ｙ ＋ ｉｎｔ Ｃ，ｙ－） ．
因此

　 　 （Ｔ（Ｙ ＋ Ｃ，ｙ－） ∩ （ － Ｃ））∗ ＝ （Ｔ（Ｙ ＋ ｉｎｔ Ｃ，ｙ－） ∩ （ － Ｃ））∗ ＝ { ０ } ∗ ＝ Ｒｐ，
也即是

　 　 － Ｎ（Ｙ ＋ ｉｎｔ Ｃ，ｙ－） ＋ （ － Ｃ）∗ ＝ Ｒｐ ．
由引理 １．１ 有

　 　 － Ｎ（Ｙ ＋ ｉｎｔ Ｃ，ｙ－） － Ｃ∗ ＝ Ｒｐ ．
因此， ∀ｘ ∈ Ｃ∗０ ⊆ Ｒｐ，存在 ｈ∈ Ｎ（Ｙ ＋ ｉｎｔ Ｃ， ｙ－）， ｋ∈ Ｃ∗０ 使得 ｘ ＝ － ｈ － ｋ ．再由引理 １．１，可
得 － ｈ ＝ ｘ ＋ ｋ ∈ Ｃ∗０ ＋ Ｃ∗ ⊆ Ｃ∗０ ．因此， ｈ ∈ Ｎ（Ｙ ＋ ｉｎｔ Ｃ，ｙ－） ∩ （ － Ｃ∗０） ＝ Ｎ（Ｙ ＋ Ｃ，ｙ－） ∩
（ － Ｃ∗０），即，Ｎ（Ｙ ＋ Ｃ，ｙ－） ∩ （ － Ｃ∗０） ≠ ⌀ ．

反过来，若 Ｎ（Ｙ ＋ Ｃ，ｙ－） ∩（ － Ｃ∗０） ≠⌀，假设 ｙ－ ∉Ｂｏｒ［Ｙ，Ｃ］，则存在 ｄ≠ ０使得 ｄ∈ Ｔ（Ｙ
＋ Ｃ，ｙ－） ∩（ － Ｃ） ．令 ｈ∈Ｎ（Ｙ ＋ Ｃ，ｙ－） ∩（ － Ｃ∗０），则〈ｈ，ｄ〉 ≤０．因 ｄ∈（ － Ｃ） ＼ { ０ } ，又有〈ｈ，
ｄ〉 ＞ ０．因此 ｙ－ ∈ Ｂｏｒ［Ｙ，Ｃ］ ．

注 ２．２　 定理 ２．２ 推广了文献［８］中的定理 ５．１．参见如下例子．

例 ２．６　 令

　 　 Ｙ ＝ { （ｙ１，ｙ２） ｜ ｙ１ ≥ ０，ｙ２ ≥ ０，１ ＜ ｙ１ ＋ ｙ２ ＜ ２ } ∪ { （１，０），（０，１） } ，Ｃ ＝ Ｒ２
＋ ．

注意到 Ｙ ＋ Ｃ不凸，但 Ｙ ＋ ｉｎｔ Ｃ凸．容易验证，ｙ１ ＝ （１，０），ｙ２ ＝ （０，１） ∈ Ｂｏｒ［Ｙ，Ｃ］（Ｂｅｎ［Ｙ，Ｃ］，
Ｐｒ［Ｙ，Ｃ］） 且 Ｎ（Ｙ ＋ Ｃ，ｙｉ） ∩ （ － Ｃ∗０） ≠ ⌀，ｉ ＝ １，２．

注 ２．３　 Ｙ ＋ ｉｎｔ Ｃ 凸不能减弱为 ｃｏｎｅ（Ｙ） ＋ ｉｎｔ Ｃ 凸或 ｃｌｃｏｎｅ（Ｙ ＋ Ｃ） 凸．事实上，在例 ２．５ 中，ｃｏｎｅ（Ｙ） ＋
ｉｎｔ Ｃ 和 ｃｌｃｏｎｅ（Ｙ ＋ Ｃ） 都是凸集，但因 Ｔ（Ｙ ＋ Ｃ，ｙ－） ∩ （ － Ｒ２

＋ ） ＝ { ０} ，所以 ｙ－ ∈ Ｂｏｒ［Ｙ，Ｃ］ ．因 ｃｌｃｏｎｅ（Ｙ ＋ Ｃ
－ ｙ－） ∩ （ － Ｒ２

＋ ） ≠ { ０} ，所以 ｙ－ ∉ Ｂｅｎ［Ｙ，Ｃ］ ．

３　 多目标优化问题 ｐｒｏｘｉｍａｌ 真有效解的线性标量化

将上一节的结果应用到多目标优化问题中，得到多目标优化问题解的线性标量化．再通过

ｐｒｏｘｉｍａｌ 次微分，得到 ｐｒｏｘｉｍａｌ 真有效解的模糊型最优性条件．
考虑如下的多目标最优化问题：

　 　 （ＭＯＰ）
ｍｉｎｉｍｉｚｅ ｆ（ｘ） ＝ （ ｆ１（ｘ），…， ｆｐ（ｘ）） Ｔ，
ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ ｘ ∈ Ｘ，{
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其中， Ｘ 为 Ｒｎ 中的非空子集， ｆｉ：Ｘ → Ｒ，ｉ ＝ １，２，…，ｐ ．令 ｆ（Ｘ）： ＝∪ｘ∈Ｘ ｆ（ｘ） ．
定义 ３．１　 ｘ－ ∈ Ｘ 称为（ＭＯＰ）的有效解，如果

　 　 ｆ（ｘ－） ∈ Ｅ［ ｆ（Ｘ），Ｃ］；
ｘ－ ∈ Ｘ 称为（ＭＯＰ）的 Ｂｅｎｓｏｎ 真有效解，如果

　 　 ｆ（ｘ－） ∈ Ｂｅｎ［ ｆ（Ｘ），Ｃ］；
ｘ－ ∈ Ｘ 称为（ＭＯＰ）的 Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效解，如果

　 　 ｆ（ｘ－） ∈ Ｂｏｒ［ ｆ（Ｘ），Ｃ］；
ｘ－ ∈ Ｘ 称为（ＭＯＰ）的 ｐｒｏｘｉｍａｌ 真有效解，如果

　 　 ｆ（ｘ－） ∈ Ｐｒ［ ｆ（Ｘ），Ｃ］ ．

注 ３．１　 由文献［１２，１５］中的定义可知， ｆ在 Ｘ上是 Ｃ⁃次似凸的当且仅当 ｆ（Ｘ）ｉｎｔ Ｃ凸． ｆ在 Ｘ上是广义 Ｃ⁃
次似凸的当且仅当 ｃｏｎｅ（ ｆ（Ｘ）） ＋ ｉｎｔ Ｃ ． ｆ 被称为邻近 Ｃ⁃ 次似凸的，如果 ｃｌｃｏｎｅ（ ｆ（Ｘ） ＋ Ｃ） 凸．

若将定理 ２．１ 和定理 ２．２ 的结果应用到多目标优化问题中，可得到如下推论．
推论 ３．１　 假设 ｆ 在 Ｘ 上是 Ｃ⁃次似凸的，且 ｆ（Ｘ） 是 Ｒｐ 中的闭集．若 ｘ－ ∈ Ｘ 是问题（ＭＯＰ）

的 ｐｒｏｘｉｍａｌ 真有效解，则 ｆ（ｘ－） ∈ Ｄ［ ｆ（Ｘ），Ｃ］ ．
推论 ３．２　 假设 ｆ在Ｘ上是Ｃ⁃次似凸的，ｘ－ ∈Ｘ且 ｆ（Ｘ） 是Ｒｐ 中的闭集．则下面的命题等价：
􀃠 ｘ－ 是问题（ＭＯＰ）的 Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效解；􀃡 ｘ－ 是问题（ＭＯＰ）的 Ｂｅｎｓｏｎ 真有效解；􀃢 ｘ－ 是问

题（ＭＯＰ）的 ｐｒｏｘｉｍａｌ 真有效解；􀃣 Ｎ（ ｆ（Ｘ） ＋ Ｃ， ｆ（ｘ－）） ∩ （ － Ｃ∗０） ≠ ⌀ ．

注 ３．２　 由注 ２．３ 有， Ｃ⁃ 次似凸不能减弱为广义 Ｃ⁃ 次似凸或邻近 Ｃ⁃ 次似凸．

定义 ３．２［１７］ 　 令 φ：Ｒｎ → Ｒ ∪ { ＋ ∞ } 下半连续，ｘ ∈ ｄｏｍ φ ．称 ζ ∈ Ｒｎ 为 φ 在 ｘ 的

ｐｒｏｘｉｍａｌ 次微分（Ｐ⁃ 次微分）， 如果

　 　 （ζ， － １） ∈ ＮＰ（ｅｐｉ φ，（ｘ，φ（ｘ））） ．
所有 ζ 之集记作 ∂Ｐφ（ｘ），其中，ｄｏｍ φ { ｘ ∈ Ｒｎ：φ（ｘ） ＜ ＋ ∞ } ， ｅｐｉ φ ＝ { （ｘ，ｒ） ∈ Ｒｎ × Ｒ：
φ（ｘ） ≤ ｒ } ．

引理 ３．１［１７］ 　 令

　 　 φ１，φ２： Ｒｎ → Ｒ ∪ { ＋ ∞ } ，ｘ０ ∈ ｄｏｍ φ１ ∩ ｄｏｍ φ２，ζ ∈ ∂Ｐ（φ１ ＋ φ２）（ｘ０） ．
假设如下两个条件其中之一成立：

􀃠 φ１ 和 φ２ 是下半连续的；􀃡 φ１ 和 φ２ 中有一个在 ｘ０ 附近是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 的．
则 ∀ε ＞ ０，存在 ｘｉ ∈ Ｂ（ｘ０；ε） 满足 ｜ φ ｉ（ｘ０） － φ ｉ（ｘｉ） ｜ ＜ ε，ｉ ＝ １，２， 使得

　 　 ζ ∈ ∂Ｐφ１（ｘ１） ＋ ∂Ｐφ２（ｘ２） ＋ Ｂ（ｘ０；ε） ．

注 ３．３　 由引理 ３．１，如果假设 φ１ 在 Ｘ ⊂ Ｒｎ 中的最小值在 ｘ０ 处取得．那么 ∀ε ＞ ０，存在 ｘ１，ｘ２ ∈ Ｂ（ｘ０；
ε） 使得

　 　 ０ ∈ ∂Ｐ φ（ｘ１） ＋ ＮＰ（Ｘ，ｘ２） ＋ εＢ（ｘ０；ε） ．

定理 ３．１　 令 Ｘ为Ｒｎ 中的闭集， ｆ在Ｘ上是Ｃ⁃次似凸的，且 ｆ（Ｘ） 是Ｒｐ 中的闭集．假设 ｆ（ｘ－）
∈ Ｐｒ［ ｆ（Ｘ）， Ｃ］ 且 ｆ 在 Ｘ 上是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 的， 则存在 λ∈ Ｃ∗０， ∀ε ＞ ０， 存在 ｘ１， ｘ２ ∈ Ｂ（ｘ－；
ε） 使得

　 　 ０ ∈ ∂ＰλＴ ｆ（ｘ１） ＋ ＮＰ（Ｘ，ｘ２） ＋ εＢ（ｘ－；ε） ．
证明　 因 ｆ（ｘ－） ∈ Ｐｒ［ ｆ（Ｘ），Ｃ］，则由推论 ３．１有 ｆ（ｘ－） ∈Ｄ［ ｆ（Ｘ），Ｃ］，即，存在λ∈ Ｃ∗０ 使

得 ｘ－ 是以下问题的最优解：
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ｍｉｎｉｍｉｚｅ λＴ ｆ（ｘ），
ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ ｘ ∈ Ｘ ．{

因 ｆ在 Ｘ 上是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 的，则 λＴ ｆ（ｘ） 在 Ｘ 上也是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 的．事实上， ‖λＴ ｆ（ｘ） － λＴ ｆ（ｙ）‖
≤ ‖λ‖·‖ｆ（ｘ） － ｆ（ｙ）‖ ．因此，由注 ３．３，∀ε ＞ ０，存在 ｘ１，ｘ２ ∈ Ｂ（ｘ－；ε） 使得

　 　 ０ ∈ ∂ＰλＴ ｆ（ｘ１） ＋ ＮＰ（Ｘ，ｘ２） ＋ εＢ（ｘ－；ε） ．
推论 ３．３　 在定理 ３．１ 的假设下，特别地，令 Ｃ ＝ Ｒｐ

＋，则 ∀ε ＞ ０，存在 λ ＝ （λ １，λ ２，…，λ ｐ）
∈ Ｃ∗０，ｘ１，ｘ２ ∈ Ｂ（ｘ－；ε），ｘ２ｉ ＋１，ｘ２ｉ ＋２ ∈ Ｂ（ｘ２ｉ －１；ε），ｉ ＝ １，２，…，ｐ － １， 使得

　 　 ０ ∈ ∑
ｐ－１

ｉ ＝ １
λ ｉ∂Ｐ ｆｉ（ｘ２ｉ ＋２） ＋ λ ｐ∂Ｐ ｆｐ（ｘ２ｐ－１） ＋ ∑

ｐ－１

ｊ ＝ １
εＢ（ｘ２ｊ －１，ε） ＋ εＢ（ｘ－，ε） ＋ ＮＰ（Ｘ，ｘ２） ．

证明　 因 ｆ在Ｘ上是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 的，则 ｆｉ（ｘ） 在Ｘ上是Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ的，ｉ ＝ １，２，…，ｐ ．由定理３􀆰 １，
对任意固定的 ε ＞ ０，存在 λ ＝ （λ １，λ ２，…，λ ｐ） ∈ Ｃ∗０，ｘ１，ｘ２ ∈ Ｂ（ｘ－；ε） 使得

　 　 ０ ∈ ∂Ｐ λＴ ｆ（ｘ１） ＋ ＮＰ（Ｘ，ｘ２） ＋ εＢ（ｘ－，ε） ＝
　 　 　 　 ∂Ｐ（λ １ ｆ１（ｘ１） ＋ λ ２ ｆ２（ｘ１） ＋ … ＋ λ ｐ ｆｐ（ｘ１）） ＋ ＮＰ（Ｘ，ｘ２） ＋ εＢ（ｘ－，ε） ．

因此，存在 ξ １ ∈ ∂Ｐ（λ １ ｆ１（ｘ１） ＋ λ ２ ｆ２（ｘ１） ＋ … ＋ λ ｐ ｆｐ（ｘ１））， ξ′１ ∈ ＮＰ（Ｘ，ｘ２） ＋ εＢ（ｘ－，ε） 使

得 ξ １ ＋ ξ′１ ＝ ０．由定理 ３．１，对上述 ε，存在 ｘ３，ｘ４ ∈ Ｂ（ｘ１，ε） 使得

　 　 ξ １ ∈ ∂Ｐ（λ ２ ｆ２（ｘ３） ＋ … ＋ λ ｐ ｆｐ（ｘ３）） ＋ ∂Ｐ ｆ１（ｘ４） ＋ Ｂ（ｘ１，ε） ．
因此，存在

　 　 ξ ２ ∈ ∂Ｐ（λ ２ ｆ２（ｘ３） ＋ … ＋ λ ｐ ｆｐ（ｘ３））， ξ′２ ∈ ∂Ｐ ｆ１（ｘ４） ＋ Ｂ（ｘ１，ε）
使得 ξ ２ ＋ ξ′２ ＝ ξ １ ．由定理 ３．１，对上述 ε， ｘ５，ｘ６ ∈ Ｂ（ｘ３，ε） 使得

　 　 ξ ２ ∈ ∂Ｐ（λ ３ ｆ３（ｘ５） ＋ … ＋ λ ｐ ｆｐ（ｘ５）） ＋ ∂Ｐ ｆ２（ｘ６） ＋ εＢ（ｘ３，ε） ．
依次进行下去，存在 ｘ２ｐ－１，ｘ２ｐ ∈ Ｂ（ｘ２ｐ－３，ε） 使得

　 　 ξ ｐ－１ ∈ ∂Ｐλ ｐ ｆｐ（ｘ２ｐ－１） ＋ ∂Ｐλ ｐ－１ ｆｐ－１（ｘ２ｐ） ＋ εＢ（ｘ２ｐ－３，ε） ．
因此，

　 　 ０ ＝ ξ′１ ＋ ξ′２ ＋ … ＋ ξ′ｐ－１ ＋ ξ ｐ－１ ∈

　 　 　 　 ∑
ｐ－１

ｉ ＝ １
∂Ｐλ ｉ ｆｉ（ｘ２ｉ ＋２） ＋ ∂Ｐλ ｐ ｆｐ（ｘ２ｐ－１） ＋ ∑

ｐ－１

ｊ ＝ １
εＢ（ｘ２ｊ －１，ε） ＋ εＢ（ｘ－，ε） ＋ ＮＰ（Ｘ，ｘ２） ．

因对 ∀ｃ ＞ ０，有 ∂Ｐｃｆ（ｘ） ＝ ｃ∂Ｐ ｆ（ｘ） 且 λ ∈ Ｃ∗０ ＝ ｉｎｔ Ｒｐ
＋，即 λ ｉ ＞ ０， ｉ ＝ １，２，…，ｐ， 从而有

　 　 ０ ∈ ∑
ｐ－１

ｉ ＝ １
λ ｉ∂Ｐ ｆｉ（ｘ２ｉ ＋２） ＋ λ ｐ∂Ｐ ｆｐ（ｘ２ｐ－１） ＋ ∑

ｐ－１

ｊ ＝ １
εＢ（ｘ２ｊ －１，ε） ＋ εＢ（ｘ－，ε） ＋ ＮＰ（Ｘ，ｘ２），

其中， ｘ１，ｘ２ ∈ Ｂ（ｘ－；ε），ｘ２ｉ ＋１，ｘ２ｉ ＋２ ∈ Ｂ（ｘ２ｉ －１；ε），ｉ ＝ １，２，…，ｐ － １．

４　 结　 　 论

本文在锥次似凸假设下，得到了多目标优化问题 ｐｒｏｘｉｍａｌ 真有效解的线性标量化．利用标

量化结果证明了 ｐｒｏｘｉｍａｌ 真有效解与 Ｂｅｎｓｏｎ 真有效解和 Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效解在一定条件下的等

价性，并通过例子说明锥次似凸不能减弱为广义锥次似凸或邻近锥次似凸．所得结果推广了文

献［８］中相应的结果．在接下来的工作中可进一步研究 ｐｒｏｘｉｍａｌ 真有效解集的稠密性和连通性

等性质．

参考文献（Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ）：

［１］ 　 Ｋｏｏｐｍａｎｓ Ｔ Ｃ． Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｐｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ａｓ ａｎ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ ｏｆ ａｃｔｉｖｉｔｉｅｓ［Ｃ］ ／ ／ Ｋｏｏｐ⁃

４７６ 多目标优化问题 ｐｒｏｘｉｍａｌ 真有效解的最优性条件



ｍａｎｓ Ｔ Ｃ， Ａｌｃｈｉａｎ Ａ， Ｄａｎｔｉｚｇ Ｇ Ｂ， Ｇｅｏｒｇｅｓｃｕ⁃Ｒｏｅｇｅｎ Ｎ， Ｓａｍｕｅｌｓｏｎ Ｐ Ａ， Ｔｕｃｋｅｒ Ａ Ｗ ｅｄｓ．
Ａｃｔｉｖｉｔｙ Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ Ｐｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ａｎｄ Ａｌｌｏｃａｔｉｏｎ Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ａ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ． Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ： Ｊｏｈｎ
Ｗｉｌｅｙ ａｎｄ Ｓｏｎｓ， １９５１， １３： ３３⁃９７．

［２］ 　 Ｋｕｈｎ Ｈ Ｗ， Ｔｕｃｋｅｒ Ａ Ｗ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ［Ｃ］ ／ ／ Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ Ｓｅｃｏｎｄ Ｂｅｒｋｅｌｅｙ
Ｓｙｍｐｏｓｉｕｍ ｏｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ ａｎｄ Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ． Ｂｅｒｋｅｌｅｙ， ＣＡ： Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｃａｌｉｆｏｒ⁃
ｎｉａ Ｐｒｅｓｓ， １９５１： ４８１⁃４９２．

［３］　 Ｇｅｏｆｆｒｉｏｎ Ａ Ｍ． Ｐｒｏｐｅｒ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ａｎｄ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｖｅｃｔｏｒ ｍａｘｉｍｉｚａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅ⁃
ｍａｔｉｃａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， １９６８， ２２（３）： ６１８⁃６３０．

［４］　 Ｂｏｒｗｅｉｎ Ｊ Ｍ． Ｐｒｏｐｅｒ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｐｏｉｎｔｓ ｆｏｒ ｍａｘｉｍｉｚａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｃｏｎｅｓ［Ｊ］ ． ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒ⁃
ｎａｌ ｏｎ Ｃｏｎｔｒｏｌ ａｎｄ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ， １９９７， １５（１）： ５７⁃６３．

［５］　 Ｂｅｎｓｏｎ Ｈ Ｐ． Ａｎ ｉｍｐｒｏｖｅｄ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ ｐｒｏｐｅｒ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｆｏｒ ｖｅｃｔｏｒ ｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ
ｔｏ ｃｏｎｅｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， １９７９， ７１（１）： ２３２⁃２４１．

［６］　 Ｂｏｒｗｅｉｎ Ｊ Ｍ， Ｚｈｕａｎｇ Ｄ Ｍ． Ｓｕｐｅｒ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｉｎ ｃｏｎｖｅｘ ｖｅｃｔｏｒ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｚｅｉｔｓｃｈｒｉｆｔ ｆüｒ
Ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ Ｒｅｓｅａｒｃｈ， １９９１， ３５（３）： １７５⁃１８４．

［７］　 Ｂｏｒｗｅｉｎ Ｊ Ｍ， Ｚｈｕａｎｇ Ｄ Ｍ． Ｓｕｐｅｒ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｉｎ ｖｅｃｔｏｒ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ Ａ⁃
ｍｅｒｉｃａｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｏｃｉｅｔｙ， １９９３， ３３８（１）： １０５⁃１２２．

［８］ 　 Ｌａｌｉｔｈａ Ｃ Ｓ， Ａｒｏｒａ Ｒ． Ｐｒｏｘｉｍａｌ ｐｒｏｐｅｒ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｆｏｒ ｍｉｎｉｍｉｓａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｎｏｒｍａｌ
ｃｏｎｅｓ［Ｊ］ ． Ｂｕｌｌｅｔｉｎ ｏｆ ｔｈｅ Ａｕｓｔｒａｌｉａｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｏｃｉｅｔｙ， ２００５， ７１（２）： ２１５⁃２２４．

［９］　 Ｃｈｅｎ Ｇ Ｙ， Ｒｏｎｇ Ｗ Ｄ． Ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｂｅｎｓｏｎ ｐｒｏｐｅｒ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｆｏｒ ｎｏｎｃｏｎｖｅｘ ｖｅｃｔｏｒ
ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ Ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， １９９８， ９８（２）： ３６５⁃３８４．

［１０］　 ＹＡＮＧ Ｘｉｎ⁃ｍｉｎ． Ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｙ ｏｆ Ｂｏｒｗｅｉｎ ｐｒｏｐｅｒ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ａｎｄ Ｂｅｎｓｏｎ ｐｒｏｐｅｒ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｓｏｌｕ⁃
ｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ Ａｐｐｌｉｃａｔａ， １９９４， ７： ２４６⁃２４７．

［１１］　 彭再云， 李科科， 张石生． 向量 Ｄ⁃η⁃Ｅ⁃半预不变凸映射与向量优化［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０１４，
３５（９）： １０２０⁃１０３２．（ＰＥＮＧ Ｚａｉ⁃ｙｕｎ， ＬＩ Ｋｅ⁃ｋｅ， ＺＨＡＮＧ Ｓｈｉ⁃ｓｈｅｎｇ． Ｄ⁃η⁃Ｅ⁃ｓｅｍｉｐｒｅｉｎｖｅｘ ｖｅｃｔｏｒ
ｍａｐｐｉｎｇｓ ａｎｄ ｖｅｃｔｏｒ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ［ Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１４， ３５（９）：
１０２０⁃１０３２．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１２］ 　 Ｙａｎｇ Ｘ Ｍ， Ｌｉ Ｄ， Ｗａｎｇ Ｓ Ｙ． Ｎｅａｒ⁃ｓｕｂｃｏｎｖｅｘｌｉｋｅｎｅｓｓ ｉｎ ｖｅｃｔｏｒ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｓｅｔ⁃ｖａｌｕｅｄ
ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ Ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２００１， １１０（２）： ４１３⁃４２７．

［１３］　 Ｌｉ Ｚ Ｆ， Ｗａｎｇ Ｓ Ｙ． Ｌａｇｒａｎｇｅ ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓ ａｎｄ ｓａｄｄｌｅ ｐｏｉｎｔｓ ｉｎ ｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ［Ｊ］ ．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ Ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， １９９４， ８３（１）： ６３⁃８１．

［１４］　 赵勇， 彭再云， 张石生． 向量优化问题有效点集的稳定性［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０１３， ３４（６）：
６４３⁃６５０．（ＺＨＡＯ Ｙｏｎｇ， ＰＥＮＧ Ｚａｉ⁃ｙｕｎ， ＺＨＡＮＧ Ｓｈｉ⁃ｓｈｅｎｇ． Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｔｓ ｏｆ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
ｐｏｉｎｔｓ ｏｆ ｖｅｃｔｏｒ⁃ｖａｌｕｅｄ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ［ Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，
２０１３， ３４（６）： ６４３⁃６５０．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１５］　 Ｙａｎｇ Ｘ Ｍ， Ｙａｎｇ Ｘ Ｑ， Ｃｈｅｎ Ｇ Ｙ． Ｔｈｅｏｒｅｍ ｏｆ ｔｈｅ ａｌｔｅｒｎａｔｉｖｅ ａｎｄ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｓｅｔ⁃ｖａｌｕｅｄ
ｍａｐｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ Ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ， ２０００， １０７（３）： ６２７⁃６４０．

［１６］　 Ｒｏｃｋａｆｅｌｌａｒ Ｒ Ｔ． Ｃｏｎｖｅｘ Ａｎａｌｙｓｉｓ［Ｍ］ ． Ｐｒｉｎｃｅｔｏｎ： Ｐｒｉｎｃｅｔｏｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ Ｐｒｅｓｓ， １９７０．
［１７］　 Ｃｌａｒｋｅ Ｆ Ｈ， Ｌｅｄｙａｅｖ Ｙ Ｓ， Ｓｔｅｒｎ Ｒ Ｊ， Ｗｏｌｅｎｓｋｉ Ｐ Ｒ． Ｎｏｎｓｍｏｏｔｈ Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ Ｃｏｎｔｒｏｌ Ｔｈｅｏｒｙ

［Ｍ］ ． Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ： Ｓｐｒｉｎｇｅｒ Ｖｅｒｌａｇ， １９９８．
［１８］　 Ｓａｗａｒａｇｉ Ｙ， Ｎａｋａｙａｍａ Ｈ， Ｔａｎｉｎｏ Ｔ． Ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ Ｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ［Ｍ］ ． Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ：

Ａｃａｄｅｍｉｃ Ｐｒｅｓｓ， １９８５．

５７６李　 　 小　 　 燕　 　 　 高　 　 英



Ｏｐｔｉｍａｌｉｔｙ Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ Ｐｒｏｘｉｍａｌ Ｐｒｏｐｅｒ Ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ
ｉｎ Ｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ Ｐｒｏｂｌｅｍｓ

ＬＩ Ｘｉａｏ⁃ｙａｎ，　 ＧＡＯ Ｙｉｎｇ
（Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ Ｓｃｉｅｎｃｅ， Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，

Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ ４０００４７， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｆｉｒｓｔ， ｌｉｎｅａｒ ｓｃａｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｘｉｍａｌ ｐｒｏｐｅｒ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｐｏｉｎｔｓ ｔｏ ａ ｃｌｏｓｅｄ ｓｅｔ ｗａｓ
ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｃｏｎｖｅｘｉｔｙ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ， ａｎｄ ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｙ ａｍｏｎｇ ｔｈｅ ｐｒｏｘｉｍａｌ
ｐｒｏｐｅｒ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ， Ｂｅｎｓｏｎ ｐｒｏｐｅｒ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ａｎｄ Ｂｏｒｗｅｉｎ ｐｒｏｐｅｒ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｉｎ ｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｏｐ⁃
ｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｗａｓ ｐｒｏｖｅｄ． Ｓｅｃｏｎｄ， ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌｉｔｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｏｐｔｉｍｉｚａ⁃
ｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｗｅｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅｓｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｔｏ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ． Ｆｉｎａｌｌｙ， ｔｈｅ
ｆｕｚｚｙ ｏｐｔｉｍａｌｉｔｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｒｏｘｉｍａｌ ｐｒｏｐｅｒ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｗｅｒｅ ｇｉｖｅｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｐｒｏｘｉ⁃
ｍａｌ ｓｕｂｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｐｒｏｘｉｍａｌ ｎｏｒｍａｌ ｃｏｎｅ； ｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍ； ｐｒｏｘｉｍａｌ ｐｒｏｐｅｒ ｅｆｆｉ⁃
ｃｉｅｎｃｙ； ｏｐｔｉｍａｌｉｔｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ （ １１２０１５１１； １１２７１３９１；
１１４３１００４）

６７６ 多目标优化问题 ｐｒｏｘｉｍａｌ 真有效解的最优性条件


