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摘要：　 以自然界中具有生长、变形和运动特征的细长体为背景，用经典力学中的 Ｇａｕｓｓ 最小拘束

原理研究生长弹性杆的动力学建模问题．在为生长弹性杆动力学建模提供新方法的同时，扩大了

Ｇａｕｓｓ 原理的应用范围．以 Ｃｏｓｓｅｒａｔ 弹性杆为对象，分析弹性杆生长和变形的几何规则，表明生长应

变和弹性应变是非线性耦合的；本构方程给出了截面的内力与弹性变形的线性关系；利用逆并矢，
将经典力学中的 Ｇａｕｓｓ 原理和 Ｇａｕｓｓ 最小拘束原理用于生长弹性杆动力学，得到等价的两种表现

形式，反映了时间和弧坐标在表述上的对称性，由此导出了封闭的动力学微分方程．给出了两种形

式的最小拘束函数，表明生长弹性杆的实际运动使拘束函数取驻值，且为最小值．最后讨论了生长

弹性杆的约束与条件极值等问题．
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引　 　 言

弹性杆力学具有广泛的工程背景，宏观的如电缆、钻杆和输油气管道，以及植物的枝、藤和

根等，微观的有细菌纤维、脱氧核糖核酸（ＤＮＡ）等生物大分子链，都以弹性杆为力学模型研究

其位形［１⁃４］ ．经典的弹性杆力学在引入了超细长性后，产生了大位移、自接触等问题，导致严重

的几何非线性．再考虑生长，从而形成运动、变形和生长非线性耦合的动力学，使得动力学建模

和分析，以及数值计算都存在困难．基于 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 动力学比拟思想建立的弹性杆动力学的分析

力学方法，开辟了建模和分析的新途径．薛纭，刘延柱，陈立群等已经把分析力学方法移植到弹

性杆力学，形成 Ｃｏｓｓｅｒａｔ 弹性杆动力学的分析力学方法［５⁃８］ ．
在分析力学中， Ｇａｕｓｓ 原理居于重要的地位［９⁃１１］，除了导出动力学方程外，还具有极值性

质，得到了广泛的应用［１２⁃１４］ ．对于 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 弹性杆，动力学的 Ｇａｕｓｓ 原理表明其在逻辑上更为

简洁［７］ ．刘延柱和薛纭利用刚体的拘束公式列写微段杆的拘束函数的微分，得到积分形式的拘

束函数［１５］ ．本文将 Ｇａｕｓｓ 原理用于中心线存在应变以及具有生长特性的弹性杆动力学建模．通
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过定义惯量并矢以及刚度并矢的逆，改进了在文献［７］中的表达．
运动、变形以及生长的耦合是物体存在的一般形式，其中生长现象在几何上也包括物体的

热胀冷缩现象．生长是物体体积和质量随时间的增大，还包括物理性质的改变，但不是力作用

的结果［１６⁃１７］ ．因此，它既不同于经典力学中的变质量问题，也不同于固体的变形问题．生物学和

植物学意义上的生长速度要比运动和变形慢得多，因此可以不计其随时间的变化率；对于生长

弹性杆的动力学，仍在慢生长的前提下讨论而不计物理参数的时间变化率．
生长弹性杆动力学研究已有文献报道．文献［１６，１８］用矢量力学方法讨论了生长弹性直杆

和圆环在弹性基础上的屈曲， 其中生长是按指数规律生长；文献［１９］以顶端生长弹性杆为模

型讨论了攀爬植物的攀爬现象．
生长的几何规律独立于力学定律．描述生长规律的有 Ｌｏｃｋｈａｒｔ⁃Ｏｒｔｅｇａ⁃Ｃｏｓｇｒｏｖｅ 模型，线应

变服从 Ｈｏｏｋｅ 定律，且应力的时间导数为 ０，于是，线应变的时间导数亦为 ０［２０⁃２１］ ．还有 Ｇｏｏｄｗｉｎ
模型和 Ｓｔｅｉｎ 模型［２２⁃２３］等．

本文在给定生长规律的基础上，用 Ｇａｕｓｓ 原理讨论生长弹性杆的动力学建模问题，旨在为

分析和数值计算提供方法．

１　 弹性杆的变形和生长的几何规则

１．１　 生长弹性杆的位形

设杆的弹性变形和生长的几何规则仍服从刚性截面假定［１，５］ ．区分生长弹性杆的 ３ 种位

形．一是原始位形，即无外力作用、且为生长初始时刻的位形，此时弹性杆中心线的弧坐标为原

始弧坐标，记为 ｓ０； 二是参考位形，即无外力作用时的自然生长状态，此时弹性杆中心线的弧

坐标称为参考弧坐标，记为

　 　 ｓ ＝ （ ｓ０，ｔ）， ｓ ｔ ＝ ０ ＝ ｓ０， （１）
其中时间 ｔ 为生长自变量，式（１） 由生长规律确定；三是实时位形，即在外力作用下的实际位

形，弧坐标记为 ｓｅ ＝ ｓｅ（ ｓ，ｔ），其中时间 ｔ 为运动自变量，这表明弹性变形与生长是耦合的．设弹

性杆 ３ 种位形下与截面固结、沿主轴的方向子依次为（ｅ０
１（ ｓ０），ｅ０

２（ ｓ０），ｅ０
３（ ｓ０）），（ｅｇ

１（ ｓ），ｅｇ
２（ ｓ），

ｅｇ
３（ ｓ）），（ｅ１（ ｓｅ，ｔ），ｅ２（ ｓｅ，ｔ），ｅ３（ ｓｅ，ｔ）），其中 ｅ０

３（ ｓ０），ｅｇ
３（ ｓ） 重合，为截面的法向量且沿中心线的

切线，并且当 ｔ ＝ ０时 ｓ ＝ ｓ０，ｅ０
ｉ（ ｓ０） ＝ ｅｇ

ｉ（ ｓ）；ｅ３（ ｓｅ） 为截面的法向量；当无外力作用时有 ｓｅ ＝ ｓ，以
及 ｅｇ

ｉ（ ｓ） ＝ ｅｉ（ ｓｅ）（ ｉ ＝ １，２，３） ．
值得注意的是，参考弧坐标在生长弹性杆动力学中居重要地位．它既是时间的函数，显示

其生长特性，又作为独立变量描述弹性变形．本文对变量 ｓ的导数记为∂ｓ，或∂ ／ ∂ｓ；将 ｓ作为独立

变量对时间 ｔ的导数记为 ∂ ／ ∂ｔ，或记为 ∂ｔ ．于是，将生长弧坐标和时间作为实时位形方向子的自

变量，即（ｅ１（ ｓ，ｔ），ｅ２（ ｓ，ｔ），ｅ３（ ｓ，ｔ）） ．
１．２　 生长弹性杆中心线的应变、截面的弯扭度和角速度

弹性杆中心线的总应变 ε 为

　 　 ε ＝ ∂ｓ０ｓｅ － １， （２）
其中包含的弹性应变 ε ｅ 和生长应变 ε ｇ 分别为

　 　 ε ｅ ＝ ∂ｓｓｅ － １， ε ｇ ＝ ∂ｓ０ｓ － １． （３）
这里弹性应变 ε ｅ 是小量；而当 ∂ｓ０ｓ ＝ １ 时，生长应变 ε ｇ 为 ０，否则其大小与时间有关，当时间足

够长时可成为有限量．根据复合函数的求导规则，式（２）可写作
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　 　 ε ＝ ε ｅ ＋ ε ｇ ＋ ε ｅε ｇ ． （４）
可见弹性变形和生长是非线性耦合的，但不是未知函数的耦合．

用 Ｃｏｓｓｅｒａｔ 方向子 ｅｉ（ ｓ，ｔ）（ ｉ ＝ １，２，３），分别以 ３种弧坐标 ｓ０，ｓ，ｓｅ 为基准，截面的弯扭度表

示为

　 　 ω ｓ０ ＝
１
２ ∑

３

ｉ ＝ １
ｅｉ × ∂ｓ０ｅｉ， ω ｓ ＝

１
２ ∑

３

ｉ ＝ １
ｅｉ × ∂ｓｅｉ， ω ｓｅ ＝

１
２ ∑

３

ｉ ＝ １
ｅｉ × ∂ｓｅｅｉ ． （５）

其在主轴基上的投影都可以用截面的姿态坐标及其对弧坐标的导数表达．
设原长为 Δｓ０ 的微段杆，两端面随弧坐标的角位移矢量为 ΔΦ０；在 ｔ 时刻经历 Δｔ 时间间

隔，弧长生长为

　 　 Δｓ ＝ ｓ（ ｓ０ ＋ Δｓ０，ｔ ＋ Δｔ） － ｓ（ ｓ０，ｔ） ＝ （∂ｓ０ｓ）Δｓ０ ＋ （∂ｔｓ）Δｔ ． （６）
两端面的角位移矢量的增量为 ΔΦｇ ，截面的生长角速度为

　 　 Ωｇ（ ｓ，ｔ） ＝ ｌｉｍ
Δｔ→０

ΔΦｇ

Δｔ
， （７）

也可以用 Ｃｏｓｓｅｒａｔ 方向子表示为

　 　 Ωｇ ＝ １
２ ∑

３

ｉ ＝ １
ｅｇ
ｉ × ∂ｓｅｇ

ｉ( ) ∂ｔｓ ＝ （∂ｔｓ）ω ｇ
ｓ ， （８）

其中

　 　 ω ｇ
ｓ ＝

１
２ ∑

３

ｉ ＝ １
ｅｇ
ｉ × ∂ｓｅｇ

ｉ( ) （９）

为参考位形的弯扭度．Ωｇ 既是因生长导致截面随时间转动的角速度，同时也形成随弧坐标转

动的弯扭度，即
　 　 ω ｇ

ｓΔｓ ＝ ΩｇΔｔ ． （１０）
截面的角速度表示为

　 　 Ω ＝ １
２ ∑

３

ｉ ＝ １
ｅｉ × ∂ｔｅｉ ＝ （∂ｔｓ）ω ｓ ＋

∂ｓｅ

∂ｔ
ω ｓｅ ＋ Ωｒ， （１１）

其中

　 　 Ωｇ ＝ ω ｓ∂ｔｓ， Ωｅ ＝ ∂ｓｅ

∂ｔ
ω ｓｅ， Ωｒ ＝ １

２ ∑
３

ｉ ＝ １
ｅｉ ×

∂ｅｉ

∂ｔ
（１２）

分别为截面生长角速度、弹性变形角速度以及刚体运动角速度．故有弹性杆截面的角速度等于

生长角速度和弹性变形角速度以及刚体运动角速度的矢量和，通常前两者为小量．
１．３　 弯扭度和角速度的相容条件

生长弹性杆截面的弯扭度 ω ｓ 和角速度 Ω 不是独立的，要满足相容条件．
设与截面固结的任意矢量为 ｅ（ ｓ（ ｓ０，ｔ），ｔ），弯扭度 ω 和角速度 Ω 满足

　 　 ∂ｓｅ ＝ ω × ｅ， （１３）

　 　 ∂ｔｅ ＝ ∂ｅ
∂ｔ

＋ ∂ｅ
∂ｓ

∂ｔｓ ＝ Ω × ｅ， （１４）

或

　 　 ∂ｅ
∂ｔ

＝ Ω × ｅ － ω × ｅ∂ｔｓ ． （１５）

将式（１３）和（１４）分别对时间和参考弧坐标求导数，注意到式（１５），得到
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　 　 ∂
∂ｔ

∂ｓｅ ＝ ∂
∂ｔ

（ω × ｅ） ＝ ∂ω
∂ｔ

× ｅ ＋ ω × ［Ω × ｅ － （ω × ｅ）∂ｔｓ］，

　 　 ∂ｓ
∂ｅ
∂ｔ

＝ ∂ｓΩ × ｅ ＋ Ω × （ω × ｅ） － ∂ｓω × ｅ∂ｔｓ － ω × （ω × ｅ）∂ｔｓ － ω × ｅ∂ｓ（∂ｔｓ） ．

对独立变量 ｓ，ｔ 的偏导次序可以交换，根据 ∂ｓ∂ｔｅ ＝ ∂ｔ∂ｓｅ， 并注意到三重矢积恒等式，导出

　 　 ∂ｓΩ ＋ Ω × ω － ∂ｓω∂ｔｓ － ω∂ｓ（∂ｔｓ） － ∂ω
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ × ｅ ＝ ０． （１６）

因矢量 ｅ 是任意的，有

　 　 ∂ｓΩ ＋ Ω × ω － ∂ｓω∂ｔｓ － ω∂ｓ（∂ｔｓ） － ∂ω
∂ｔ

＝ ０． （１７）

注意到

　 　 ∂ｔω ＝ ∂ｓω∂ｔｓ ＋
∂ω
∂ｔ

， （１８）

式（１７）化作

　 　 ∂ｔω ＝ ∂ｓΩ － ω∂ｓ（∂ｔｓ） － Ω × ω ． （１９）
这就是生长弹性杆的变形协调关系，当生长停止时， ∂ｔｓ ＝ ０， 成为无生长时的变形协调关

系［８］，原始弧坐标成为参考弧坐标，
　 　 ∂ｓΩ ＝ ∂ｔω ｓ ｏｒ ∂ｔω ｓ ＝ ∂ｓΩ， （２０）

式中波浪号“ ～ ”表示相对截面主轴坐标系的导数．
１．４　 中心线微分方程

设生长保持截面法线与中心线一致， 考察截面形心的应变， 从图 １ 可以看到， 存在以下

关系：
　 　 Δｒ ＝ ｅ３Δｓ ＋ Δｗｅ，

其中 Δｗｅ 为中心线的弹性变形造成截面形心的位移．将上式除以 Δｓ，并令 Δｓ → ０， 导出

　 　 ∂ｓｒ ＝ ｅ３ ＋ γｅ
ｓ ， （２１）

其中 γｅ
ｓ ＝ ∂ｓｗｅ 为中心线上一点的弹性应变，表征因弹性变形导致截面随弧坐标平移的“速

率”，其主轴分量为 γ ｅ
ｓｉ ＝ γｅ

ｓ·ｅｉ，ｉ ＝ １，２，３．γ ｅ
ｓｉ 的力学意义是：γ ｅ

ｓ１，γ ｅ
ｓ２ 为沿主轴 ｅ１，ｅ２ 的剪应变，γ ｅ

ｓ３

为沿主轴 ｅ３ 的拉 ／ 压应变，即 ε ｅ ＝ γ ｅ
ｓ３ ．

图 １　 微段杆的拉 ／ 压和剪切变形以及生长

Ｆｉｇ． １　 Ａｘｉａｌ ａｎｄ ｓｈｅａｒ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ ｏｆ ａ ｇｒｏｗｉｎｇ ｒｏｄ

式（２１）就是变形⁃生长耦合的弹性杆中心线的微分方程，表明了变形⁃生长的几何规则．当
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取 γｅ
ｓ ＝ ０ 时，即为生长弹性杆的 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 模型．
中心线对截面法线的偏离，导致与中心线垂直的截面与讨论的截面形状的改变．式（２１）可

写作

　 　 ∂ｓｅ

∂ｓ
∂ｓｅｒ ＝ ｅ３ ＋ γｅ

ｓ ， （２２）

与截面的法向量 ｅ３ 作数量积，注意到式（３），导出

　 　 （ε ｅ ＋ １）ｃｏｓ φ ＝ １ ＋ ε ｅ
３， （２３）

其中 ϕ 为中心线对截面法线的偏角．解得

　 　 ｃｏｓ ϕ ＝
１ ＋ ε ｅ

３

１ ＋ ε ｅ
＝

１ ＋ ε ｅ
３

１ ＋ （ε ｅ
１） ２ ＋ （ε ｅ

２） ２ ＋ （ε ｅ
３） ２

． （２４）

当忽略剪应变 ε ｅ
１，ε ｅ

２ 时，由上式得 ϕ ＝ ０，再次表明剪应变 ε ｅ
１，ε ｅ

２ 是产生 ϕ 角的原因．

２　 生长弹性杆的本构方程

生长弹性杆的位形取决于生长模式和力的作用方式，后者通过本构方程影响弹性杆的变

形．生长模式就是指式（１）和（７）的具体形式．
设外力仅产生弹性变形且服从 Ｈｏｏｋｅ 定律，因此，应变要求以参考弧坐标 ｓ 为基准．本构

方程用主轴分量表示为

　 　 Ｆ ｉ ＝ Ｋ ｉ（γ ｓｉ － γ ｇ
ｓｉ）， Ｍｉ ＝ Ｂ ｉ（ω ｓｉ － ω ｇ

ｓｉ － ω ０
ｓｉ）　 　 （ ｉ ＝ １，２，３）， （２５）

式中 Ｋ１，Ｋ２ 和 Ｂ１，Ｂ２ 为关于主轴 ｘ，ｙ 的抗剪刚度和抗弯刚度，Ｋ３，Ｂ３ 为关于主轴 ｚ 的抗拉 ／ 压
刚度和抗扭刚度，皆为时间的慢变函数，是生长在弹性杆物理性质上的体现，本文忽略其对时

间和弧坐标的变化率；γ ｓｉ，γ ｇ
ｓｉ，ω ｓｉ，ω ｇ

ｓｉ 分别为实时位形和参考位形中心线的应变和弯扭度，本
文取 γ ｇ

ｓ１ ＝ γ ｇ
ｓ２ ＝ ０，γ ｇ

ｓ３ ＝ ε ｇ ．式（２５）也可化作

　 　 Ｆ ｉ ＝ Ｋ ｉγ ｅ
ｓｉ， Ｍｉ ＝ Ｂ ｉω ｅ

ｓｉ 　 　 （ ｉ ＝ １，２，３）， （２６）
其中 γ ｅ

ｓｉ，ω ｅ
ｓｉ 为弹性变形引起的应变和弯扭度分量．写作矢量形式：

　 　 Ｆ ＝ Ｋ·γｅ
ｓ ， Ｍ ＝ Ｂ·ω ｅ

ｓ ， （２７）
其中 Ｋ，Ｂ 分别为关于 γｅ

ｓ ，ω ｅ
ｓ 的刚度并矢．

３　 生长弹性杆动力学的 Ｇａｕｓｓ 变分及其截面的虚位移

以生长弹性杆的截面为对象，设惯性坐标系 Ｏ⁃ξηζ，基矢量列阵 ｅＩ ＝ （ｅξ 　 ｅη 　 ｅζ） Ｔ；截面

位形用姿态坐标（ｑ１，ｑ２，ｑ３） 和形心位置矢量 ｒ（ｑ４，ｑ５，ｑ６） 给定．因生长弹性杆动力学存在时间

和参考弧坐标两个独立自变量，有两种形式定义 Ｇａｕｓｓ 变分，分别用记号 δＧｔ，δＧｓ 表示，即
 δＧｔｑｉ ≠０，其余变分均为 ０，即 δＧｔｓ ＝ ０，δＧｔｓ ＝ ０，δＧｔ ｓ ＝ ０，δＧｔ ｔ ＝ ０，δＧｔｑｉ ＝ ０，δＧｔｑ′ｉ ＝ ０，δＧｔｑｉ

＝ ０，δＧｔｑ′ｉ ＝ ０，δＧｔｑ″ｉ ＝ ０；
 δＧｓｑ″ｉ≠０，其余变分均为 ０，即 δＧｓｓ ＝ ０，δＧｓｓ ＝ ０，δＧｓ ｓ ＝ ０，δＧｓ ｔ ＝ ０，δＧｓｑｉ ＝ ０，δＧｓｑ′ｉ ＝ ０，δＧｓｑｉ

＝ ０，δＧｓｑ′ｉ ＝ ０，δＧｓｑｉ ＝ ０，
其中 ｉ ＝ １，２，…，６，ｑｉ 上面的撇号“ ′” 表示对参考弧坐标 ｓ 的导数，点号“·” 表示对时间 ｔ 的导

数．对于定义和，有

　 　 δＧｔｑｉ ＝ δＧｔ

∂２ｑｉ

∂ｔ２
， δＧｓｑ″ｉ ＝ δＧｓ∂２

ｓ ｑｉ， （２８）
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由此导致截面在加速度空间中两种平行的虚位移

　 　 δＧｓｒ″ ＝ ∑
６

ｉ ＝ ４

∂ｒ
∂ｑｉ

δＧｓｑ″ｉ， δＧｓω′ ＝ ∑
３

ｉ ＝ １

∂ω′
∂ｑ″ｉ

δＧｓｑ″ｉ ＝ ∑
３

ｉ ＝ １

∂ω
∂ｑ′ｉ

δＧｓｑ″ｉ， （２９）

　 　 δＧｔｒ ＝ ∑
６

ｉ ＝ ４

∂ｒ
∂ｑｉ

δＧｔｑｉ， δＧｔΩ ＝ ∑
３

ｉ ＝ １

∂Ω
∂ｑｉ

δＧｔｑｉ ＝ ∑
３

ｉ ＝ １

∂Ω
∂ｑｉ

δＧｔｑｉ， （３０）

其中用到关系式 ∂ｒ″ ／ ∂ｑ″ｉ ＝ ∂ｒ ／ ∂ｑｉ ＝ ∂ｒ ／ ∂ｑｉ，∂Ω ／ ∂ｑｉ ＝ ∂ω′ ／ ∂ｑ″ｉ ＝ ∂Ω ／ ∂ｑｉ ＝ ∂ω ／ ∂ｑ′ｉ ．虚位移的全体

δＧｓｑ″ｉ或 δＧｔｑｉ， 形成弹性杆在加速度空间中的虚位形，实际位形是其中之一．

４　 Ｇａｕｓｓ 最小拘束原理

在任意时刻，取参考弧长为 Δｓ 的微段杆为对象， 其上所有的作用力基于 Ｇａｕｓｓ 变分定义

下的“虚功率”为
　 　 δＧｔＷ ＝ ［∂ｓ（Ｋ·γｅ

ｓ ） － ρ∂２
ｔ ｒ ＋ ｆ］·δＧｔｒ ＋

　 　 　 　 ［∂ｓ（Ｂ·ω ｅ
ｓ ） ＋ ∂ｓｒ × （Ｋ·γｅ

ｓ ） － ∂ｔ（Ｊ·Ω） ＋ ｍ］·δＧｔΩ， （３１）
其中用到理想约束条件

　 　 ｆ Ｃ·δＧｔｒ ＋ ｍＣ·δＧｔΩ ＝ ０； （３２）
在定义下的“虚功率”为

　 　 δＧｓＷ ＝ ［∂ｓ（Ｋ·γｅ
ｓ ） － ρ∂２

ｔ ｒ ＋ ｆ］·δＧｓｒ″ ＋
　 　 　 　 ［∂ｓ（Ｂ·ω ｅ

ｓ ） ＋ ∂ｓｒ × （Ｋ·γｅ
ｓ ） － ∂ｔ（Ｊ·Ω） ＋ ｍ］·δＧｓω′ｓ， （３３）

其中用到理想约束条件为

　 　 ｆ Ｃ·δＧｒ″ ＋ ｍＣ·δＧω′ｓ ＝ ０， （３４）
式中 ρ 为杆沿中心线的密度，Ｊ 为截面的惯量并矢， 在主轴坐标系下的坐标阵为 Ｊ ＝
ｄｉａｇ（Ｊ１ 　 Ｊ２ 　 Ｊ３），这里 Ｊｉ ＝ ρＩｉ ／ Ａ，Ａ为截面积，Ｉ１，Ｉ２ 为截面对主轴 ｘ，ｙ的惯性矩，Ｉ３ 为对 ｚ轴的

极惯性矩，且有 Ｉ３ ＝ Ｉ１ ＋ Ｉ２，设这些物理和几何参数皆为时间的函数，本文忽略其变化率．设杆

上作用有沿中心线的连续分布的主动力 ｆ（ ｓ，ｔ） 和力偶ｍ（ ｓ，ｔ） 以及约束力 ｆ Ｃ（ ｓ，ｔ） 和约束力偶

ｍＣ（ ｓ，ｔ） ．我们有

生长弹性杆动力学的 Ｇａｕｓｓ 原理　 受理想双面约束的生长弹性杆，其实际状态不同于状

态相同的其它运动学上的可能状态仅在于真实状态对于截面任意的虚位移（２９）有
　 　 δＧｔＷ ＝ ０， （３５）

或对于虚位移（３０）有
　 　 δＧｓＷ ＝ ０． （３６）
当加速度空间中的虚位移都是独立的时，可以导出生长弹性杆动力学的运动微分方程：

　 　
∂ｓ（Ｋ·γｅ

ｓ ） － ρ∂２
ｔ ｒ ＋ ｆ ＝ ０，

∂ｓ（Ｂ·ω ｅ
ｓ ） ＋ ∂ｓｒ × （Ｋ·γｅ

ｓ ） － ∂ｔ（Ｊ·Ω） ＋ ｍ ＝ ０ ．{ （３７）

因弯扭度和角速度，以及形心应变矢都可以表示成截面形心和姿态坐标的函数，因此式（３７）
含有 ６ 个未知函数，方程组封闭．

式（３１）和（３３）都可写做泛函 Ｚ ｔ 和Ｚｓ 的变分．注意到惯量并矢Ｊ和刚度并矢Ｋ，Ｂ的坐标阵

都是非奇异的，泛函定义为

　 　 Ｚ ｔ ＝
１
２

ρ［ρ －１∂ｓ（Ｋ·γｅ
ｓ ） － ｒ ＋ ρ －１ｆ］ ２ ＋
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　 　 　 　 １
２
［Ｊ·（Ｊ －１·Ｙ － Ω）］·（Ｊ －１·Ｙ － Ω）， （３８）

其中 Ｙ ＝ ∂ｓ（Ｂ·ω ｅ
ｓ ） ＋ ∂ｓｒ × （Ｋ·γｅ

ｓ ） － Ω × （Ｊ·Ω） － ｍ ．

　 　 Ｚｓ ＝
１
２
［Ｋ·（∂ｓγｅ

ｓ ＋ Ｋ －１·Ｘ１）］·（∂ｓγｅ
ｓ ＋ Ｋ －１·Ｘ１） ＋

　 　 　 　 １
２
［Ｂ·（∂ｓω ｅ

ｓ ＋ Ｂ －１Ｘ２）］·（∂ｓω ｅ
ｓ ＋ Ｂ －１Ｘ２）， （３９）

其中

　 　 Ｘ１ ＝ ω × （Ｋ·γｅ
ｓ ） － ρ∂２

ｔ ｒ ＋ ｆ， Ｘ２ ＝ ω × （Ｂ·ω ｅ
ｓ ） ＋ ∂ｓｒ × （Ｋ·γｅ

ｓ ） － ∂ｔ（Ｊ·Ω） ＋ ｍ；
Ｊ －１， Ｋ －１， Ｂ －１ 为逆并矢．定义中用到了关系 δＧｓω′ｓ ＝ δＧｓω ｅ

ｓ′ ．泛函 Ｚ ｔ 和 Ｚｓ 称为生长弹性杆动力

学的拘束函数．
生长弹性杆动力学的 Ｇａｕｓｓ 最小拘束原理　 受理想双面约束的生长弹性杆，其实际状态

不同于状态相同的其它运动学上的可能状态，仅在于真实状态使拘束函数的 Ｇａｕｓｓ 变分为 ０：
　 　 δＧｔＺ ｔ ＝ ０ （４０）

或

　 　 δＧｓＺｓ ＝ ０． （４１）
可以证明，真实状态使拘束函数取极小值．

在 Ｇａｕｓｓ 变分定义下，拘束函数 Ｚ ｔ 的增量为

　 　 ΔＺ ｔ ＝
１
２

ρ（Δｒ） ２ ＋ １
２
（Ｊ·ΔΩ）·ΔΩ －

　 　 　 　 ［∂ｓ（Ｋ·γｅ
ｓ ） － ｒ ＋ ｆ］·Δｒ － ［Ｊ·（Ｊ －１·Ｙ － Ω）］·ΔΩ ． （４２）

真实运动满足式（３７），式（４２）成为

　 　 ΔＺ ｔ ＝
１
２

ρ（Δｒ） ２ ＋ １
２
（Ｊ·ΔΩ）·ΔΩ ＞ ０， （４３）

表明对真实运动，拘束函数 Ｚ ｔ 取极小值．
在 Ｇａｕｓｓ 变分定义下，拘束函数 Ｚｓ 的增量为

　 　 ΔＺｓ ＝
１
２
（Ｋ·Δ∂ｓγｅ

ｓ ）·Δ∂ｓγｅ
ｓ ＋ １

２
（Ｂ·Δ∂ｓω ｅ

ｓ ）·Δ∂ｓω ｅ
ｓ ＋

　 　 　 　 ［Ｋ·（∂ｓγｅ
ｓ ＋ Ｋ －１·Ｘ１）］·Δ∂ｓγｅ

ｓ ＋ ［Ｂ·（∂ｓω ｅ
ｓ ＋ Ｂ －１Ｘ２）］·Δ∂ｓω ｅ

ｓ ． （４４）
真实运动满足式（３７），式（４４）成为

　 　 ΔＺｓ ＝
１
２
（Ｋ·Δ∂ｓγｅ

ｓ ）·Δ∂ｓγｅ
ｓ ＋ １

２
（Ｂ·Δ∂ｓω ｅ

ｓ ）·Δ∂ｓω ｅ
ｓ ＞ ０， （４５）

表明对真实运动，拘束函数 Ｚｓ 取极小值．
对于弹性杆的平衡问题，可看做动力学的特例处理，此时只要令拘束函数 Ｚｓ 中的加速度

项为 ０ 即可．

５　 生长弹性杆的约束与条件极值

自然界和工程中的生长弹性杆一般还受到约束．式（３５）或（３６）中的加速度空间虚位移一

般不独立，因此，不能得到形如式（３７）的运动微分方程．但是，式（４０）或（４１）仍然成立．因此，
约束生长弹性杆的真实运动就是求解式（４０）或（４１）的条件极值问题．根据具体的约束形式讨

６０７ Ｃｏｓｓｅｒａｔ 生长弹性杆动力学的 Ｇａｕｓｓ 最小拘束原理



论约束条件，下面按照弧坐标分类叙述．
１） 全程约束　 即在原始弧长和时间的定义域内都存在如下函数独立的约束：
　 　 ｇｋ（ｑｉ，ｑ′ｉ，ｑｉ，ｔ） ＝ ０　 　 （ｋ ＝ １，２，…，ｎ ≤ ６） ． （４６）

考虑到截面的自由度，当 ｎ ＝ ６ 时，弹性杆的运动和变形已经完全给定．当关于 ｑ′ｉ（或 ｑｉ） 不可积

分时为非完整约束；当可积或不含 ｑ′ｉ和 ｑｉ 时为几何约束，如限制在光滑曲面上的弹性杆就属于

这类约束．
２） 截面约束　 即指定弹性杆的某一截面的运动是给定的．约束条件（４６）只在原始弧坐标

的指定截面 ｓ０ ＝ ｓ０∗ 处成立．特殊情形是弹性杆的一端或两端受到约束．
３） 接触约束　 这是接触点预先未知的单面约束，有自身接触和与外界接触两种．因此，在

根据式（４０）或（４１）进行极值计算时，接触或嵌入的解都是无效的．两者都破坏了边界条件，后
者物理上不可实现．

对于圆截面杆，不自身嵌入条件是对于弧坐标相距 ｓｉ － ｓ ｊ ＝ πｄ ／ ２ 以外的点， 要求

ｒｉ － ｒｊ ＞ ｄ ．弹性杆的侧面方程为Ｒ ＝ ｒ ＋ ｘ１ｅ１ ＋ ｘ２ｅ２，其中（ｘ１，ｘ２） 是截面的边界点集．在惯性

空间中障碍物构成的点集为 Ｄ ＝ { （ξ，η，ζ） ｇ（ξ，η，ζ，ｔ） ≤ ０ } ．弹性杆不接触或不嵌入障

碍物的条件是 Ｒ ∉ Ｄ ．
当弹性杆自接触或与外界接触时，都将改变弹性杆受力和定解条件．因此， 应该分段计算．

６　 结　 　 语

本文通过对 Ｃｏｓｓｅｒａｔ 生长弹性杆的大变形、生长耦合的几何分析，明确了变形和生长的基

本概念，在定义弯扭度和角速度的基础上给出了两者的相容条件；导出了中心线的微分方程以

及本构方程．分别在关于时间和参考弧坐标的广义加速度空间上定义虚位移，即 Ｇａｕｓｓ 变分，
建立生长弹性杆动力学的 Ｇａｕｓｓ 原理，并导出了其动力学方程；用本文定义的逆并矢，建立了

拘束函数，给出了 Ｇａｕｓｓ 最小拘束原理．讨论了约束弹性杆的约束和接触约束，指出生长弹性

杆位形的动力学求解在数学上是条件极值问题，为用分析力学的理论和方法分析生长弹性杆

动力学提供了基础．
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