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摘要：　 研究了一类带 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ 积分条件的非线性三阶非局部边值问题，将边值问题正解

存在性的研究转化为扰动 Ｈａｍｍｅｒｓｔｅｉｎ 积分方程的研究，通过构造 Ｇｒｅｅｎ（格林）函数及讨论其性

质，运用推广的 Ｌｅｇｇｅｔｔ⁃Ｗｉｌｌｉａｍｓ 型不动点定理，得到了至少存在 ３ 个和 ２ｎ － １ 个正解的存在性准

则， 所得结果推广和改进了最近文献中的结果，并充分反映了非线性项含导数对正解存在性研究

的影响．主要结果由实例加以阐述．
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引　 　 言

三阶微分方程起源于应用数学和物理学的许多不同领域， 譬如， 带有固定或变化横截面

的屈曲梁的挠度、三层梁、电磁波、地球引力吹积的涨潮等．在流体力学中，三阶微分方程边值

问题出现在耗散流与表面流的研究中，许多工程实际问题可用三阶微分方程边值问题准确描

述，见文献［１⁃２］．
Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ 积分边界条件包括多点和 Ｒｉｅｍａｎｎ 积分边界条件作为其特殊情况．在热

传导、化学工程、地下水流、热弹性等应用力学或物理等领域中许多问题都抽象为带积分条件

的边值问题［３⁃４］ ．近些年来， 带积分条件的三阶非局部边值问题受到了学者的广泛关注，见文

献［５⁃１１］及其参考文献， 但是带 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ 积分边界条件的边值问题研究结果还较少，
特别指出 Ｗｅｂｂ 等对此类问题做出了突出成果［１２⁃１３］ ．众所周知，当边值问题的非线性项含有导

数时，将使锥上的压缩或拉伸不易实现，对其正解研究造成困难．故本文将研究一类非线性项

含导数的带 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ 积分条件的三阶边值问题（ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍ 简记为 ＢＶＰ）

　 　

ｕ‴（ ｔ） ＋ ｆ（ ｔ，ｕ（ ｔ），ｕ′（ ｔ）） ＝ ０，　 　 ０ ＜ ｔ ＜ １，
ｕ（０） ＝ ０，
ａｕ′（０） － ｂｕ″（０） ＝ α［ｕ］，
ｃｕ′（１） ＋ ｄｕ″（１） ＝ β［ｕ］，
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　 　 ｆ ∈ Ｃ（［０，１］ × Ｒ ＋ × Ｒ ＋，Ｒ ＋）， α［ｕ］ ＝ ∫１
０
ｕ（ ｔ）ｄＡ（ ｔ）， β［ｕ］ ＝ ∫１

０
ｕ（ ｔ）ｄＢ（ ｔ）

是 Ｃ［０，１］ 上由 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ 积分给出的的线性泛函，且 ａ，ｂ，ｃ，ｄ 非负，满足 ρ ａｃ ＋ ａｄ ＋
ｂｃ ＞ ０．文献［１４］利用单调迭代技巧研究了该问题，获得了至少存在一个单调正解的结果．本文

研究 ＢＶＰ（１）至少 ３ 个或 ２ｎ － １ 个正解的存在性，并举例阐述了主要结果，所用工具为推广的

Ｌｅｇｇｅｔｔ⁃Ｗｉｌｌｉａｍｓ 型定理，如下：
定理 １［１５］ 　 设 Ｅ 为 Ｂａｎａｃｈ 空间， Ｐ 为 Ｅ 中的锥且给定 ０ ＜ ｒ１ ＜ ｂ ＜ ｄ ≤ ｒ２，０ ＜ Ｌ１ ≤ Ｌ２ ．

设 α１，α２ 为 Ｐ 上的非负连续凸泛函使得对 ｕ ∈ Ｐ，‖ｕ‖ ≤ Ｍ１ｍａｘ { α１（ｕ），α２（ｕ） } 且

　 　 Ｐ（α１，ｒ；α２，Ｌ） ≠ ０，　 　 ∀ｒ，Ｌ ＞ ０．

γ 为 Ｐ上的非负连续凹泛函，使得对所有的 ｕ∈ Ｐ
－
（α１，ｒ２；α２，Ｌ２），有 γ（ｕ） ≤ α１（ｕ） 成立．令 Ｔ：

Ｐ
－
（α１，ｒ２；α２，Ｌ２） → Ｐ

－
（α１，ｒ２；α２，Ｌ２） 是全连续算子，假定下述条件满足：

（ａ１） { ｕ ∈ Ｐ
－
（α１，ｄ；α２，Ｌ２；γ，ｂ） γ（ｕ） ＞ ｂ } ≠０ 且 γ（Ｔｕ） ＞ ｂ，∀ｕ ∈ Ｐ

－
（α１，ｄ；α２，Ｌ２；

γ，ｂ）；

（ａ２） α１（Ｔｕ） ＜ ｒ１， α２（Ｔｕ） ＜ Ｌ１， 对 ∀ｕ ∈ Ｐ
－
（α１，ｒ１；α２，Ｌ１）；

（ａ３） ∀ｕ ∈ Ｐ
－
（α１，ｄ；α２，Ｌ２；γ，ｂ） 与 α１（Ｔｕ） ＞ ｂ，总有 γ（Ｔｕ） ＞ ｂ，

则 Ｔ 至少有 ３ 个不动点 ｕ１，ｕ２，ｕ３ ∈ Ｐ
－
（α１，ｒ２；α２，Ｌ２） 满足 ｕ１ ∈ Ｐ（α１，ｒ１；α２，Ｌ１），ｕ２ ∈ Ｐ（α１，

ｒ２；α２，Ｌ２；γ，ｂ） 且 ｕ３ ∈ Ｐ（α１，ｒ２；α２，Ｌ２） ＼（Ｐ
－
（α１，ｒ１；α２，Ｌ１） ∪ Ｐ

－
（α１，ｒ２；α２，Ｌ２；γ，ｂ）） ．

１　 预 备 引 理

根据文献［１２⁃１３］的相关结果， ＢＶＰ（１）的研究可以转化为扰动 Ｈａｍｍｅｒｓｔｅｉｎ 积分方程的

研究， 即

　 　 ｕ（ ｔ） ＝ γ（ ｔ）α［ｕ］ ＋ δ（ ｔ）β［ｕ］ ＋ ∫１
０
Ｇ（ ｔ，ｓ） ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ），ｕ′（ ｓ））ｄｓ， （２）

γ（ ｔ），δ（ ｔ） 线性无关且

　 　
－ γ‴（ ｔ） ＝ ０， γ（０） ＝ ０， ａγ′（０） － ｂγ″（０） ＝ １， ｃγ′（１） ＋ ｄγ″（１） ＝ ０，
－ δ‴（ ｔ） ＝ ０， δ（０） ＝ ０， ａδ′（０） － ｂδ″（０） ＝ ０， ｃδ′（１） ＋ ｄδ″（１） ＝ １，{

这意味着 γ（ ｔ） ＝ （２ｃｔ ＋ ２ｄｔ － ｃｔ２） ／ （２ρ） 和 δ（ ｔ） ＝ （ａｔ２ ＋ ２ｂｔ） ／ （２ρ），ｔ∈［０，１］ ．对 ｔ∈［θ，１］，
γ（ ｔ） ≥ ｃ１‖γ‖∞ 和 δ（ ｔ） ≥ ｃ２‖δ‖∞（‖·‖∞ 是 Ｃ［０，１］ 上通常的上确界范数）， 其中 ｃ１ ＝
（２ｃθ ＋ ２ｄθ － ｃθ ２） ／ （ｃ ＋ ２ｄ） 和 ｃ２ ＝ （ａθ ２ ＋ ２ｂθ） ／ （ａ ＋ ２ｂ）；Ｇ（ ｔ，ｓ） 是 α［ｕ］ ＝ β［ｕ］ ＝ ０ 时的

Ｇｒｅｅｎ 函数．定义算子 Ｔ 为

　 　 Ｔｕ（ ｔ） γ（ ｔ）α［ｕ］ ＋ δ（ ｔ）β［ｕ］ ＋ ∫１
０
Ｇ（ ｔ，ｓ） ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ），ｕ′（ ｓ））ｄｓ ．

如文献［１４］中的定理 ２．３，若 ｕ 是 Ｔ 的不动点，则 ｕ 是 Ｓ 的不动点，本文 Ｓ 定义如下：

　 　 Ｓｕ（ ｔ） γ（ ｔ）
Ｄ (（１ － β［δ］） ∫１

０
κ Ａ（ ｓ） ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ），ｕ′（ ｓ））ｄｓ ＋

　 　 　 　 α［δ］ ∫１
０
κＢ（ ｓ） ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ），ｕ′（ ｓ））ｄｓ ) ＋

　 　 　 　 γ（ ｔ）
Ｄ (β［γ］ ∫１

０
κ Ａ（ ｓ） ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ），ｕ′（ ｓ））ｄｓ ＋
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　 　 　 　 （１ － α［γ］） ∫１
０
κＢ（ ｓ） ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ），ｕ′（ ｓ））ｄｓ ) ＋

　 　 　 　 ∫１
０
Ｇ（ ｔ，ｓ） ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ），ｕ′（ ｓ））ｄｓ ＝ ∫１

０
ＧＳ（ ｔ，ｓ） ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ），ｕ′（ ｓ））ｄｓ，

其中核 ＧＳ 是 ＢＶＰ（１）的 Ｇｒｅｅｎ 函数．
本文剩余部分做如下假设：
（Ｈ１） Ａ，Ｂ 是具有有界变差的函数， 且 κ Ａ（ ｓ），κＢ（ ｓ），ｓ ∈ ［０，１］， 其中

　 　 κ Ａ（ ｓ） ∫１
０
Ｇ（ ｔ，ｓ）ｄＡ（ ｔ）， κＢ（ ｓ） ∫１

０
Ｇ（ ｔ，ｓ）ｄＢ（ ｔ）；

（Ｈ２） ０ ≤ α［γ］， β［δ］ ＜ １， α［δ］， β［γ］ ≥ ０ 且 Ｄ （１ － α［γ］）（１ － β［δ］） －
α［δ］β［γ］ ＞ ０．

引理 １［１４］ 　 令 ρ ａｃ ＋ ａｄ ＋ ｂｃ ＞ ０，存在可测函数 Φ（ ｓ） 使得 Ｇ（ ｔ，ｓ） 满足：
　 　 Ｇ（ ｔ，ｓ） ≤ Φ（ ｓ），　 　 　 ｔ ∈ ［０，１］， ｓ ∈ ［０，１］；
　 　 Ｇ（ ｔ，ｓ） ≥ ｃ３Φ（ ｓ）， ｔ ∈ ［θ，１］， ｓ ∈ ［０，１］，

其中

　 　 ｃ３ ＝
ρ ∫θ

０
Φ（τ）ｄτ

（ａ ＋ ｂ）（ｃ ＋ ｄ）
，　 　 ０ ＜ θ ＜ １．

引理 ２［１４］ 　 令 ｃ０ ＝ ｍｉｎ { ｃ１，ｃ２，ｃ３ } ， Ｇｒｅｅｎ 函数 ＧＳ（ ｔ，ｓ） 满足

 ＧＳ（ ｔ，ｓ） ≤ Φ１（ ｓ），　 　 　 　 ｔ ∈ ［０，１］， ｓ ∈ ［０，１］；
 ＧＳ（ ｔ，ｓ） ≥ ｃ０Φ１（ ｓ）， ｔ ∈ ［θ，１］， ｓ ∈ ［０，１］；

 ０ ≤
∂ＧＳ（ ｔ，ｓ）

∂ｔ
≤ Φ２（ ｓ）， ｔ，ｓ ∈ ［０，１］ × ［０，１］，

其中

　 　 Φ１（ ｓ）
‖γ‖∞

Ｄ
（（１ － β［δ］）κ Ａ（ ｓ） ＋ α［δ］κＢ（ ｓ）） ＋

　 　 　 　
‖δ‖∞

Ｄ
（β［γ］κ Ａ（ ｓ） ＋ （１ － α［γ］）κＢ（ ｓ）） ＋ Φ（ ｓ），　 　 ｓ ∈ ［０，１］，

　 　 Φ２（ ｓ）
‖γ′‖∞

Ｄ
（（１ － β［δ］）κ Ａ（ ｓ） ＋ α［δ］κＢ（ ｓ）） ＋

　 　 　 　
‖δ′‖∞

Ｄ
（β［γ］κ Ａ（ ｓ） ＋ （１ － α［γ］）κＢ（ ｓ）） ＋ Φ（ ｓ），　 　 ｓ ∈ ［０，１］ ．

令 Ｅ ＝ Ｃ１［０，１］ 赋予其范数‖ｕ‖ ＝ ｍａｘ ‖ｕ‖∞ ，‖ｕ′‖∞{ } ，其中‖ｕ‖∞ 是 Ｃ［０，１］ 上通常的

上确界范数．令 Ｐ ＝ { ｕ ∈ Ｅ：ｕ（ ｔ） ≥ ０，ｔ ∈ ［０，１］ } ，则 Ｅ 是 Ｂａｎａｃｈ 空间， Ｐ 为 Ｅ 中的锥．
引理 ３［１４］ 　 Ｔ，Ｓ：Ｐ → Ｐ 是紧算子．
引理 ４［１４］ 　 Ｔ 和 Ｓ 在 Ｐ 中有相同的不动点．

２　 主 要 结 果

对 ∀ｕ ∈ Ｐ， 定义泛函

　 　 α１（ｕ） ＝ ｍａｘ
ｔ∈［０，１］

ｕ（ ｔ） ， α２（ｕ） ＝ ｍａｘ
ｔ∈［０，１］

ｕ′（ ｔ） ， γ（ｕ） ＝ ｍｉｎ
ｔ∈［０，１］

ｕ（ ｔ） ，

则 α１，α２：Ｐ → ［０， ＋ ∞） 是非负连续凸泛函且 γ 是非负连续凹泛函，均满足定理 １ 的条件．记

１８７带 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ 积分条件的三阶边值问题的单调正解



　 　 Ｍ ＝ ∫１
０
Φ１（ ｓ）ｄｓ， Ｎ ＝ ∫１

０
Φ２（ ｓ）ｄｓ ．

定理 ２　 设存在常数

　 　 ０ ＜ ｒ１ ＜ ｂ ＜ ｂ
ｃ０

≤ ｒ２， ０ ＜ Ｌ１ ＜ Ｌ２

使得

　 　 ｂ
ｃ０Ｍ

≤ ｍｉｎ
ｒ２
Ｍ

，
Ｌ２

Ｎ{ } ．

假设如下条件满足：

（ｂ１） ｆ（ ｔ，ｕ，ｖ） ＜ ｍｉｎ
ｒ１
Ｍ

，
Ｌ１

Ｎ{ } ，　 　 （ ｔ，ｕ，ｖ） ∈ ［０，１］ × ［０，ｒ１］ × ［ － Ｌ１，Ｌ１］；

（ｂ２） ｆ（ ｔ，ｕ，ｖ） ＞ ｂ
ｃ０Ｍ

， （ ｔ，ｕ，ｖ） ∈ ［０，１］ × ｂ， ｂ
ｃ０

é

ë
êê

ù

û
úú × ［ － Ｌ２，Ｌ２］；

（ｂ３） ｆ（ ｔ，ｕ，ｖ） ＜ ｍｉｎ
ｒ２
Ｍ

，
Ｌ２

Ｎ{ } ， （ ｔ，ｕ，ｖ） ∈ ［０，１］ × ［０，ｒ２］ × ［ － Ｌ２，Ｌ２］，

则 ＢＶＰ（１）至少存在 ３ 个正解 ｕ１，ｕ２ 和 ｕ３ 满足

　 　 ｍａｘ
ｔ∈［０，１］

ｕ１（ ｔ） ＜ ｒ１， ｍａｘ
ｔ∈［０，１］

ｕ′１（ ｔ） ＜ Ｌ１，

　 　 ｂ ＜ ｍｉｎ
ｔ∈［０，１］

ｕ２（ ｔ） ≤ ｍａｘ
ｔ∈［０，１］

ｕ２（ ｔ） ＜ ｒ２， ｍａｘ
ｔ∈［０，１］

ｕ′２（ ｔ） ＜ Ｌ２

且

　 　 ｒ１ ＜ ｍａｘ
ｔ∈［０，１］

ｕ３（ ｔ） ＜ ｒ２， ｍｉｎ
ｔ∈［０，１］

ｕ３（ ｔ） ＜ ｂ， ｍａｘ
ｔ∈［０，１］

ｕ′３（ ｔ） ＜ Ｌ２ ．

证明　 首先，如果 ｕ ∈ Ｐ
－
（α１，ｒ２；α２，Ｌ２），则 α１（ｕ） ≤ ｒ２，α２（ｕ） ≤ Ｌ２， 结合条件（ｂ３）可得

　 　 ｆ（ ｔ，ｕ，ｖ） ＜ ｍｉｎ
ｒ２
Ｍ

，
Ｌ２

Ｎ{ } ，　 　 ｔ ∈ ［０，１］ ．

因此，
　 　 α１（Ｔｕ） ＝ ｍａｘ

ｔ∈［０，１］
Ｔｕ（ ｔ） ＝

　 　 　 　 ｍａｘ
ｔ∈［０，１］ ∫

１

０
ＧＳ（ ｔ，ｓ） ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ），ｕ′（ ｓ））ｄｓ ≤

ｒ２
Ｍ ∫

１

０
Φ１（ ｓ）ｄｓ ＝ ｒ２，

　 　 α２（Ｔｕ） ＝ ｍａｘ
ｔ∈［０，１］

（Ｔｕ（ ｔ）） ′ ＝

　 　 　 　 ｍａｘ
ｔ∈［０，１］ ∫

１

０

∂ＧＳ（ ｔ，ｓ）
∂ｔ

ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ），ｕ′（ ｓ））ｄｓ ≤
Ｌ２

Ｎ ∫
１

０
Φ２（ ｓ）ｄｓ ＝ Ｌ２ ．

上式表明 Ｔ：Ｐ
－
（α１，ｒ２；α２，Ｌ２） →Ｐ（α１，ｒ２；α２，Ｌ２），类似可证Ｔ：Ｐ

－
（α１，ｒ１；α２，Ｌ１） →Ｐ（α１，ｒ１；α２，

Ｌ１）， 故定理 １ 的条件（ａ２）满足．接下来证

　 　 Ｐ α１，
ｂ
ｃ０

；α２，Ｌ２；γ，ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≠ ０ 且 γ（Ｔｕ） ＞ ｂ，∀ｕ ∈ Ｐ

－
α１，

ｂ
ｃ０

；α２，Ｌ２；γ，ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

事实上，

　 　
ｂ ＋ ｂ ／ ｃ０

２
∈ Ｐ α１，

ｂ
ｃ０

；α２，Ｌ２；γ，ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

此外，
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　 　 ∀ｕ ∈ Ｐ
－
α１，

ｂ
ｃ０

；α２，Ｌ２；γ，ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，有 ｂ

ｃ０
≥ α１（ｕ） ≥ ｕ（ ｔ） ≥ γ（ｕ） ≥ ｂ，ｔ ∈ ［０，１］ ．

因此，由（ｂ２）可知

　 　 γ（Ｔｕ） ＝ ｍｉｎ
ｔ∈［θ，１］

Ｔｕ（ ｔ） ＝

　 　 　 　 ｍｉｎ
ｔ∈［θ，１］ ∫

１

０
ＧＳ（ ｔ，ｓ） ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ），ｕ′（ ｓ））ｄｓ ＞ ｂ

ｃ０Ｍ
∫１

０
ｃ０Φ１（ ｓ）ｄｓ ＝ ｂ，

则定理 １ 的（ａ１）满足．

最后，证明定理 １ 的（ａ３）满足．设 ∀ｕ ∈ Ｐ
－
（α１，ｒ２；α２，Ｌ２；γ，ｂ） 与 α１（Ｔｕ） ＞ ｂ ／ ｃ０，

　 　 γ（Ｔｕ） ＝ ｍｉｎ
ｔ∈［θ，１］

Ｔｕ（ ｔ） ≥ ｃ０ ∫１
０
Φ１（ ｓ） ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ），ｕ′（ ｓ））ｄｓ ≥

　 　 　 　 ｃ０ ｍａｘ
ｔ∈［０，１］

Ｔｕ（ ｔ） ＝ ｃ０α１（Ｔｕ） ＞ ｃ０
ｂ
ｃ０

＝ ｂ ．

综上所述，定理 １ 的所有假设条件满足，因此 Ｔ 至少存在 ３ 个不动点，即 ＢＶＰ（１）至少存

在 ３ 个正解．
推论 １　 令 ｎ 为正整数，设存在常数

　 　 ０ ＜ ｒ１ ＜ ｂ１ ＜
ｂ１

ｃ０
≤ ｒ２ ＜ ｂ２ ＜

ｂ２

ｃ０
≤ … ≤ ｒｎ， ０ ＜ Ｌ１ ≤ Ｌ２ ≤ Ｌ３ ≤ … ≤ Ｌｎ，

使得

　 　
ｂｉ

ｃ０Ｍ
≤ ｍｉｎ

ｒｉ ＋１
Ｍ

，
Ｌｉ ＋１

Ｎ{ } 　 　 （ ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １） ．

假设如下条件满足：

（ｄ１） ｆ（ ｔ，ｕ，ｖ） ＜ ｍｉｎ
ｒｉ
Ｍ

，
Ｌｉ

Ｎ{ } ，

　 　 （ ｔ，ｕ，ｖ） ∈ ［０，１］ × ［０，ｒｉ］ × ［ － Ｌｉ，Ｌｉ］， ｉ ＝ １，２，…，ｎ；

（ｄ２） ｆ（ ｔ，ｕ，ｖ） ＞
ｂｉ

ｃ０Ｍ
，

　 　 （ ｔ，ｕ，ｖ） ∈ ［０，１］ × ｂｉ，
ｂｉ

ｃ０
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
× ［ － Ｌｉ ＋１，Ｌｉ ＋１］， ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １，

则 ＢＶＰ（１）至少存在 ２ｎ － １ 个正解．
证明　 利用数学归纳法证明．
首先，当 ｎ ＝ １， 由（ｄ１）可知，

　 　 Ｔ：Ｐ
－
（α１，ｒ２；α２，Ｌ２） → Ｐ（α１，ｒ２；α２，Ｌ２） ⊂ Ｐ

－
（α１，ｒ２；α２，Ｌ２），

由 Ｓｃｈａｕｄｅｒ 不动点定理可知，ＢＶＰ（１）在 Ｐ（α１，ｒ２；α２，Ｌ２） 中至少存在 １ 个正解．
其次，假设 ｎ ＝ ｋ 结论仍然成立，往证 ｎ ＝ ｋ ＋ １ 结论亦成立．
假设存在 ｒｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｋ ＋ １） 和 ｂｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｋ） 满足

　 　 ０ ＜ ｒ１ ＜ ｂ１ ＜
ｂ１

ｃ０
≤ ｒ２ ＜ ｂ２ ＜

ｂ２

ｃ０
≤ … ≤ ｒｋ＋１，

使得对 ｉ ＝ １，２，…，ｋ ＋ １， 有

　 　 ｆ（ ｔ，ｕ，ｖ） ＜ ｍｉｎ
ｒｉ
Ｍ

，
Ｌｉ

Ｎ{ } ，
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　 　 （ ｔ，ｕ，ｖ） ∈ ［０，１］ × ０，ｒｉ[ ] × （ － Ｌｉ，Ｌｉ）， ｉ ＝ １，２，…，ｋ，

　 　 ｆ（ ｔ，ｕ，ｖ） ＞
ｂｉ

ｃ０Ｍ
，　 　 （ ｔ，ｕ，ｖ） ∈ ［０，１］ × ｂｉ，

ｂｉ

ｃ０
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
× ［ － Ｌｉ ＋１，Ｌｉ ＋１］，

则 ＢＶＰ（１）在 Ｐ（α１，ｒｋ；α２，Ｌｋ） 中存在至少 ２ｋ － １ 个正解 ｕｉ（ ｉ ＝ １，２，…，２ｋ － １） ．同时，由定理

２，ＢＶＰ（１）至少在 Ｐ（α１，ｒｋ＋１；α２，Ｌｋ＋１） 中存在 ３ 个正解 ｕ，ｘ 和 ｙ 满足

　 　 ｕ ∈ Ｐ（α１，ｒｋ；α２，Ｌｋ）， ｘ ∈ Ｐ（α１，ｒｋ＋１；α２，Ｌｋ＋１；γ，ｂ）
且

　 　 ｙ ∈ Ｐ（α１，ｒｋ＋１；α２，Ｌｋ＋１） ＼（Ｐ
－
（α１，ｒｋ；α２，Ｌｋ） ∪ Ｐ

－
（α１，ｒｋ＋１；α２，Ｌｋ＋１；γ，ｂ）） ．

显然， ｘ，ｙ 不同于 ｕｉ（ ｉ ＝ １，２，…，２ｋ － １）， 因此，ＢＶＰ（１）至少存在 ２ｋ ＋ １ 个正解，得证．

３　 算　 　 例

考虑边值问题

　 　

ｕ‴（ ｔ） ＋ ｆ（ ｔ，ｕ（ ｔ），ｕ′（ ｔ）） ＝ ０，　 　 ０ ＜ ｔ ＜ １，
ｕ（０） ＝ ０，
ｕ′（０） ＝ α［ｕ］，
ｕ′（１） ＝ β［ｕ］，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（３）

其中

　 　 α［ｕ］ ＝ ∫１
０
（１ － ｓ）ｕ（ ｓ）ｄｓ， β［ｕ］ ＝ ∫１

０
ｓｕ（ ｓ）ｄｓ ．

　 　 ｆ（ ｔ，ｕ，ｖ） ＝

ｃｏｓ ｔ ＋ １
２

ｕ２ ＋ ｖ
２０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

， ０ ≤ ｕ ≤ ２４，

ｃｏｓ ｔ ＋ １
２
（２５ － ｕ）ｕ２ ＋ ｖ

２０
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

， ２４ ＜ ｕ ≤ ２５，

ｃｏｓ ｔ ＋ １
２
（ｕ － ２５）ｕ２ ＋ ｖ

２０
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

， ２５ ＜ ｕ ＜ ２６，

ｃｏｓ ｔ ＋ ３１８ ＋ ｖ
２０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

， ｕ ≥ ２６ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

对应得到 γ（ ｔ） ＝ （２ｔ － ｔ２） ／ ２ 和 δ（ ｔ） ＝ ｔ２ ／ ２．简单计算表明

　 　 α［γ］ ＝ １
８
， α［δ］ ＝ １

２４
， β［γ］ ＝ ５

２４
， β［δ］ ＝ １

８
，

　 　 Ｄ ＝ （１ － α［γ］）（１ － β［δ］） － α［δ］β［γ］ ＝ １０９
１４４

，

　 　 κ Ａ（ ｓ） ＝ ∫１
０
Ｇ（ ｔ，ｓ）（１ － ｔ）ｄｔ ＝ ｓ

８
－ ｓ２

４
＋ ｓ３

６
－ ｓ４

２４
，

　 　 κＢ（ ｓ） ＝ ∫１
０
Ｇ（ ｔ，ｓ） ｔｄｔ ＝ ５ｓ

２４
－ ｓ２

４
＋ ｓ４

２４
，

　 　 Φ１（ ｓ） ＝ ２６５ｓ
２１８

－ １４５ｓ２

１０９
＋ １３ｓ３

１０９
－ ｓ４

２１８
， Φ２（ ｓ） ＝ １５６ｓ

１０９
－ １８１ｓ２

１０９
＋ ２６ｓ３

１０９
－ ｓ４

１０９
，

且取

　 　 θ ＝ １
２
， ｒ１ ＝ １， ｂ ＝ ２， ｒ２ ＝ １００， Ｌ１ ＝ １０， Ｌ２ ＝ ３００，
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通过计算表明

　 　 Ｍ ＝ ∫１
０
Φ１（ ｓ）ｄｓ ≈ ０．１３３ ６９， Ｎ ＝ ∫１

０
Φ２（ ｓ）ｄｓ ≈ ０．２１９ ８７７， ｃ０ ＝ １

１２
，

　 　 ｍｉｎ
ｒ１
Ｍ

，
Ｌ１

Ｎ{ } ≈ ７．４８， ｍｉｎ
ｒ２
Ｍ

，
Ｌ２

Ｎ{ } ≈ ７４８， ｂ
ｃ０Ｍ

≈ １８０，

且满足

　 　 ｂ
ｃ０Ｍ

≤ ｍｉｎ
ｒ２
Ｍ

，
Ｌ２

Ｎ{ } ，

因此， ｆ（ ｔ，ｕ，ｖ） 满足

（ｂ１） ｆ（ ｔ，ｕ，ｖ） ＜ ７．４８，　 　 （ ｔ，ｕ，ｖ） ∈ ［０，１］ × ［０，１］ × ［ － １０，１０］；
（ｂ２） ｆ（ ｔ，ｕ，ｖ） ＞ １８０， （ ｔ，ｕ，ｖ） ∈ ［０，１］ × ［２，２４］ × ［ － ３００，３００］；
（ｂ３） ｆ（ ｔ，ｕ，ｖ） ＜ ７４８， （ ｔ，ｕ，ｖ） ∈ ［０，１］ × ［０，１００］ × ［ － ３００，３００］，

则定理 ２ 的条件均满足，ＢＶＰ（１）至少存在 ３ 个正解．

４　 结　 　 论

当边值问题的非线性项含有导数时，将使锥上的“压缩”或“拉伸”不易实现，对寻求其正

解造成困难．利用推广后的 Ｌｅｇｇｅｔｔ⁃Ｗｉｌｌｉａｍｓ 型不动点定理，只需增加 １ 个有界的非负连续凸泛

函，即可证明正解的存在性．所得结果丰富了边值问题解的定性理论的相关成果．接下来，可将

该不动点定理进一步推广，使之能适用于非线性项含各阶导数或任意阶导数的边值问题，所得

结果将更有意义．
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