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摘要：　 根据磁振子压电能量采集器实验系统的数学模型，基于系统静平衡位形，引入坐标变换，
建立相对位移的标准控制方程．利用 Ｔａｙｌｏｒ 级数展开法处理磁力非线性项，运用多尺度法近似解析

分析，通过消除长期项获得可解性条件，并由此推导出稳态响应时的幅频关系．四阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方

法用于数值计算受迫振动时间历程，数值算例给出了系统前两阶主共振下的稳态幅频响应关系及

其失稳区域．结果表明，多尺度方法所得到的一致有效解具有较高精度，可以为优化设计磁振子压

电能量采集器提供理论依据．
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引　 　 言

能量采集器可以将环境中的废弃能量转换成电能，近年来迅速成为学者们的研究热点．振
动能量采集器因其具有绿色、环保、可持续使用的特点，正受到越来越广泛地重视［１⁃４］ ．

Ｗｉｌｌｉａｍｓ 等［５］借助于单自由度质量弹簧系统，最早提出了将振动能转化为电能的机制．研
究表明在外界激励频率与能量采集器的固有频率相接近，系统阻尼较小的情况下，能量转化效

率更高．但由于单自由度模型具有固有频率单一、仅在外激励频率和系统固有频率接近时有效

工作、响应频带窄的局限性，国内外诸多学者提议使用具有多个模态的能量采集器，以拓宽频

带宽度．Ｋｉｍ 等［６］建立了两自由度压电能量采集器模型，实验发现对比单自由度模型，两自由

度能量采集模型具有两个不同的共振频率，拓宽了能量采集频带宽度．Ｓｈａｈｒｕｚ［７］设计了一组悬

臂梁组成的带通滤波装置，通过改变梁的长度和质量块质量，有效拓宽了共振频率范围并对其

进行了最优化设计．Ｆｅｒｒａｒｉ 等［８］则在 ３ 个尺寸材质完全相同的悬臂梁的自由端分别固定不同

的质量块，不同程度地改变悬臂梁的共振频率，使能量采集器在 ３ 个不同的共振频率点获得稳

定，从而有效拓宽工作频带．Ｙａｎｇ 等［９］ 建立了双梁压电耦合振动能量采集器模型，研究发现，
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选择适当参数可以拓宽能量采集器采集带宽，但会降低输出功率大小．
除此之外，研究人员发现非线性的引入可以有效地改进能量采集办法．Ｄａｑａｑ 等［１０］综述了

振动能量采集概念和主要问题，对比线性能量采集，指出非线性能量采集具有更宽的稳态频率

带宽，能够提高环境振动中能量采集效率．Ｃｏｔｔｏｎｅ 等［１１］ 研究了单稳态压电能量采集系统在随

机激励下的响应，指出非线性可以提高能量采集器的效率．Ｗｕ 等［１２］ 利用贴有质量块的主梁

（外梁）和副梁（内梁）建立了两自由度的多频响应压电能量采集器，通过实验对比了单自由度

模型和单梁的两自由度模型，发现该结构可以有效拓宽共振频带．随后 Ｗｕ 等［１３］又通过内梁和

基座中间安装磁铁引入磁相互作用，建立两自由度的非线性多频响应压电能量采集器，数值和

实验研究发现选取合适的结构参数和磁铁间距可以将系统两共振峰调至相近，从而有效地拓

宽能量采集工作频带．对比线性模型发现，在有电容的情况下，两自由度非线性压电能量采集

工作频带更宽、输出功率更高．
Ｔａｎｇ 等［１４］通过引入磁振子模型，设计了两自由度的非线性振动能量采集器，数值计算显

示多频响应非线性能量采集工作频带更宽，输出功率也大幅提高，改进效果显著，并得到实验

验证．但至今未见有关理论分析的报道．Ｄａｑａｑ 等［１５］利用多尺度法研究了参激振动下软弹簧特

性的压电悬臂梁式能量采集器，得到了系统电压和功率的表达式，讨论了机电耦合和负载电阻

对输出电压和功率的影响，并通过实验验证该结构可以拓宽共振频带．本文基于磁振子压电能

量采集器实验模型，通过 Ｔａｙｌｏｒ 级数展开法处理磁力非线性项，利用多尺度法近似解析分析，
拟研究前两阶主共振条件下的非线性受迫振动，得到稳态响应时输出电压和功率的幅频响应

曲线；并辅以数值计算时程，定量验证理论结果．

１　 控 制 方 程

考虑磁振子压电能量采集器实验模型，如图 １ 所示．悬臂梁自由端固定磁铁块，在其正上

方引入由弹簧悬挂的另一磁铁块，并将压电片安装在悬臂梁根部，外接电容和电阻构成电流回

路．通过非线性磁相互作用，以实现改进能量采集效果，力学模型如图 ２ 所示．

图 １　 磁振子非线性压电能量采集器 图 ２　 磁振子非线性压电能量采集器力学模型
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假设两磁铁初始间距为 Ｄ０ ．如果用 Ｕ１（Ｔ） 和 Ｕ２（Ｔ） 分别表示不同时刻悬臂梁尖端磁铁和

磁振子的位移，Ｕ（Ｔ） 表示输出电压，并以竖直向下为正方向，建立数学模型：
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Ｍ１Ｕ″１ ＋ Ｃ１Ｕ′１ ＋ Ｋ１Ｕ１ － ζ
（Ｄ０ ＋ Ｕ１ － Ｕ２） ４

－ ΘＵ ＝ Ｆ１ｓｉｎ（ΩＴ），

Ｍ２Ｕ″２ ＋ Ｃ２Ｕ′２ ＋ Ｋ２Ｕ２ ＋ ζ
（Ｄ０ ＋ Ｕ１ － Ｕ２） ４

＝ Ｆ２ｓｉｎ（ΩＴ），

ＣＵ′ ＋ １
Ｒ

Ｕ ＋ ΘＵ′１ ＝ ０，
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（１）

式中，右上标“′”代表对时间 Ｔ 求导．悬臂梁长为 Ｌｂ，Ｍ１ 为悬臂梁及其尖端磁铁的等效质量，Ｋ１

为其等效刚度，Ｃ１ 为机械阻尼系数，Ｍ２ 为磁振子质量，Ｋ２ 为弹簧刚度，Ｃ２ 为磁振子阻尼系数，ζ表
示磁力系数，Ｄ０ 表示磁铁初始间距，Θ 表示机电耦合系数，Ｃ 表示外接电容，Ｒ 表示外接电阻．

考虑单位电压 ｅ （１ Ｖ），引入无量纲参数：

　 　

ｄ０ ＝
Ｄ０

Ｌｂ
， ｕ１ ＝

Ｕ１

Ｌｂ
， ｕ２ ＝

Ｕ２

Ｌｂ
， ｆ１ ＝

Ｆ１

Ｋ１Ｌｂ
， ｆ２ ＝

Ｆ２

Ｋ１Ｌｂ
， ω２

０ ＝
Ｋ２Ｍ１

Ｋ１Ｍ２
，

η ＝
Ｍ２

Ｍ１
， μ１ ＝

Ｃ１

Ｍ１Ｋ１

， μ２ ＝
Ｃ２

Ｍ１Ｋ１

， ω ＝ Ω
Ｍ１

Ｋ１
， ｔ ＝ Ｔ

Ｋ１

Ｍ１
，

ｃ０ ＝ ζ
Ｋ１Ｌ５

ｂ

， ｖ ＝ Ｕ
ｅ
， ｃ ＝ ｅ２Ｃ

Ｋ１Ｌ２
ｂ

， κ ＝ ｅ２

ＲＬ２
ｂ

Ｍ１

Ｋ３
１

， θ ＝ ｅΘ
Ｋ１Ｌｂ

，
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（２）

可得标准控制方程：

　 　

ｕ１ ＋ μ１ｕ１ ＋ ｕ１ －
ｃ０

（ｄ０ ＋ ｕ１ － ｕ２） ４
－ θｖ ＝ ｆ１ｓｉｎ（ωｔ），

ηｕ２ ＋ μ２ｕ２ ＋ ηω２
０ｕ２ ＋

ｃ０
（ｄ０ ＋ ｕ１ － ｕ２） ４

＝ ｆ２ｓｉｎ（ωｔ），

ｃｖ ＋ κｖ ＋ θｕ１ ＝ ０，
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（３）

这里上标“·”代表对时间 ｔ 求导．ｃ０ 代表无量纲后的磁力系数，当 ｃ０ ＞ ０ 时表示悬臂梁右端受

排斥力作用；如果添加一个负号使得 ｃ０ ＜ ０，则表示悬臂梁右端受吸引力作用；当 ｃ０ ＝ ０ 时，悬
臂梁右端将不受磁力作用．

在控制方程中如果不考虑随时间变化的所有项，则可得到关于静平衡位形满足的代数方

程组．此时不会产生电压， ｖ ＝ ０．如果以 ｄ１，ｄ２ 分别代表上下两磁铁的静平衡位移，可知它们满

足如下方程组：

　 　 ｄ１ －
ｃ０

（ｄ０ ＋ ｄ１ － ｄ２） ４
＝ ０， ηω２

０ｄ２ ＋
ｃ０

（ｄ０ ＋ ｄ１ － ｄ２） ４
＝ ０． （４）

引入坐标变换： ｚ１ ＝ ｕ１ － ｄ１； ｚ２ ＝ ｕ２ － ｄ２， 得到相对位移的标准控制方程：

　 　

ｚ１ ＋ μ１ｚ１ ＋ ｚ１ ＋ ｄ１ －
ｃ０

（ｄ ＋ ｚ１ － ｚ２） ４
－ θｖ ＝ ｆ１ｓｉｎ（ωｔ），

ηｚ２ ＋ μ２ｚ２ ＋ ηω２
０（ ｚ２ ＋ ｄ２） ＋

ｃ０
（ｄ ＋ ｚ１ － ｚ２） ４

＝ ｆ２ｓｉｎ（ωｔ），

ｃｖ ＋ κｖ ＋ θｚ１ ＝ ０，
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（５）

式中 ｄ ＝ ｄ０ ＋ ｄ１ － ｄ２ 表示平衡时磁铁间距．对于幅值较小的振动，相对位移均为小量，应用 Ｔａｙ⁃
ｌｏｒ 级数展开法处理非线性项可得
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ｃ０

（ｄ ＋ ｚ１ － ｚ２） ４
－
ｃ０
ｄ４

＝ ∑
∞

ｊ ＝ １
ｃｊ（ ｚ１ － ｚ２） ｊ， ｃｊ ＝

（ ｊ ＋ ３）！
ｊ！

·
（ － １） ｊｃ０
６ｄ ｊ ＋４ ，

　 　 ｊ ＝ １，２，３，… ． （６）

２　 多尺度分析

引入多个时间尺度： Ｔ ｊ ＝ ε ｊ ｔ， ｊ ＝ ０，１，２，…， 由于系统存在平方非线性项，为了研究第 ｎ阶

主谐波共振，引入解谐参数σｎ，以标示激励频率与固有频率之间的偏离程度：ω ＝ ωｎ ＋ ε２σｎ，从
而可知，系统在微幅受迫振动作用下的稳态响应将与时间尺度 Ｔ１ 无关，于是可以假定控制方

程（５）的形式解为

　 　 ｖ（ ｔ） ＝ εＶ０１（Ｔ０，Ｔ２） ＋ ε２Ｖ０２（Ｔ０，Ｔ２） ＋ ε３Ｖ０３（Ｔ０，Ｔ２） ＋ Ｏ（ε４）， （７）
　 　 ｚｍ（ ｔ） ＝ εＺｍ１（Ｔ０，Ｔ２） ＋ ε２Ｚｍ２（Ｔ０，Ｔ２） ＋ ε３Ｚｍ３（Ｔ０，Ｔ２） ＋ Ｏ（ε４），　 　 ｍ ＝ １，２． （８）

重新标度压电耦合系数、阻尼和外激励振幅

　 　 μ１ « ε２μ１， μ２ « ε３μ２， ｆ１ « ε３ ｆ１， ｆ２ « ε３ ｆ２， θ « εθ ．
代入控制方程（５）分离变量可得 ε１ 阶方程为

　 　
Ｚ１１，Ｔ０Ｔ０

＋ Ｚ１１ － ｃ１（Ｚ１１ － Ｚ２１） ＝ ０，

ηＺ２１，Ｔ０Ｔ０
＋ ηω２

０Ｚ２１ ＋ ｃ１（Ｚ１１ － Ｚ２１） ＝ ０， ｃＶ０１，Ｔ０
＋ κＶ０１ ＝ ０ ．{ （９）

ε２ 阶方程为

　 　

Ｚ１２，Ｔ０Ｔ０
＋ Ｚ１２ － ｃ１（Ｚ１２ － Ｚ２２） ＝ ｃ２ （Ｚ１１ － Ｚ２１） ２ ＋ θＶ０１，

ηＺ２２，Ｔ０Ｔ０
＋ ηω２

０Ｚ２２ ＋ ｃ１（Ｚ１２ － Ｚ２２） ＝ － ｃ２ （Ｚ１１ － Ｚ２１） ２，

ｃＶ０２，Ｔ０
＋ κＶ０２ ＝ － θＺ１１，Ｔ０ ．
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ï
ï

ï
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（１０）

ε３ 阶方程为

　 　

Ｚ１３，Ｔ０Ｔ０
＋ Ｚ１３ － ｃ１（Ｚ１３ － Ｚ２３） ＝ ｆ１ｓｉｎ（ωｔ） － μ１Ｚ１１，Ｔ０

－ ２Ｚ１１，Ｔ０Ｔ２
＋

　 　 ［２ｃ２（Ｚ１１ － Ｚ２１）（Ｚ１２ － Ｚ２２） ＋ ｃ３（Ｚ１１ － Ｚ２１） ３］ ＋ θＶ０２，

ηＺ２３，Ｔ０Ｔ０
＋ ηω２

０Ｚ２３ ＋ ｃ１（Ｚ１３ － Ｚ２３） ＝ ｆ２ｓｉｎ（ωｔ） － μ２Ｚ２１，Ｔ０
－ ２ηＺ２１，Ｔ０Ｔ２

－

　 　 ［２ｃ２（Ｚ１１ － Ｚ２１）（Ｚ１２ － Ｚ２２） ＋ ｃ３（Ｚ１１ － Ｚ２１） ３］，
ｃＶ０３，Ｔ０

＋ κＶ０３ ＝ － ｃＶ０１，Ｔ２
－ θＺ１２，Ｔ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（１１）

根据自由振动及频率分析可知，对于 ε１ 阶方程（９）的稳态解可写为

　 　 Ｚ１１ ＝ Ｙ０ｎ（Ｔ２）ｅｉωｎＴ０ ＋ ｃｃ， Ｚ２１ ＝ ｑｎＹ０ｎ（Ｔ２）ｅｉωｎＴ０ ＋ ｃｃ， Ｖ０１ ＝ ０， （１２）
式中，ｃｃ 代表等式右边位于它前面这一项的复数共轭，

　 　 ω１，２ ＝
１ ＋ ω２

０ － ｃ１
２

－
ｃ１
２η

±
ｃ２１（１ ＋ η） ２

４η２
＋

（１ － ω２
０） ２

４
＋
ｃ１（１ － η）（１ － ω２

０）
２η

，

（１３）

　 　 ｑｎ ＝ １ ＋
ω２

ｎ － １
ｃ１

， Ｙ０ｎ（Ｔ２） ＝ １
２

ａｎ（Ｔ２）ｅｉ［σｎＴ２－φｎ（Ｔ２）］ ． （１４）

将式（１２）代入 ε２ 阶方程，可知其形式解为

　 　
Ｚｍ２ ＝ ２ｃ２（１ － ｑｎ） ２（αｍｎＹ０ｎＹ

－

０ｎ ＋ βｍｎＹ２
０ｎｅ２ｉωｎＴ０） ＋ ｃｃ，

Ｖ０２ ＝ －
ｉθωｎ

κ ＋ ｉｃωｎ
Ｙ０ｎｅｉωｎＴ０ ＋ ｃｃ，

ì

î

í

ïï

ïï

　 　 ｍ ＝ １，２， （１５）
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式中

　 　
α１ｎ ＝

ηω２
０

２ηω２
０（１ － ｃ１） － ２ｃ１

， β１ｎ ＝
η（ω２

０ － ４ω２
ｎ）

２（１ － ４ω２
ｎ － ｃ１）（ηω２

０ － ４ηω２
ｎ － ｃ１） － ２ｃ２１

，

α２ｎ ＝ － １
２ηω２

０（１ － ｃ１） － ２ｃ１
， β２ｎ ＝

４ω２
ｎ － １

２（１ － ４ω２
ｎ － ｃ１）（ηω２

０ － ４ηω２
ｎ － ｃ１） － ２ｃ２１

．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１６）

将 ε１ 阶方程解（１２） 和 ε２ 阶方程解（１５） 代入 ε３ 阶方程（１１），一致有效解可写作如下形式：
　 　 Ｚｍ３（Ｔ０，Ｔ２） ＝ Ｙｍｎ（Ｔ２）ｅｉωｎＴ０ ＋ ｃｃ ＋ ＮＳＴ，　 　 ｍ ＝ １，２， （１７）

式中，ＮＳＴ 代表不会产生发散解的其余各项．在形式解中，与慢时间尺度 Ｔ２ 有关的两个新函数

满足如下方程组：

　 　

（１ － ω２
ｎ － ｃ１）Ｙ１ｎ ＋ ｃ１Ｙ２ｎ ＝

ｆ１
２ｉ

ｅｉσｎＴ２ － ｉμ１ωｎＹ０ｎ － ２ｉωｎＹ′０ｎ －
ｉθ２ωｎ

κ ＋ ｉｃωｎ
Ｙ０ｎ ＋

　 　 （１ － ｑｎ） ３［８ｃ２（α１ｎ － α２ｎ） ＋ ４ｃ２２（β１ｎ － β２ｎ） ＋ ３ｃ３］Ｙ２
０ｎＹ

－

０ｎ，

ｃ１Ｙ１ｎ ＋ （ηω２
０ － ηω２

ｎ － ｃ１）Ｙ２ｎ ＝
ｆ２
２ｉ

ｅｉσｎＴ２ － ｉμ２ωｎｑｎＹ０ｎ － ２ｉηωｎｑｎＹ′０ｎ －

　 　 （１ － ｑｎ） ３［８ｃ２２（α１ｎ － α２ｎ） ＋ ４ｃ２２（β１ｎ － β２ｎ） ＋ ３ｃ３］Ｙ２
０ｎＹ

－

０ｎ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（１８）

由于该方程组系数矩阵行列式为 ０，必须满足相容性条件，化简可得可解性条件：

　 　 Λ１ｎＹ′０ｎ ＋ Λ２ｎＹ０ｎ － ｉΛ３ｎＹ０ｎ － ４ｉΛ４ｎＹ２
０ｎＹ

－

０ｎ ＋ ０．５Λ５ｎｅｉσｎＴ２ ＝ ０， （１９）
式中， Λ１ｎ 表示矩阵 Λ 中第 １ 行第 ｎ 列元素

　 　
Λ１ｎ ＝ ２ω ｎ（１ ＋ ηｑ２

ｎ）， Λ２ｎ ＝ ω ｎ（μ １ ＋ ｑ２
ｎμ ２） ＋

κω ｎθ ２

κ ２ ＋ ｃ２ω ２
ｎ

， Λ３ｎ ＝
ｃθ ２ω ２

ｎ

κ ２ ＋ ｃ２ω ２
ｎ

，

Λ４ｎ ＝ － （１ － ｑｎ） ４［０．７５ｃ３ ＋ （２α１ｎ － ２α２ｎ ＋ β １ｎ － β ２ｎ）ｃ２２］， Λ５ｎ ＝ ｆ１ ＋ ｑｎ ｆ２ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（２０）

将极坐标形式解代入后，分离实部和虚部，消去相角可得稳态响应时的频响方程：

　 　 σ ｎ ＝
Λ３ｎ ＋ Λ４ｎａ２

ｎ

Λ１ｎ
± １
ａｎΛ１ｎ

Λ２
５ｎ － Λ２

２ｎａ２
ｎ ． （２１）

根据 Ｒｏｕｔｈ⁃Ｈｕｒｗｉｔｚ 判据可知其失稳边界为

　 　 σ ｎ ＝
２Λ４ｎａ２

ｎ ＋ Λ３ｎ ± Λ２
４ｎａ４

ｎ － Λ２
２ｎ

Λ１ｎ
． （２２）

将极坐标形式解代入稳态响应解可知

　 　 ｚ１（ ｔ） ＝ εａｎｃｏｓ（ωｔ － φ ｎ） ＋ ｃ２ε ２ａ２
ｎα１ｎ （１ － ｑｎ） ２ ＋

　 　 　 　 ｃ２ε ２ａ２
ｎβ １ｎ （１ － ｑｎ） ２ｃｏｓ（２ωｔ － ２φ ｎ） ＋ Ｏ（ε ３）， （２３）

　 　 ｚ２（ ｔ） ＝ εａｎｑｎｃｏｓ（ωｔ － φ ｎ） ＋ ｃ２ε ２ａ２
ｎα２ｎ（１ － ｐｎ） ２ ＋

　 　 　 　 ｃ２ε ２ａ２
ｎβ ２ｎ（１ － ｑｎ） ２ｃｏｓ（２ωｔ － ２φ ｎ） ＋ Ｏ（ε ３） ． （２４）

电压近似解为

　 　 ｖ（ ｔ） ＝ ε ２ｂｎｓｉｎ ωｔ － φ ｎ － ａｒｃｃｏｓ κ

κ ２ ＋ ｃ２ω ２
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｏ（ε ３）， ｂｎ ＝

θω ｎａｎ

κ ２ ＋ ｃ２ω ２
ｎ

． （２５）

得到第 ｎ 阶主共振下悬臂梁振幅 Ａｎ（ ｚ１） ＝ εａｎ，磁振子振幅 Ａｎ（ ｚ２） ＝ εａｎｑｎ，能量采集器输出电

压幅值 Ａｎ（ｖ） ＝ ε ２ｂｎ，其中 ｎ ＝ １，２．从而可以根据物理参数近似求得输出的平均功率：
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　 　 Ｐｎ ＝ １
Ｔ ∫

Ｔ

０

Ｕ２

Ｒ
ｄｔ ≈

ε ４ｂ２
ｎ

２Ｒ
． （２６）

３　 数 值 算 例

以排斥力相互作用为例，选取如下物理参数［１４］：
　 　 Ｌｂ ＝ ０．１ ｍ， Ｋ１ ＝ １００ Ｎ·ｍ －１， Ｍ１ ＝ ０．０１ ｋｇ， Ｃ１ ＝ ０．０１ Ｎ·ｓ·ｍ －１， Ｍ２ ＝ ０．０４ ｋｇ，
　 　 Ｋ２ ＝ ４００ Ｎ·ｍ －１， Ｃ２ ＝ ０．０１ Ｎ·ｓ·ｍ －１， ζ ＝ ８．０ × １０ －９ Ｎ·ｍ４， Ｄ０ ＝ ０．０１４ ｍ，
　 　 Θ ＝ １．０ × １０ －４ Ｎ·Ｖ －１， Ｃ ＝ １．０ × １０ －８ Ｆ， Ｒ ＝ １ ０００ ｋΩ ．

无量纲化为

　 　 ｄ０ ＝ ０．１４， ｃ０ ＝ ８．０ × １０ －６， θ ＝ １．０ × １０ －５， ｃ ＝ κ ＝ １．０ × １０ －８， μ １ ＝ μ ２ ＝ ０．０１．
假定无量纲激励振幅分别为 ｆ１ ＝ ０．０００ ５， ｆ２ ＝ ０，此时系统固有频率 ω １ ＝ １，ω ２ ＝ １．３２０ ５；ｑ１ ＝
１，ｑ２ ＝ － ０．２５， 选取零初始条件，以 ０．００１ 作为时间步长，利用四阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法可计算出

关于相对位移的控制方程（５），从而可得到位移和瞬时电压 ｖ（ ｔ） 的时间历程，以时间历程中位

于（１ ９００， ２ ０００） ｓ 之间的位移作为稳态响应，并记录该时段位移．
图 ３ 和图 ４ 给出了悬臂梁和磁振子前两阶主共振幅频特性曲线及失稳边界，并与数值结

果作对比．外激励频率 ω 作为控制参数，实线代表稳态幅频响应，虚线代表失稳边界，圆点表示

数值解，可以看出在排斥力作用下固有频率 ω １ ＝ １ 的一阶主共振附近非线性消失，振幅随着幅

频响应曲线缓慢增加并在共振点处达到峰值然后逐渐减小．二阶主共振附近幅频响应曲线体

现硬特性，出现共振点附近的多解和跳跃现象等非线性特性．对比发现，悬臂梁在二阶主共振

附近的受迫振动振幅明显增大．

（ａ） 第一阶主共振 （ｂ） 第二阶主共振

（ａ） Ｔｈｅ １ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ （ｂ） Ｔｈｅ ２ｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ
图 ３　 悬臂梁幅频特性曲线

Ｆｉｇ． ３　 Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ⁃ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ

结合实际物理参数，图 ５ 和图 ６ 给出了能量采集器输出电压和功率在前两阶主共振附近

的幅频响应．可以看出：一阶主共振附近能量采集器输出电压及功率随着幅频响应曲线缓慢增

加并在共振点处达到峰值然后逐渐减小；二阶主共振附近能量采集器输出电压及功率出现跳

跃现象，随着外激励频率逐渐增加沿幅频响应曲线缓慢增加至失稳边界，后随着外激励频率继

续增加输出电压和功率幅值出现突变，再缓慢减小．
由图 ３ 至图 ６ 可知，数值方法所得到的结果与近似解析结果吻合得较好，定量和定性地证

实了跳跃现象，并验证了多尺度方法的有效性．
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（ａ） 第一阶主共振 （ｂ） 第二阶主共振

（ａ） Ｔｈｅ １ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ （ｂ） Ｔｈｅ ２ｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ
图 ４　 磁振子幅频特性曲线

Ｆｉｇ． ４　 Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ⁃ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ

（ａ） 第一阶主共振 （ｂ） 第二阶主共振

（ａ） Ｔｈｅ １ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ （ｂ） Ｔｈｅ ２ｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ
图 ５　 输出电压幅频特性曲线

Ｆｉｇ． ５　 Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ⁃ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｏｕｔｐｕｔ ｖｏｌｔａｇｅ

（ａ） 第一阶主共振 （ｂ） 第二阶主共振

（ａ） Ｔｈｅ １ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ （ｂ） Ｔｈｅ ２ｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ
图 ６　 输出功率幅频特性曲线

Ｆｉｇ． ６　 Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ⁃ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｏｕｔｐｕｔ ｐｏｗｅｒ
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４　 结　 　 论

本文根据磁振子能量采集器实验模型，基于静平衡位形，引入坐标变换，建立了相对位移

的标准控制方程．利用 Ｔａｙｌｏｒ 级数展开法处理了磁力非线性项，运用多尺度方法进行了近似解

析分析，研究了能量采集器微幅受迫振动的稳态响应．并利用四阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法数值求解

控制方程，得到以下结论：
１） 系统在二阶主共振附近幅频响应曲线共振峰右移，出现跳跃现象；
２） 在排斥力作用下当系统固有频率为 １ 时，一阶主共振附近幅频响应曲线非线性特性消

失，退化为线性特征；
３） 定量验证了近似解析结果，证实了多尺度法的有效性．
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３１８磁振子压电能量采集器的多尺度分析


