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摘要：　 基于 Ｌｉｅ 群和 Ｌｉｅ 代数之间的指数映射等价关系，推导了基于 Ｌｉｅ 群的自由刚体连续动力

学方程．结合离散变分原理，推导了其 Ｌｉｅ 群离散变分积分子．通过证明可知连续和离散动力学系统

都具有动量守恒性．对连续动力学方程进行同维化处理，使其变为常规非线性方程组的形式，利用

Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法进行求解；基于 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 基本理论，推导了直接用于 Ｌｉｅ 群的 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法，从
而使 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法可用于求解变维非线性方程组；通过 Ｌｉｅ 代数变换，利用 Ｋｅｌｌｙ 变换和 Ｎｅｗｔｏｎ
迭代对 Ｌｉｅ 群离散变分积分子进行求解．仿真对比结果表明，３ 种算法下的计算结果高度吻合，且能

高精度地保持系统的结构守恒和动量守恒性．
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引　 　 言

在机械设计领域，单刚体可作为诸如飞行器［１］、水下航体［２］的动力学简化模型，其运动分

为空间平移运动和绕自身参考系的旋转运动．相较平移运动，旋转运动的表述形式较为复杂．
根据不同的理论分析和数值计算的要求产生了多种建模与计算方法．从机械学的角度出发，
Ｅｕｌｅｒ（欧拉）角是一种常用的建模方法，但在包含大角度旋转时则会出现奇点问题，导致计算

精度降低或不能求解．同时，Ｅｕｌｅｒ 角建模法表述形式复杂，阻碍了该算法研究的进行．而采用四

元数［３］或者旋转矩阵［４］来描述旋转运动更为方便．
近年来，计算几何力学的发展使得 Ｌｉｅ 群和 Ｌｉｅ 代数的基本理论被应用到动力学系统的建

模及计算中．该方法以姿态变换矩阵作为一个整体进行计算，避免了 Ｅｕｌｅｒ 角法的奇点和四元

数法的奇点附近模糊性问题，表达形式也更简洁．Ｌｅｅ 等［５］ 将离散变分积分子与 Ｌｉｅ 群理论结

合所得到的 Ｌｉｅ 群离散变分积分子既保持了系统的几何结构，又获得较高的计算精度．该方法

在 ３Ｄ 刚体摆［６］，多体系统［７］的动力学计算及最优控制的求解［８］中取得较好的收敛效果．此外

Ｌｉｅ 群也用来求解柔性系统动力学问题［９］ ．
综上可知， 目前国际上关于 Ｌｉｅ 群动力学模型的研究， 主要集中于 Ｌｉｅ 群的离散变分积分
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子．Ｌｉｅ 群离散变分积分子在本质上为一递推方程组，与其它建模方式得到的非线性动力学方

程组不具有等价性，且推导复杂．而基于连续 Ｌｉｅ 群的动力学方程则是非线性方程组的形式，
与其它建模方法得到的动力学模型具有等价性，具有形式简洁的优势，只是存在维数不一问

题．求解非线性方程组的最经典方法是 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法，国内关于 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法的改进也有大

量的研究［１０⁃１１］ ．故要使用 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法求解 Ｌｉｅ 群形式的非线性方程组，就要对传统形式的

Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法进行结构改进，或者对基于 Ｌｉｅ 群的连续动力学方程进行改进，使其达到可解的

目的．
在离散变分积分子［１２⁃１３］的基础上，本文推导了基于 Ｌｉｅ 群的连续动力学方程和 Ｌｉｅ 群离

散变分积分子，证明了两种形式动力学表达式的动量守恒性．结合 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 算法的基本理

论，对其改进，使其可直接求解 Ｌｉｅ 群连续动力学方程；对 Ｌｉｅ 群连续动力学方程进行降维处

理，使其可直接使用 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法求解；最后通过 Ｋｅｌｌｙ（凯利）变换和 Ｎｅｗｔｏｎ（牛顿）迭代对

Ｌｉｅ 群离散变分积分子进行求解．仿真结果表明，３ 种计算方法下的动力学参数计算值一致，且
在仿真中具有较好的计算精度，满足一般机械工程领域关于计算精度的需要．

图 １　 刚体位移姿态图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ａｎｄ ａｔｔｉｔｕｄｅ ｏｆ ｔｈｅ ｒｉｇｉｄ ｂｏｄｙ

１　 Ｌｉｅ 群连续动力学方程

首先建立系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数．在图 １ 中，坐标系 Ｏ０⁃ｘ０ｙ０ｚ０ 为惯性坐标系，Ｏ１⁃ｘ１ｙ１ｚ１ 为刚

体的连体坐标系，设 Ｏ１ 在坐标系 Ｏ０ 中的坐标为 ｂ，刚体连体坐标系各轴的转动角速度向量为

ω，刚体的质量为 ｍ，ｇ 为重力加速度，则系统动能为

　 　 Ｔ（ｂ，ω） ＝ １
２

ｂＴｍｂ ＋ １
２

ωＴＪω， （１）

其中， ｂ 为 Ｏ１ 在惯性系中的速度， Ｊ ＝ ｄｅｔ（Ｊｘ，Ｊｙ，Ｊｚ） 为转动惯量．系统势能受质心垂直位移和

绕浮心转动共同作用：
　 　 Ｕ（ｂ，Ｒ） ＝ － ｍｇｅＴ

３ｂ ＋ ｍｇｅＴ
３Ｒｒ， （２）

其中， ｒ为质心在连体坐标系中的位置向量，ｅ３ ＝ ［０；０；１］ 为单位向量，ｍ为系统质量，Ｒ为旋转

矩阵，由于 ＲＴ ＝ Ｒ －１，故 ＲＴＲ ＝ Ｉ ．由式（１）和（２）可得系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数为

　 　 Ｌ（ｂ，ｂ，Ｒ，ω） ＝ Ｔ（ｖ，ω） － Ｕ（ｂ，Ｒ） ． （３）
Ｒ 和 ω 之间的非线性关系为

　 　 Ｓ（ω） ＝ ＲＴＲ， （４）
Ｓ（ω） 为反对称矩阵，定义为
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　 　 Ｓ（ω） ＝
０ － ω ｚ ω ｙ

ω ｚ ０ － ω ｘ

－ ω ｙ ω ｘ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

． （５）

定义系统在任意时间段内对时间的积分为

　 　 Ｂ ＝ ∫ｔｆ
ｔ０
Ｌ（ｂ，ｂ，Ｒ，ω）ｄｔ ． （６）

由 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理可知，动力学方程通过对 Ｂ 求变分得到．由于在求变分之前，需对 Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 函数及其中的参数 Ｒ，ω 进行 Ｌｉｅ 群意义下的变换．定义非标准转动惯量矩阵

　 　 Ｊｄ ＝ １
２

ｔｒ［Ｊ］Ｉ３×３ － Ｊ， （７）

其中 ｔｒ［·］为矩阵对角线元素求和运算．由式（７）可将式（１）转换为

　 　 Ｔ（ｂ，ω） ＝ １
２

ｂＴｍｂ ＋ １
２

ｔｒ［Ｓ（ω）ＪｄＳＴ（ω）］， （８）

动能中的向量 ω 变为反对称矩阵表示的形式．由 Ｌｉｅ 代数的概念，定义 Ｒ 为指数形式

　 　 Ｒε ＝ ＲｅεＳ（η）， （９）
ε 为常量，Ｓ（η） 为反对称阵．对 Ｒ 求变分：

　 　 δＲε ＝ ｄ
ｄε ε ＝ ０

ＲｅεＳ（η） ＝ ＲＳ（η） ． （１０）

利用变分式（１０），将式（９）展开为

　 　 Ｒε ＝ Ｒ ＋ εＲＳ（η） ＋ Ｏ （ε ２） ． （１１）
对式（１１）求导可得

　 　 Ｒε ＝ Ｒ ＋ εＲＳ（η） ＋ εＲＳ（η） ． （１２）
将式（１１）和（１２）代入式（４），省略 Ｏ （ε ２） 可得

　 　 Ｓ（ωε） ＝ Ｓ（ω） ＋ εＳ（η） ＋ εＳ（ω）Ｓ（η） － εＳ（η）Ｓ（ω） ． （１３）
将式（１３）代入式（８）的 ｔｒ［·］部分，保留系数为 ε 的项为

　 　 Ｓ（ωε）ＪｄＳＴ（ωε） ＝ － εＳ（ω）ＪｄＳ（η） ＋ εＳ（ω）ＪｄＳ（η）Ｓ（ω） － εＳ（η）ＪｄＳ（ω） －
　 　 　 　 εＳ（ω）［ＪｄＳ（ω）Ｓ（η） ＋ Ｓ（η）ＪｄＳ（ω）］ ＋ εＳ（η）Ｓ（ω）ＪｄＳ（ω） ． （１４）

由此，Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数变为 ε 的函数，则

　 　 δＢ ＝ ｄ
ｄε ε ＝ ０

∫ｔｆ
ｔ０
Ｌ（ｂ，ｂ，Ｒ，ω）ｄｔ ＝ ∫ｔｆ

ｔ０

ｄ
ｄε ε ＝ ０

Ｌ（ｂ，ｂ，Ｒ，ω）é

ë
êê

ù

û
úú ｄｔ ． （１５）

将式（１１）代入式（２），将式（１４）代入式（８）计算 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数的变分为

　 　 ｄ
ｄε ε ＝ ０

Ｌ（ｂ，ｂ，Ｒ，ω） ＝ － １
２

ｔｒ { Ｓ（η）［Ｓ（ω）Ｊｄ ＋ ＪｄＳ（ω）］ } ＋

　 　 　 　 １
２

ｔｒ { Ｓ（η）Ｓ（ω）［Ｓ（ω）Ｊｄ ＋ ＪｄＳ（ω）］ } －

　 　 　 　 １
２

ｔｒ { Ｓ（η）［Ｓ（ω）Ｊｄ ＋ ＪｄＳ（ω）］Ｓ（ω） } ＋ ｔｒ［ｍｇＳ（η）ＲＴｅＴ
３ ｒ］， （１６）

其中， ｍｇｅＴ
３ＲＳ（η）ｒ ＝ ｔｒ［ｍｇｅＴ

３ＲＳ（η）ｒ］Ｊ， ω， Ｊｄ 之间存在以下关系：
　 　 Ｓ（Ｊω） ＝ Ｓ（ω）Ｊｄ ＋ ＪｄＳ（ω） ． （１７）
将式（１７）代入式（１６），并利用关系式 Ｓ（ｘ × ｙ） ＝ Ｓ（ｘ）Ｓ（ｙ） － Ｓ（ｙ）Ｓ（ｘ） 整理后得
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　 　 ｄ
ｄε ε ＝ ０

Ｌ（ｂ，ｂ，Ｒ，ω） ＝

　 　 　 　 １
２

ｔｒ { － Ｓ（η）Ｓ（Ｊω） ＋ Ｓ（η）Ｓ（ω × Ｊω） } ＋ ｔｒ［Ｓ（η）ｍｇＲＴｅＴ
３ ｒ］ ． （１８）

对式（１８）求积分可得

　 　 δＢ ＝ ∫ｔｆ
ｔ０

１
２

ｔｒ［Ｓ（η）Ｓ（Ｊω ＋ ω × Ｊω） ＋ ２ｍｇＳ（η）ＲＴｅ３ｒＴ］ｄｔ ． （１９）

由 ｔｒ［Ｓ（ｘ）Ｂ］ ＝ － ｔｒ［Ｓ（ｘ）ＢＴ］ 可知，
　 　 ｔｒ { ２ｍｇｅＴ

３ ｒＳ（η）ＲＴ } ＝ ｔｒ { Ｓ（η）［ｍｇ（ｒｅＴ
３Ｒ － ＲＴｅ３ｒＴ）］ } ． （２０）

ｍｇ（ＲＴｅ３ｒＴ － ｒｅＴ
３Ｒ） 即为重力矩 τ 的反对称形式，即

　 　 Ｓ（τ） ＝ ｍｇ（ＲＴｅ３ｒＴ － ｒｅＴ
３Ｒ） ＝ － ｍｇ（ｒ（ＲＴｅ３） Ｔ － （ＲＴｅ３）ｒＴ） ． （２１）

将式（２１）代入式（２０）整理可得

　 　 Ｓ（Ｊω ＋ ω × Ｊω） ＝ Ｓ（τ） ． （２２）
式（２１）中的力矩 τ 为反对称形式，将其等价为向量形式为 τ ＝ － ｍｇＳ（ｒ）ＲＴｅ３ ．由于 Ｌａ⁃

ｇｒａｎｇｅ 函数（３）中显含 ｂ 和 ｂ， 故移动自由度的动力学方程可由 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程直接得到，即

　 　 ｄ
ｄｔ

∂Ｌ
∂ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ∂Ｌ

∂ｂ
＝ ０， （２３）

计算得

　 　 ｍｂ ＝ ｍｇｅ３ ． （２４）
在实际运动中，驱动力的添加是以连体坐标系为基准而非惯性坐标系，故 ｂ 和 ｂ 为状态变

量而非控制变量．设水下航行器沿其连体坐标系各轴上的速度向量为 ｖ ＝ ［ｖｘ；ｖｙ；ｖｚ］，则 ｂ 和 ｖ
的关系为

　 　 ｂ ＝ Ｒｖ ． （２５）
对式（２５）求导，将 Ｒ 替换后整理可得

　 　 ｍｂ ＝ ｍＲＳ（ω）ｖ ＋ ｍＲｖ ． （２６）
将式（２６）代入式（２４）整理得 ｍｖ 的表达式为

　 　 ｍｖ ＝ ｍｇＲＴｅ３ － ｍＳ（ω）ｖ ． （２７）
系统转动的运动方程可以由 Ｒ 和 ω 之间的非线性关系式表达：
　 　 Ｒ ＝ Ｒ·Ｓ（ω） ． （２８）
式（２２）和（２７）为系统动力学方程，式（２５）和（２８）为运动学方程，因显含速度量，故为 Ｌａ⁃

ｇｒａｎｇｅ 形式的状态方程．为得到 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 形式的动力学方程，需进行 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 变换．定义 Π ＝
Ｊω 为角动量，消去式（２２） 两边的 Ｓ（·） 运算并将 Π 代入后整理成非线性方程为

　 　 Π ＝ － （Ｊ －１Π） × Π ＋ τ ． （２９）
同理，令 Ｐ ＝ ｍｖ 为动量，则式（２７）变为

　 　 Ｐ ＝ ｍｇＲＴｅ３ － Ｓ（Ｊ －１Π）Ｐ ． （３０）
同理，运动学方程（２５）和（２８）变为

　 　 ｂ ＝ （１ ／ ｍ）·Ｒ·Ｐ， （３１）
　 　 Ｒ ＝ Ｒ·Ｓ（Ｊ －１Π） ． （３２）
式（２９） ～ （３２）即为基于 Ｌｉｅ 群的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 形式的空间刚体 ６ 自由度动力学与运动学方

程．相较三角函数等建模方法，基于 Ｌｉｅ 群的动力学方程在形式上较为简洁，且消除了计算中
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可能出现的奇点问题．除此以外，基于 Ｌｉｅ 群的 ６ 自由度方程具有普适性，通过在计算中设定

Π３×１ 和 Ｐ３×１ 中某个或几个参数为 ０ 或定值，即可得到各种欠驱动形式的动力学方程，而无需

重新推导．

２　 Ｌｉｅ 群离散变分积分子

定义以下离散关系：
　 　 Ｒ ＝ （Ｒｋ＋１ ＋ Ｒｋ） ／ ２， Ｒｋ＋１ ＝ ＲｋＦｋ， （３３）

则 Ｒ 和 ω 的离散形式分别为

　 　 Ｒｋ ＝ Ｒｋ（Ｆｋ － Ｉ） ／ ｈ， Ｓ（ω ｋ） ＝ （Ｆｋ － Ｉ） ／ ｈ ． （３４）
定义位移矢量和速度矢量的离散关系为

　 　 ｂ ＝
ｂｋ＋１ ＋ ｂｋ

２
， ｂ ＝

ｂｋ＋１ － ｂｋ

ｈ
＝ １

ｈ
Δｂｋ， （３５）

则对式（３）进行离散化后求积分可得

　 　 Ｌｄ ＝ ｈＬ（ｂｋ，Δｂｋ，Ｒｋ，Ｆｋ） ＝ ΔｂＴ
ｋｍΔｂｋ ／ （２ｈ） ＋

　 　 　 　 ｔｒ［Ｊｄ － ＦｋＪｄ］ ／ ｈ － ｍｇｈｅＴ
３Ｒｋ（Ｆｋ ＋ Ｉ）ｒ ／ ２ －

　 　 　 　 ｈ（ρＶ － ｍ）ｇｅＴ
３（Δｂｋ ＋ ２ｂｋ） ／ ２． （３６）

对 Ｌｄ 中的 Ｆｋ 求变分可得

　 　 ＤＦｋ
Ｌｄｋ·δＦｋ ＝ －

１
ｈ

ｔｒ［δＦｋＪｄ］ － ｍｇｈ
２

ｅＴ
３ＲｋδＦｋｒ ． （３７）

根据 Ｌｉｅ 群函数映射的理论，要将 δＦｋ 消去，需根据 ＦｋＦＴ
ｋ ＝ Ｉ 将 δＦｋ 凑成反对称阵 ＦＴ

ｋ δＦｋ

的形式，则式（３７）第 １ 项可变为

　 　 － １
ｈ

ｔｒ［δＦｋＪｄ］ ＝ － １
ｈ

ｔｒ［Ｆｋ（ＦＴ
ｋ δＦｋ）Ｊｄ］ ＝ １

ｈ
〈ＪｄＦｋ － ＦＴ

ｋ Ｊｄ， ＦＴ
ｋ δＦｋ〉 ． （３８）

同理，结合 ｙＴＳ（ｘ）ｚ ＝ 〈ｙｚＴ － ｚｙＴ，Ｓ（ｘ）〉， 式（３７）第 ２ 项可变为

　 　 － ｍｇｈ
２

ｅＴ
３ＲｋδＦｋｒ ＝ －

ｍｇｈ
２

〈ＲＴ
ｋ＋１ｅ３ｒＴ － ｒｅＴ

３Ｒｋ＋１， ＦＴ
ｋ δＦｋ〉 ． （３９）

根据 Ｌｉｅ 群 Ｌｉｅ 代数映射关系，定义映射 Ｔ∗
ｅ ＬＦｋ

消去 ＦＴ
ｋ δＦｋ， 则提取式（３８）、（３９）前两项

可得

　 　 Ｔ∗
ｅ ＬＦｋ

·ＤＦｋ
Ｌｄｋ ＝ （ＪｄＦｋ － ＦＴ

ｋ Ｊｄ） ／ ｈ － ｍｇｈ（ＲＴ
ｋ＋１ｅ３ｒＴ － ｒｅＴ

３Ｒｋ＋１） ／ ２． （４０）
定义映射关系

　 　 Ａｄ∗
ＦＴ
ｋ
（Ｔ∗

ｅ ＬＦｋ
·ＤＦｋ

Ｌｄｋ） ＝ Ｆｋ（Ｔ∗
ｅ ＬＦｋ

·ＤＦｋ
Ｌｄｋ）ＦＴ

ｋ ，

且根据向量计算关系 Ｓ（ｘ × ｙ） ＝ ｙｘＴ － ｘｙＴ 可得

　 　 Ａｄ∗
ＦＴ
ｋ
（Ｔ∗

ｅ ＬＦｋ
·ＤＦｋ

Ｌｄｋ） ＝ （ＦｋＪｄ － ＪｄＦＴ
ｋ ） ／ ｈ － ｍｇｈＳ（Ｆｋｒ × ＲＴ

ｋ ｅ３） ／ ２． （４１）

对 Ｒｋ 求变分可得 ＤＲｋ
Ｌｄｋ·δＲｋ ＝ － ｍｇｈｅＴ

３δＲｋ（Ｆｋ ＋ Ｉ）ｒ ／ ２．由于 ＲＴ
ｋ δＲｋ 为反对称形式，根据

式（４０） 的推导过程，利用 ＲＴ
ｋＲｋ ＝ Ｉ 消去 ＲＴ

ｋ δＲｋ 得到

　 　 Ｔ∗
ｅ ＬＲｋ

·ＤＲｋ
Ｌｄｋ ＝ －

ｍｇｈ
２

Ｓ（（Ｆｋ ＋ Ｉ）ｒ × ＲＴ
ｋ ｅ３） ． （４２）

由 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ（勒让德）变换可知：
　 　 Πｋ ＝ Ｓ －１（Ａｄ∗

ＦＴ
ｋ
（Ｔ∗

ｅ ＬＦｋ
·ＤＦｋ

Ｌｄｋ） － Ｔ∗
ｅ ＬＲｋ

·ＤＲｋ
Ｌｄｋ） ＝
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　 　 　 　 １
ｈ

Ｓ －１（ＦｋＪｄ － ＪｄＦＴ
ｋ ） ＋ ｍｇｈ

２
（ｒ × ＲＴ

ｋ ｅ３）， （４３）

　 　 Πｋ＋１ ＝ Ｓ －１（Ｔ∗
ｅ ＬＦｋ

·ＤＦｋ
Ｌｄｋ） ＝

　 　 　 　 １
ｈ

Ｓ －１（ＪｄＦｋ － ＦＴ
ｋ Ｊｄ） － ｍｇｈ

２
（ｒ × ＲＴ

ｋ＋１ｅ３） ． （４４）

将式（４３）左乘 ＦＴ
ｋ 并右乘 Ｆｋ 后代入式（４４）可得角动量的递推公式为

　 　 Πｋ＋１ ＝ ＦＴ
ｋΠｋ － ｍｇｈＳ（ＦＴ

ｋ ｒ）（ＲＴ
ｋ＋１ｅ３） ／ ２ － ｍｇｈＳ（ｒ）（ＲＴ

ｋ＋１ｅ３） ／ ２． （４５）
分别对 Δｂｋ 和 ｂｋ 求变分后进行 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 变换：
　 　 ｐｂｋ

＝ ＤΔｂｋＬｄｋ － ＤｂｋＬｄｋ ＝ ｍ（ｂｋ＋１ － ｂｋ） ／ ｈ ＋ ｈ（ρＶ － ｍ）ｇｅＴ
３ ／ ２， （４６）

　 　 ｐｂｋ＋１
＝ ＤΔｂｋＬｄｋ ＝ ｍ（ｂｋ＋１ － ｂｋ） ／ ｈ － ｈ（ρＶ － ｍ）ｇｅＴ

３ ／ ２． （４７）
将式（４６）代入式（４７）可得动量的递推公式为

　 　 ｐｂｋ＋１
＝ ｐｂｋ

－ ｈ（ρＶ － ｍ）ｇｅＴ
３ ． （４８）

姿态矩阵 Ｒｋ 的递推公式为

　 　 Ｒｋ＋１ ＝ ＲｋＦｋ ． （４９）
式（４５），（４８）及（４９）构成了 Ｌｉｅ 群离散变分积分子．由 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 变换， ｐｂｋ＋１

＝ ｍｂｋ＋１，根据

式（２５） 得 ｐｂｋ＋１
＝ ｍＲｋ＋１ｖｋ＋１，则连体坐标系上速度递推公式为 ｖｋ＋１ ＝ ｍ －１ＲＴ

ｋ＋１ｐｂｋ＋１ ．

３　 动量守恒性证明

刚体在空间中自由运动时，由于重力的方向不变，故在保守力作用下刚体应存在一守恒

量，即角动量在惯性系 ｚ上的投影为恒定值，从而式（２９） 在惯性系 ｚ轴上的投影值应恒为 ０，现
予证明．将式（２９） 等号两边同时左乘 ｅＴ

３Ｒ 得

　 　 ｅＴ
３ＲＪω ＝ － ｅＴ

３Ｒ（Ｓ（ω）Ｊω ＋ ｍｇＳ（ｒ）ＲＴｅ３）， （５０）
其中 ｅＴ

３Ｒ ＝ （ＲＴｅ３） Ｔ， ＲＴｅ３ 为连体坐标系各轴上的单位向量在惯性系 ｚ 轴上的投影，又称姿态．
将等式右边括号展开，利用 Ｓ（ａ）ｂ ＝ － Ｓ（ｂ）ａ 得到

　 　 － ｅＴ
３ＲＳ（ω）Ｊω － ｍｇｅＴ

３ＲＳ（ｒ）ＲＴｅ３ ＝ ｅＴ
３ＲＳ（Ｊω）ω － ｍｇｅＴ

３Ｓ（ＲＴｒ）ｅ３ ． （５１）
在式（５１）第 ２ 项中， Ｓ（ＲＴｒ） 为反对称矩阵，故对角线元素恒为０，又因为 ｅ３ ＝ ［０；０；１］，则

ｅＴ
３Ｓ（ＲＴｒ）ｅ３ 恒为 ０．将式（１７）代入式（５１）得

　 　 ｅＴ
３ＲＳ（Ｊω）ω ＝ ｅＴ

３Ｒ［Ｓ（ω）Ｊｄ ＋ ＪｄＳ（ω）］ω ＝
　 　 　 　 （ＲＴｅ３） ＴＳ（ω）（Ｊｄω） ＋ （Ｊｄω） ＴＳ（ω）（ＲＴｅ３） ． （ ５２）

由 ａＴＳ（ｂ）ｃ ＝ － ｃＴＳ（ω）ａ 可知，式（５２）恒为 ０，故式（５１）恒为 ０．故绕垂直轴动量守恒．
下面证明 Ｌｉｅ 群离散变分积分子的动量守恒性．将 Ｆｋ ＝ ＲＴ

ｋＲｋ＋１ 代入式（４５） 化简后两边同

时左乘 ｅＴ
３Ｒｋ＋１， 化简后可得

　 　 ｅＴ
３Ｒｋ＋１Πｋ＋１ － ｅＴ

３ＲｋΠｋ ＝
　 　 　 　 － ｍｇｈｅＴ

３Ｒｋ＋１Ｓ（ＲＴ
ｋ＋１Ｒｋｒ）ＲＴ

ｋ＋１ｅ３ ／ ２ － ｍｇｈｅＴ
３Ｒｋ＋１Ｓ（ｒ）ＲＴ

ｋ＋１ｅ３ ／ ２． （５３）
由 ＲＴＳ（ｘ）Ｒ ＝ Ｓ（ＲＴｘ） 可知式（５３） 等号右边两项都可化为 ｅＴ

３Ｓ（ｘ）ｅ３ 的形式，由于 Ｓ（ｘ）
为反对称矩阵，故 ｅＴ

３Ｓ（ｘ）ｅ３ ＝ ０，从而可知 ｅＴ
３Ｒｋ＋１Πｋ＋１ ＝ ｅＴ

３ＲｋΠｋ 恒成立，证毕．

４　 动力学方程的降维

式（２２），（２４），（２５），（２８）构成了 Ｌａｇｒａｎｇｅ 形式的动力学方程，其中除式（２８）以外，其余
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部分构成了一维列向量，故而要利用一般 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法进行求解，需对式（２８）进行变换．将旋

转矩阵写成以下列向量的形式：
　 　 Ｒ ＝ ［ＲＴ

１；ＲＴ
２；ＲＴ

３］， （５４）
其中 Ｒｉ 为列向量，分别为 Ｒ１ ＝ ［ ｒ１１；ｒ１２；ｒ１３］，Ｒ２ ＝ ［ ｒ２１；ｒ２２；ｒ２３］，Ｒ３ ＝ ［ ｒ３１；ｒ３２；ｒ３３］ ．则式（２８）可
变换为下述列向量形式的非线性方程组：

　 　 Ｒ１ ＝ Ｓ（Ｒ１）ω， Ｒ２ ＝ Ｓ（Ｒ２）ω， Ｒ３ ＝ Ｓ（Ｒ３）ω ． （５５）
由此，系统的动力学方程展成为 １８ 维的非线性方程组，可直接通过 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法求解．

５　 基于 Ｌｉｅ 群的 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法

三阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法的基本公式为［１３］

　 　
ｙｋ＋１ ＝ ｙｋ ＋ （ｈ ／ ６）（Ｋ１ ＋ ４Ｋ２ ＋ Ｋ３），
Ｋ１ ＝ ｆ（ｘｋ，ｙｋ）， Ｋ２ ＝ ｆ（ｘｋ ＋ ｈ ／ ２，ｙｋ ＋ Ｋ１ｈ ／ ２），
Ｋ３ ＝ ｆ（ｘｋ ＋ ｈ，ｙｋ － ｈＫ１ ＋ ２ｈＫ２） ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（５６）

基于 Ｌｉｅ 群的 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法是将各阶参数 Ｋ ｉ 进行分步化求解，以解决 Ｌｉｅ 群非线性方程

组中 Ｒ 与 ｂ，Ｐ，Π的维数不一问题．令 Ｘ９×１ ＝ ［ｂ；Ｐ；Π］， Ｘ ＝ ［ｂ；Ｐ；Π］， 则式（２９） ～ （３２）可表

示为

　 　 Ｘ ＝ ｆ（Ｐｋ，Ｒｋ，Πｋ）， Ｒ ＝ ｆＲ（Π，Ｒ） ． （５７）
由三阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法的基本原理，构建 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法中的一至三阶参数及中间变量分

别为

　 　
Ｋ１Ｘｋ

＝ ｆＸｋ
（Ｘｋ，Ｒｋ）

Ｋ１Ｒｋ
＝ ｆＲｋ

（Ｘｋ，Ｒｋ）
{ ⇒

Ｘ２
ｋ ＝ Ｘｋ ＋ ｈ

２
Ｋ１Ｘｋ

Ｒ２
ｋ ＝ Ｒｋ ＋ ｈ

２
Ｋ１Ｒｋ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

⇒
Ｋ２Ｘｋ

＝ ｆＸｋ
（Ｘ２

ｋ，Ｒ２
ｋ）

Ｋ２Ｒｋ
＝ ｆＲｋ

（Ｘ２
ｋ，Ｒ２

ｋ）
{ ⇒

　 　 　 　
Ｘ３

ｋ ＝ Ｘｋ － ｈＫ１Ｘｋ
＋ ２ｈＫ２Ｘｋ

Ｒ３
ｋ ＝ Ｒｋ － ｈＫ１Ｒｋ

＋ ２ｈＫ２Ｒｋ

{ ⇒
Ｋ３Ｘｋ

＝ ｆＸｋ
（Ｘ３

ｋ，Ｒ３
ｋ），

Ｋ３Ｒｋ
＝ ｆＲｋ

（Π３
ｋ，Ｒ３

ｋ） ．{ （５８）

由式（５８）可推出基于 Ｌｉｅ 群的 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法递推公式为

　 　
Ｘｋ＋１ ＝ Ｘｋ ＋ ｈ

６
（Ｋ１Ｘｋ

＋ ４Ｋ２Ｘｋ
＋ Ｋ３Ｘｋ

），

Ｒｋ＋１ ＝ Ｒｋ ＋ ｈ
６
（Ｋ１Ｒｋ

＋ ４Ｋ２Ｒｋ
＋ Ｋ３Ｒｋ

） ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（５９）

６　 Ｋｅｌｌｙ 变换和 Ｎｅｗｔｏｎ 迭代

由于 Ｌｉｅ 群离散变分积分子中 Ｒ 的递推矩阵 Ｆ 的求解式（４３） 为隐式，故需将 Ｆ 进行一定

的变换，然后通过 Ｎｅｗｔｏｎ 迭代求解．目前的变换方式有 Ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ（罗德里格斯）参数法和 Ｋｅｌｌｙ
变换法，此处采用 Ｋｅｌｌｙ 变换法进行求解．式（４３）可变为以下形式：

　 　 ＦｋＪｄ － ＪｄＦＴ
ｋ ＝ Ｓ（ａ）， （６０）

其中， ａ ＝ ｈΠｋ － （ｍｇｈ２ ／ ２）（ｒ × ＲＴ
ｋ ｅ３） ．Ｋｅｌｌｙ 变换定义为

　 　 Ｆ ＝ Ｃａｙ（ ｆｃ） ＝ （Ｉ ＋ Ｓ（ ｆｃ））（Ｉ － Ｓ（ ｆｃ））
－１， （６１）

其中 ｆｃ 为三维向量，将式（６１）代入式（６０），左乘 （Ｉ － Ｓ（ ｆｃ）），右乘（Ｉ ＋ Ｓ（ ｆｃ）） 后展开：
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　 　 Ｓ（ａ） ＋ Ｓ（ａ）Ｓ（ ｆｃ） － Ｓ（ ｆｃ）Ｓ（ａ）Ｓ（ ｆｃ） － Ｓ（ ｆｃ）Ｓ（ａ） ＝
　 　 　 　 ２（Ｓ（ ｆｃ）Ｊｄ ＋ ＪｄＳ（ ｆｃ）） ． （６２）
根据简化关系 Ｓ（ ｆｃ）Ｓ（ａ）Ｓ（ ｆｃ） ＝ － （ａＴｆｃ）Ｓ（ ｆｃ） 以及 Ｓ（ａ）Ｓ（ ｆｃ） － Ｓ（ ｆｃ）Ｓ（ａ） ＝ Ｓ（ａ × ｆｃ）

和 Ｓ（ ｆｃ）Ｊｄ ＋ ＪｄＳ（ ｆｃ） ＝ Ｓ（Ｊｆｃ），对式（６２） 化简，可得关于 ｆｃ 的隐式函数为

　 　 Ａｃ（ ｆｃ） ＝ ａ ＋ ａ × ｆｃ ＋ （ａＴｆｃ） ｆｃ － ２Ｊｆｃ ＝ ０． （６３）
定义 Ｎｅｗｔｏｎ 迭代：
　 　 ｆ（ ｉ ＋１）ｃ ＝ ｆ（ ｉ）ｃ － ÑＡｃ（ ｆ（ ｉ）ｃ ） －１Ａｃ（ ｆ（ ｉ）ｃ ）， （６４）

其中 Ｊａｃｏｂｉ（雅可比）矩阵 ÑＡｃ（ ｆｃ） 为

　 　 ÑＡｃ（ ｆｃ） ＝ Ｓ（ａ） ＋ （ａＴｆｃ）Ｉ ＋ ｆｃａＴ － ２Ｊ， （６５）
设定迭代终止条件为 ‖ｆ（ ｉ ＋１）ｃ － ｆ（ ｉ）ｃ ‖ ＜ ε，ε 的选择随计算要求精度而定．

７　 仿真结果分析

为验证上述 ３ 种计算方法的正确性，本部分基于 ＭＡＴＬＡＢ 对上述动力学计算方法进行仿

真验证．设定自由刚体的质量为 ｍ ＝ ５ ｋｇ，质心在连体坐标系中的位置向量为 ｒ ＝ ［０，０，０．１］ ｍ，
刚体转动惯量为 Ｊ ＝ ｄｅｔ（１．２５，０．８，０．４５） ｋｇ·ｍ２，重力加速度为 ｇ ＝ ９．８ ｍ ／ ｓ２ ．

设刚体在惯性坐标系中的初始位置为 ｂ０ ＝ ［０，０，０］ ｍ，刚体沿连体坐标系各坐标轴的初

始速度向量为 ｖ０ ＝ ［１，１，１］ ｍ ／ ｓ，刚体绕连体坐标系各轴的转动角速度初值为 ω０ ＝ ［π，π，π］
ｒａｄ ／ ｓ，设时间步长 ｔｂ ＝ ０．０１ ｓ，仿真时间为 １０ ｓ ．设定在 Ｌｉｅ 群离散变分积分子算法中，Ｎｅｗｔｏｎ
迭代的终止条件为 ε ＝ １０ －１０ ．旋转矩阵的初始值为

　 　 Ｒ０ ＝
０．４３３ ０．１７６ ８ ０．８８３ ９
０．２５ ０．９１８ ６ － ０．３０６ ２

－ ０．８６６ ０．３５３ ６ ０．３５３ ６

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

．

为验证上文所研究的基于 Ｌｉｅ 群的 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法，基于降维方程组的 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法和

Ｌｉｅ 群离散变分积分子求解离散动力学方程法这 ３ 种算法的正确性，对 ３ 种算法下的动力学参

数随时间变化进行了仿真．

图 ２　 系统角速度随时间的变化 图 ３　 系统姿态随时间的变化

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ａｎｇｕｌａｒ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｉｎ ｔｈｅ ｂｏｄｙ⁃ｆｉｘｅｄ ｆｒａｍｅ Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ａｔｔｉｔｕｄｅ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ

图 ２～图 ４ 为 ３ 种算法下刚体各运动参数随时间的变化曲线，其中图 ２ 为刚体绕连体坐标
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系各轴的角速度随时间的变化，由该图可知，３ 轴角速度近似呈现规律性变化，其中 ω ｘ，ω ｙ，ω ｚ

的转动最大幅值分别为 ３．１４ ｒａｄ ／ ｓ，４．９２ ｒａｄ ／ ｓ 和 ４．９２ ｒａｄ ／ ｓ，这是由于绕 ｙ轴和 ｚ轴的转动都受

到了重力作用的影响．图 ３ 为质心相对于连体坐标系中的方向向量在与连体坐标系原点重合

的惯性系中的投影随时间的变化，由该图可知，３ 个方向的投影大致呈现规律性变化，且幅值

都未超过 １，符合方向向量所应满足的性质．由于受到转动的耦合作用，图 ４ 中连体坐标系中 ３
轴上的速度也呈现规律性变化．图 ２～图 ４ 为 ３ 种算法下的运动参数的变化曲线，这 ３ 种算法

下的参数变化曲线高度重合，从而证明了 ３ 种算法的正确性和一致性．

图 ４　 连体坐标系上速度随时间的变化

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｉｎ ｔｈｅ ｂｏｄｙ⁃ｆｉｘｅｄ ｆｒａｍｅ

图 ５　 角动量的误差随时间的变化 图 ６　 角动量及结构的误差随时间的变化

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｍｏｍｅｎｔｕｍ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｅｒ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｒｏｔａｔｉｏｎ ｍａｔｒｉｘ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ

为进一步比较 Ｌｉｅ 群 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法和 Ｌｉｅ 群离散变分积分子这两种具有几何性质的算法

在精度上的差异，对这两种算法在动量守恒性以及结构守恒性方面进行比较．图 ５ 和图 ６ 分别

为基于 Ｌｉｅ 群的 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法和基于 Ｌｉｅ 群的离散变分积分子下的系统动量守恒和结构守恒

性的比较．由计算结果可知，Ｌｉｅ 群 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法和 Ｌｉｅ 群离散变分积分子法两种算法的动量

守恒计算误差数量级分别为１０－５和１０－１４，旋转矩阵计算误差数量级分别为１０－５和１０－４ ．由此可

知，Ｌｉｅ 群离散变分积分子在动量保持和结构守恒性方面精度要高于 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法，尤其是在

动量守恒方面，这也说明了在等步长情况下，Ｌｉｅ 群离散变分积分子可用于最优控制求解，而等

１４８基于 Ｌｉｅ 群的刚体动力学建模及数值计算方法研究



步长 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法却无法实现的原因．

８　 结　 　 论

相比参数较多的 Ｅｕｌｅｒ 角建模法，利用 Ｌｉｅ 群理论和变分法所建立的刚体动力学方程的形

式更加简洁；基于连续变分和离散变分分别推导出了连续系统和离散系统的动力学方程；通过

对 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法进行改进，使其能够求解具有维数不一性的 Ｌｉｅ 群动力学方程；通过 Ｋｅｌｌｙ 变

换和 Ｎｅｗｔｏｎ 迭代，克服了 Ｌｉｅ 群离散变分积分子中的隐式求解问题．仿真结果说明在短时间的

求解问题上，在步长为 ０．０１ ｓ 时，３ 种算法的精度都可以控制在 １０－５，在效果上都具有较高的

精度，可满足一般工程需要．
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