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摘要：　 基于分数阶 Ｔａｙｌｏｒ（泰勒）级数展开原理，建立单相延迟一阶分数阶近似方程，获得分数阶

热传导方程．针对短脉冲激光加热问题建立分数阶热传导方程组，并运用 Ｌａｐｌａｃｅ（拉普拉斯）变换

方法进行求解，给出非 Ｇａｕｓｓ（高斯）时间分布的激光内热源温度场解析解．针对具体算例数值研究

温度波传播特性．结果表明热传播速度与分数阶阶次有关，分数阶阶次增加，热传播速度减小，温度

变化幅度增加．分数阶方程可以用于描述介于扩散方程和热波方程间的热传输过程，且对热传播机

制与分数阶热传导方程中分数阶项的关系做了深入剖析．
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引　 　 言

激光加热作为机械加工方法越来越多地用于工业生产各个领域，如激光表面处理、激光切

割、激光医疗等．激光加工处理成本低，相比较于传统机械加工方法有很多优势．尽管如此，激
光加工过程在材料处理区域容易形成很大的温度梯度，造成很高的热应力，在一些场合限制使

用大功率的激光束．而理论模拟激光加热传热过程，对于理解激光处理参数、材料参数对激光

与材料的相互作用有重要意义．
通常描述热传导的宏观模型是 Ｆｏｕｒｉｅｒ（傅里叶）定律，而经典的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 定律是基于平衡

态的热力学的标准扩散模型．从微观角度理解通常的标准扩散模型，在无限空域受到脉冲扰动

时温度分布具有下列特征：热浓度分布服从 Ｇａｕｓｓ 函数分布律，平均平方位移是关于时间的线

性函数，系统处处处于平衡态，粒子速度分布服从 Ｍａｘｗｅｌｌ（麦克斯韦）分布［１］ ．这样的扩散也称

为 Ｇａｕｓｓ 扩散；Ｆｏｕｒｉｅｒ 定律对于接近 ０ Ｋ 的低温、热扰动作用时间与材料本身固有的平均自由

时间尺度相接近和微观输运能量粒子过程发生的空间尺度与微观粒子的平均自由程相接近等

情况均不适用［２］ ．后来人们在低温、短脉冲激光加热和微尺度领域观测到热信号是以一定速度

传递的现象［３］ ．据此人们提出各种修正的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 定律来描述热传递过程．其中最为著名的是

Ｃａｔｔａｎｅｏ 和 Ｖｅｒｎｏｔｔｅ 提出的单 Ｃ⁃Ｖ 模型［４⁃５］ ．黄峰等应用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 定律研究高功率激光对石英辐

照的热⁃力效应［６］ ．黄海明等基于 Ｃ⁃Ｖ 方程研究了脉冲强激光照射下材料热弹性响应［７］ ．Ｙｉｌｂａｓ

４４８
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等运用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 定律和 Ｃ⁃Ｖ 方程研究激光与金属相互作用的热效应和弹性动力学效应［８⁃１０］ ．但
Ｊｉａｎｇ（蒋方明）等用微秒激光辐照研究多孔材料内的非 Ｆｏｕｒｉｅｒ 效应，发现基于 Ｃ⁃Ｖ 模型理论

预测值与实验结果存在不一致的情形［１１⁃１２］ ．
Ｃ⁃Ｖ 模型描述的热波动传播机制，描述热信号是以有限速度传播的．通常传热 Ｆｏｕｒｉｅｒ 效应

是经典的扩散模型；描述热是无穷速度传播的；Ｃ⁃Ｖ 模型描述的物理过程不符合 Ｆｏｕｒｉｅｒ 定律

描述的物理过程，也称为非 Ｆｏｕｒｉｅｒ 效应或反常扩散过程．过去三十多年来，数学和物理学界一

致认为描述反常扩散过程有效的数学工具是分数阶微积分理论，１８２３ 年 Ａｂｅｌ 求解等时曲线

问题的积分方程时，引入了分数阶微积分来表示该方程的解．力学家 Ｓｃｏｔｔ Ｂｌａｉｒ［１３］ 和 Ｇｅｒａｓｉ⁃
ｍｏｖ［１４］分别独立提出了介于 Ｎｅｗｔｏｎ（牛顿）流体和 Ｈｏｏｋ（胡克）定律表征的固体模型的分数阶

导数模型．物理学家 Ｃａｐｕｔｏ 和 Ｍａｉｎａｒｄｉ 将分数阶微积分方法运用到复杂粘弹性和流变介质，发
展了若干新的力学模型．２０ 世纪末至今，由于激光快速加热、生物传热及热冲击过程广泛存在

热扩散现象，而这些工艺过程热分析中的控制方程，用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 定律并不能准确描述其传热机

制．基于多孔介质力学、粘弹性力学、软物质物理需要，分数阶导数的研究和应用再度引起广泛

重视［１５］ ．由于反常扩散所具有的历史依赖与全域相关的特征恰好可以由分数阶导数来描述，
因此分数阶导数在反常扩散的研究中得到了广泛应用．另外连续时间随机（ＣＴＲＷ）模型描述

反常扩散的成功及其与分数阶微积分的密切联系，使其成为复杂系统领域一个最为令人关注

的研究方向［１６］ ．Ｃｏｍｐｔｅ，Ｍｅｔｚｌｅｒ 提出了连续时间随机行走，非局域输运理论和延迟通量流 ３ 种

物理机制的 ３ 种分数阶模型［１７］ ．Ｐｏｖｓｔｅｎｋｏ 进一步给出了 ３ 种分数阶模型具体记忆核及其耦合

热弹性方程，并研究了一维热弹非耦合形式理论解［１８］ ．
使用分数阶微积分理论最重要的优势是描述扩散物理机制的本构方程体现了时间和空间

的整体物理时空．分数阶模型以多时空尺度模拟实现宏观方程模拟微观效应，而无需将一个系

统划分为多个子系统．遭受短脉冲激光扰动时，传热会表现出不能用传统 Ｆｏｕｒｉｅｒ 定律和 Ｃ⁃Ｖ
方程描述的奇异现象．而分数阶微分算子克服了这个缺陷．王颖泽等基于分数阶扩散理论建立

Ｌ⁃Ｓ，Ｇ⁃Ｌ，Ｇ⁃Ｎ 的分数型热弹性理论，比较分数阶参数对热波、弹性波传播的特性［１９］ ．Ｑｉ 等采用

分数阶 Ｃａｔｔａｎｅｏ 模型研究激光辐照温度响应，数值计算结果表明分数阶参数对温度分布有重

要影响［２０］ ．本文利用分数阶 Ｔａｙｌｏｒ 级数一阶展开近似代替一阶整数阶展开，以时间分布非

Ｇａｕｓｓ 型激光源作为内热源，建立分数阶热传导方程．研究短脉冲激光加热过程分数阶阶次和

延迟时间对瞬态温度场的影响规律，揭示激光加热反常扩散机制．

１　 数 学 模 型

考虑短脉冲激光辐照金属材料情况，短脉冲激光加热具有加热时间短和在材料表层被吸

收的特点，吸收深度通常在纳米量级，和材料尺度相比很小，因此物理问题处理为半空间问题．
当短脉冲加热时间短到与基质材料热化时间相当时，在表面吸收区域出现非平衡态，通常描述

非平衡过程是 Ｃ⁃Ｖ 模型：

　 　 ｑ ＋ τ ∂ｑ
∂ｔ

＝ － ｋ ∂Ｔ
∂ｘ

， （１）

其对应的热流与温度梯度关系式为

　 　 ｑ（ｘ，ｔ） ＝ － ｋ
τ ∫

ｔ

０
ｅｘｐ － ｔ － ξ

τ
æ

è
ç

ö

ø
÷
ｄＴ（ｘ，ξ）

ｄｘ
ｄξ； （２）
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　 　 ρｃｐ
∂Ｔ
∂ｔ

＝ － ∂ｑ
∂ｘ

＋ Ｑ， （３）

得到通常意义上的双曲热波方程：

　 　 ∂Ｔ
∂ｔ

＋ τ ∂２Ｔ
∂ｔ２

＝ ａ ∂２Ｔ
∂ｘ２

＋ １
ρｃｐ

Ｑ ＋ τ ∂Ｑ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （４）

式中， ｑ 是热流，Ｗ ／ ｍ２； τ 是延迟时间常数，ｓ； Ｔ 是温度，℃； Ｑ 是体积内热源的生成热，Ｗ ／ ｍ３；
ｔ 是时间，ｓ； ａ ＝ ｋ ／ ρｃｐ 是热导率，ｍ２ ／ ｓ ．该方程在微尺度传热、激光薄膜传热领域得到广泛应用．

延迟模型是另一个得到广泛应用的非 Ｆｏｕｒｉｅｒ 模型［２１］，又分为单相延迟模型和双相延迟

模型，其中的相是指热流相和温度梯度力相．最简单的是单相延迟模型，即热流梯度相比温度

梯度力相延迟．表示为下列形式：

　 　 ｑ（ ｒ，ｔ ＋ τ） ＝ － ｋ ∂Ｔ
∂ｘ

． （５）

方程（５）的一阶 Ｔａｙｌｏｒ 级数近似展开式为

　 　 － ｋ ∂Ｔ
∂ｘ

＝ ｑ（ ｒ，ｔ ＋ τ） ≈ ｑ（ ｒ，ｔ） ＋ τ ∂ｑ
∂ｔ

， （６）

方程（６）与方程（１）是等价的，但是得到方法不同．
Ｃ⁃Ｖ 模型方程（１）是方程（５）用 Ｔａｙｌｏｒ 级数近似展开方法得到的，Ｔａｙｌｏｒ 级数既有整数阶

展开方法，也有分数阶展开方法．近年来 Ｏｄｉｂａｔ 等［２２］介绍了分数阶 Ｔａｙｌｏｒ 级数展开方法，对方

程（５）进行保留一项分数阶展开得到分数阶单相延迟模型：

　 　 － ｋ ∂Ｔ
∂ｘ

＝ ｑ（ ｒ，ｔ ＋ τ） ≈ ｑ（ ｒ，ｔ） ＋ τｐ

Γ（ｐ ＋ １）
Ｄｐ

ｔ ｑ，　 　 ０ ＜ ｐ ＜ １， （７）

式中 ｐ 是分数阶阶次，Ｄｐ
ｔ ｆ（ ｔ） 是 Ｃａｐｕｔｏ 型分数阶微分，其一般定义式为下列形式：

　 　 Ｄα
ｔ ｆ（ ｔ） ≡ １

Γ（ｎ － α） ∫
ｔ

０

ｆ（ｎ）（τ）
（ ｔ － τ） α＋１－ｎ ｄτ，　 　 ｎ － １ ＜ α ＜ ｎ ． （８）

Ｃａｐｕｔｏ 型 Ｌａｐｌａｃｅ 变换式为下列形式：

　 　 Ｌ
ｄα ｆ（ ｔ）
ｄｔα{ } ＝ ｓαＬ { ｆ（ ｔ） } － ∑

ｎ－１

ｋ ＝ ０
ｓｋ ｆ（ｎ－１－ｋ）（０），　 　 ｎ － １ ＜ α ＜ ｎ ． （９）

式（７）对应的热流与温度梯度关系式为

　 　 ｑ（ｘ，ｔ） ＝ － ｋΓ（ｐ ＋ １）
τｐ ∫ｔ

０
（ ｔ － ξ） ｐ－１Ｅｐ，ｐ（ － τ －ｐΓ（ｐ ＋ １） ｔｐ） ｄＴ（ｘ，ξ）

ｄｘ
ｄξ ． （１０）

在方程（７）中 τ 仍然保持时间量纲，显然 τ ＝ ０ 时方程（７）退化为 Ｆｏｕｒｉｅｒ 定律表达式， τ ≠ ０，ｐ
＝ １ 的方程（７）退化为 Ｃ⁃Ｖ 方程（１）．在方程（２）、（１０）中，两者积分表达式均表现出对于温度

梯度的记忆特性，分数阶模型经常用于描述处于双曲热波方程和抛物扩散模型之间的过渡物

理过程．
将方程（７）代入能量方程（３），得到一般形式的分数阶热传导方程：

　 　 ∂Ｔ
∂ｔ

＋ τｐ

Γ（ｐ ＋ １）
∂ｐ＋１Ｔ
∂ｔｐ＋１

＝ ａ Ñ
２Ｔ ＋ １

ρｃｐ
１ ＋ τｐ

Γ（ｐ ＋ １）
∂ｐ

∂ｔｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｑ，　 　 ０ ＜ ｐ ＜ １． （１１）

当 τ → ０ 时，方程（１１）退化为经典抛物线形热传导方程， ｐ ＝ １ 时方程（１１）退化为双曲热

波方程（４）．
为了研究分数阶参数 ｐ 和延迟时间 τ 对短脉冲激光加热的影响， 选择时间分布非 Ｇａｕｓｓ
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型激光

　 　 Ｉ（ ｔ） ＝
Ｊ０ ｔ
ｔ２ｐ

ｅｘｐ － ｔ
ｔｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１２）

式中， Ｊ０ 是激光能量密度，Ｊ ／ ｍ２， ｔｐ 是激光加热持续时间，ｐｓ ．考虑材料对激光反射和吸收的

Ｌａｍｂｅｒｔ⁃Ｂｅｅｒ 定律，则体积内热源的生成热为

　 　 Ｑ ＝ （１ － ｒｆ） Ｉ（ ｔ）δｅｘｐ（ － ｘδ）， （１３）
式中， ｒｆ 是反射系数，δ 是吸收系数．

假设材料初始温度均匀，短脉冲激光加热时间短，忽略表面与外界换热，则初始条件和边

界条件为

　 　 Ｔ（ｘ，ｔ） ＝ Ｔ０，
∂
∂ｔ

Ｔ（ｘ，ｔ） ＝ ０，　 　 ｘ ＞ ０， ｔ ＝ ０， （１４）

　 　 ∂Ｔ（ｘ，ｔ）
∂ｘ

＝ ０， ｘ ＝ ０， ｔ ＞ ０， （１５）

　 　 Ｔ（ｘ，ｔ） ＝ Ｔ０， ｘ → ∞， ｔ ＞ ０． （１６）

２　 求　 　 解

为求解方便，引入下列无量纲量：

　 　 Ｔ∗ ＝
ｋ（Ｔ － Ｔ０）
ａδ（１ － ｒｆ）Ｊ０

， ｔ∗ ＝ ａδ２ ｔ， ｘ∗ ＝ ｘδ， τ∗ ＝ ａδ２τ， ｔ∗ｐ ＝ ａδ２ ｔｐ ． （１７）

则方程（１１）、（１４）、（１５）、（１６）成为下列无量纲方程组（为方便省去变量上标星号）：

　 　 ∂Ｔ
∂ｔ

＋ τｐ

Γ（ｐ ＋ １）
∂ｐ＋１Ｔ
∂ｔｐ＋１

＝ ∂２Ｔ
∂ｘ２

＋ ｅ －ｘ ｆ（ ｔ） ＋ τｐ

Γ（ｐ ＋ １）
∂ｐ ｆ（ ｔ）
∂ｔｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１８）

　 　 Ｔ（ｘ，ｔ） ＝ ０， ∂Ｔ（ｘ，ｔ）
∂ｔ

＝ ０，　 　 ｘ ＞ ０， ｔ ＝ ０， （１９）

　 　 ∂
∂ｘ

Ｔ（ｘ，ｔ） ＝ ０， ｘ ＝ ０， ｔ ＞ ０， （２０）

　 　 Ｔ（ｘ，ｔ） ＝ ０， ｘ → ∞， ｔ ＞ ０， （２１）

其中　 　 ｆ（ ｔ） ＝ ｔ
ｔ２ｐ

ｅｘｐ（ － ｔ ／ ｔｐ） ．

对方程（１８）、（２０）和（２１）进行 Ｌａｐｌａｃｅ 变换后，得到

　 　 ｄ２Ｔ
－

ｄｘ２
－ １ ＋ τｐｓｐ

Γ（ｐ ＋ １）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓＴ

－
＋ １ ＋ τｐｓｐ

Γ（ｐ ＋ １）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｘｐ（ － ｘ）Ｆ（ ｓ） ＝ ０， （２２）

　 　 ｄＴ
－

ｄｘ
＝ ０，　 　 　 　 ｘ ＝ ０， （２３）

　 　 Ｔ
－
（ｘ，ｓ） ＝ ０， ｘ → ∞， （２４）

其中 Ｆ（ ｓ） ＝ １ ／ （ ｔｐｓ ＋ １） ２ ．经过求解得到

　 　 Ｔ
－
（ｘ，ｓ） ＝ ［ｅｘｐ（ － ｘ） － Ｔ

－

２（ｘ，ｓ）］Ｆ（ ｓ）Ｔ
－

１（ ｓ）， （２５）
其中

　 　 Ｔ
－

１（ ｓ） ＝ １ ＋ τｐｓｐ ／ （Γ（ｐ ＋ １））
ｓ ＋ τｐｓｐ＋１ ／ （Γ（ｐ ＋ １）） － １

， （２６）
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　 　 Ｔ
－

２（ｘ，ｓ） ＝
ｅｘｐ － ｘ ｓ ＋ τｐｓｐ＋１ ／ （Γ（ｐ ＋ １））[ ]

ｓ ＋ τｐｓｐ＋１ ／ （Γ（ｐ ＋ １））
． （２７）

为求得方程（２３）的解析解，考虑采用拉氏逆变换卷积公式．首先对 Ｔ
－

１（ ｓ） 进行如下变换：

　 　 １ ＋ τｐｓｐ ／ （Γ（ｐ ＋ １））
ｓ（１ ＋ τｐｓｐ ／ （Γ（ｐ ＋ １））） － １

＝

　 　 　 　 ∑
∞

ｎ ＝ ０
（ － １） －ｎτ －ｐ（ｎ＋１）（Γ（ｐ ＋ １）） ｎ＋１ ｓｎ

（ ｓｐ＋１ － τ －ｐΓ（ｐ ＋ １）） ｎ＋１
＋

　 　 　 　 ∑
∞

ｎ ＝ ０
（ － １） －ｎτ －ｐｎ（Γ（ｐ ＋ １）） ｎ ｓｎ＋ｐ

（ ｓｐ＋１ － τ －ｐΓ（ｐ ＋ １）） ｎ＋１ ． （２８）

由于

　 　 ∫∞
０
ｅ －ｓｔ（ ｔαｎ＋β－１Ｅ（ｎ）

α，β（ ± ａｔα））ｄｔ ＝ ｎ！ ｓα－β

（ ｓα ∓ ａ） ｎ＋１

［２３］

， （２９）

所以求得下列逆变换：

　 　 Ｔ１（ ｔ） ＝ ∑
∞

ｎ ＝ ０
（ － １） －ｎ τ

－ｐ（ｎ＋１）（Γ（ｐ ＋ １）） ｎ＋１ ｔｐ（ｎ＋１）

ｎ！
Ｅ（ｎ）

ｐ＋１，ｐ＋１－ｎ（τ
－ｐΓ（ｐ ＋ １） ｔｐ＋１） ＋

　 　 　 　 ∑
∞

ｎ ＝ ０
（ － １） －ｎ τ

－ｐｎ（Γ（ｐ ＋ １）） ｎ ｔｐｎ

ｎ！
Ｅ（ｎ）

ｐ＋１，１－ｎ（τ
－ｐΓ（ｐ ＋ １） ｔｐ＋１）， （３０）

其中 Ｅ（ｎ）
α，β（ ｚ） 是两参数 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 函数 Ｅα，β（ ｚ） 的分数阶微分，定义如下：

　 　 Ｅ（ｎ）
α，β（ ｚ） ≡ ｄｎ

ｄｚｎ
Ｅα，β（ ｚ） ＝ ∑

∞

ｊ ＝ ０

（ ｊ ＋ ｎ）！ ｚ ｊ

ｊ！ Γ（αｊ ＋ αｎ ＋ β）
． （３１）

令

　 　 Ｔ２（ｘ，ｔ） ＝ Ｌ －１ ｅｘｐ（ － ｘ ｓ（１ ＋ τｐｓｐ） ）

ｓ（１ ＋ τｐｓｐ）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＝

　 　 　 　 １
ｔπ
∑
∞

ｎ ＝ １

（ － １） ｎ

ｎ！
ｔｐｎ＋ｐ ／ ２

τｐｎ＋ｐ ／ ２ Ｈ
２，０
０，２

ｘ２τｐ

４ｔｐ＋１
－

（０，１），（ｎ＋１ ／ ２，１）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

［２０］

， （３２）

因此方程（２５）的反变换解为

　 　 Ｔ（ｘ，ｔ） ＝ Ｔｇ（ ｔ）ｅｘｐ（ － ｘ） － ∫ｔ
０
Ｔｇ（ξ）Ｔ２（ｘ，ｔ － ξ）ｄξ， （３３）

其中

　 　 Ｔｇ（ ｔ） ＝ ∫ｔ
０
Ｔ１（ξ） ｆ（ ｔ － ξ）ｄξ ． （３４）

当 ｐ ＝ １ 时，问题的解为

　 　 Ｔ（ｘ，ｔ） ＝ Ｔｐ（ ｔ）ｅｘｐ（ － ｘ） － Ｔｑ（ｘ，ｔ）， （３５）
其中

　 　 Ｔｑ（ｘ，ｔ） ＝ ∫ｔ
ｘ τ

ｅｘｐ － ξ
２τ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ０

１
２τ

ξ２ － τｘ２æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｈ（ξ － ｘ τ ）Ｔｐ（ ｔ － ξ）ｄξ， （３６）

　 　 Ｔｐ（ ｔ） ＝ ∫ｔ
０

（１ － τｒ２）ｅｘｐ（ － ｒ２ξ） － （１ － τｒ１）ｅｘｐ（ － ｒ１ξ）

ｔ２ｐ １ ＋ ４τ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
（ ｔ － ξ）ｅｘｐ ｔ － ξ

ｔｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄξ，

（３７）

８４８ 基于分数阶热传导方程激光加热瞬态温度场研究



其中 Ｉ０（ｘ） 是 ０ 阶第一类修正 Ｂｅｓｓｅｌ （贝塞尔） 函数， Ｈ（ ｔ） 是 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ 函数， ｒ１ ＝ （１ ＋

１ ＋ ４τ２ ） ／ （２τ），ｒ２ ＝ （１ － １ ＋ ４τ２ ） ／ （２τ） ．

３　 算例与讨论

为研究分数阶参数对温度波传播的影响，本文选取的金属材料为金（Ａｕ），材料参数选取

自文献［２４］，
　 　 δ ＝ ６．５３ × １０７ ｍ， ρｃｐ ＝ ２．５ × １０６ Ｊ·ｍ －３·Ｋ －１， ｋ ＝ ３１５ Ｗ·ｍ －１·Ｋ －１，
　 　 τ ＝ １０ －１１ ｓ， ｔｐ ＝ １０ －１１ ｓ， ｒｆ ＝ ０．９３， Ｊ０ ＝ １３．４ Ｊ·ｍ－２ ．

作为算例选取无量纲 ｔｐ ＝ ４， 则无量纲激光能量密度⁃时间分布如图 １ 所示．

图 １　 激光能量密度时间分布函数 ｆ（ ｔ）
Ｆｉｇ． １　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｌａｓｅｒ ｅｎｅｒｇｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆ（ ｔ）

３．１　 解的数值验证

式（３３）与（３５）分别是任意分数阶级数近似解和热波方程的精确解．为检验解的正确性，
当 ｐ ＝ １ 时，式（３５）的值应与式（３３）的值一致．为此取 τ ＝ １，图 ２ 给出了表面温度的变化情况，
由此可知解（３３）是正确的．

图 ２　 级数解与精确解数值对比

Ｆｉｇ． ２　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｓｅｒｉｅｓ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

３．２　 参数 ｐ ＝ ０．５ 时温度波传播特性

对于算例材料，可以算出无量纲滞后时间常数 τ ＝ ５．３．在给定参数 ｐ ＝ ０．５ 时，图 ３ 给出了

ｘ ＝ ０，１，３，５ 处无量纲温度的变化情况．ｘ ＝ ０，１，３，５ 各处对激光加热响应并不是同时的，说明

热输运是存在速度的．ｘ ＝ ０，１ 位置温度变化速度明显要比 ｘ ＝ ３，５ 处变化速度快．激光加热表
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层接受激光光能要比内部接受的多，通过扩散向内部传递，内部也接受激光能量，但量少，而且

还要向更内部扩散．从表面及内部变化情况可以看出，激光对表层温度影响要比内部影响大得

多．各处温度变化率不一致有可能预示着不同的热传递机制．

图 ３　 任意位置温度变化

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｌｏｃａｔｉｏｎｓ

图 ４　 任意时刻温度分布

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｉｍｅｓ

图 ４ 给出 ｔ ＝ １，３，５ 时的温度分布情况，从不同时刻对应的温度可以看出，在表面附近温

度梯度比内部温度梯度反而小，结合图 ３ 可能预示离开表面的内层热传导主要依靠平衡机制

扩散传递，靠近表面的内层主要依靠材料和激光相互作用非平衡机制传递能量．
３．３　 参数 ｐ 变化对温度波传播特性的影响

激光加热过程引起能量在介质内输运，输运过程可能存在非平衡波动机制和平衡的扩散

机制， ｐ ＝ ０．５ 时温度传播情况前面已经说明，由能量方程（１８）中时间分数阶导数项及 Ｃａｐｕｔｏ
型分数阶微分定义，其左端第 ２ 项为

　 　 τｐ

Γ（１ ＋ ｐ）
∂１＋ｐＴ（ｘ，ｔ）

∂ｔ１＋ｐ
＝ τｐ

Γ（１ ＋ ｐ）
１

Γ（１ － ｐ） ∫
ｔ

０

１
（ ｔ － ξ） ｐ

∂２Ｔ（ｘ，ξ）
∂ξ２ ｄξ ． （３８）

该项大小与延迟时间常数 τ 和温度变化率项（∂２Ｔ ／ ∂ξ２） 有关．对于无限传播速度 Ｆｏｕｒｉｅｒ
定律， τ ＝ ０，能量输运依靠扩散机制传播，传递过程始终是平衡过程．对于 ｐ ＝ １ 的情况，在能量

方程（４）中，该项变为 ∂２Ｔ ／ ∂ｔ２， 该项只与当时当地温度变化率有关；对应热流传播方程是方程
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（２），其中与温度梯度卷积的积分核函数是指数函数．对于给定材料时间常数 τ 且 ０ ＜ ｐ ＜ １
时，该项是当地温度变化速度的时间积分，具有对温度变化率的记忆作用；此时热流传播方程

是方程（１０），其中与温度梯度卷积的积分核函数是 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 函数，该函数与分数阶阶次 ｐ
相关，因此探讨参数 ｐ 对温度变化和热流传播影响是非常有意义的．参数 ｐ 对温度传播的影响

如图 ５～７ 所示．
图 ５～７ 分别对应分数阶参数 ｐ 对表面及内部任意两点处温度变化的影响，而任意两点处

Ｃ⁃Ｖ 热波方程升温速度最快，Ｆｏｕｒｉｅｒ 扩散方程升温速度最慢， ０ ＜ ｐ ＜ １ 的分数阶热波方程温

度变化速率始终介于其间．参数 ｐ 越大温度变化速度越快，相对 Ｆｏｕｒｉｅｒ 扩散方程对应温度升高

幅度越高，说明偏离纯扩散过程越明显．在 τ ＝ ０时，ｘ ＝ ３， ５ 不同位置温度数值几乎同时达到最

大，因为 Ｆｏｕｒｉｅｒ 定律隐含热传播无限大速度所致．０ ＜ ｐ ＜ １ 时，相同的 ｐ 值，离开表面越远，达
到最高温度时间越迟，这一点与热传播存在速度有关．内部任意点分数阶热波方程对应温度响

应都存在延迟，距离越远延迟越大．任意位置时 ｐ 越大，延迟越大，而 Ｆｏｕｒｉｅｒ 扩散方程却不存在

延迟，说明参数 ｐ 越大热传播速度越慢．分数阶热传导方程在热传播速度、温度变化速度和温

度变化幅度方面都处于 Ｆｏｕｒｉｅｒ 扩散方程和热波方程的中间地带［２５］，这在图 ８ 中也得以体现．

图 ５　 参数 ｐ 对表面温度变化的影响

Ｆｉｇ． ５　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｐ ｏｎ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ

图 ６　 参数 ｐ 对 ｘ ＝ ３ 处温度变化的影响

Ｆｉｇ． ６　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｐ ｏｎ ｔｈｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｘ ＝ ３
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图 ７　 参数 ｐ 对 ｘ ＝ ５ 处温度变化的影响

Ｆｉｇ． ７　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｐ ｏｎ ｔｈｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｘ ＝ ５

图 ８　 参数 ｐ 对任意时刻温度分布的影响

Ｆｉｇ． ８　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｐ ｏｎ ｔｈｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔ ＝ ３

４　 结　 　 论

本文基于分数阶 Ｔａｙｌｏｒ 级数展开定理，得到分数阶单相延迟定律，并依此定律建立分数阶

热传导方程，应用 Ｌａｐｌａｃｅ 变换方法得到短脉冲激光加热半空间的解析解．数值研究非 Ｇａｕｓｓ
激光脉冲辐照材料中的热传导机制，结果表明热波传播与分数阶参数的依赖关系，得出热传播

速度不仅与分数阶阶次有关， 也与延迟时间常数有关， 分数阶阶次增加时， 热传播速度减小，
温升幅度增加．对于表面附近可以考虑波动传播机制， 对于远离表面区域热传输主要依靠扩

散机制．
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