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摘要：　 在弹性波传播的数值模拟中，吸收边界被广泛应用于截取有限空间进行无限空间问题的

分析．完全匹配层（ｐｅｒｆｅｃｔ ｍａｔｃｈｅｄ ｌａｙｅｒ， ＰＭＬ）吸收边界较其它吸收边界条件具有更优越的吸收性

能，已被成功应用于直角坐标系下的弹性波方程正演模拟．考虑极坐标系下二阶弹性波动方程，通
过采用辅助函数的方法，提出了一种非分裂格式的完全匹配层吸收边界条件．并且基于 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 近

似技术，给出了非对称以及轴对称条件下的时域有限元计算格式．通过数值算例分析了该极坐标系

下分裂格式的完全匹配层吸收边界的有效性．
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引　 　 言

时域有限单元法是模拟弹性波传播特性的重要方法之一，在地震工程、岩土工程以及地球

物理等领域有着十分广泛的应用．对于介质的空间尺度非常大，尤其是某些边界为无穷大的情

况下，在计算机进行波动数值模拟时，由于受到计算机内存和计算耗时的限制，必须截取有限

的空间区域进行模拟，这样就自然引入了人为的介质边界．当弹性波到达这些边界时产生的无

实际意义的边界反射波场将会直接影响到对问题的分析和判断．为了减弱或消除上述影响，就
必须在人工截止边界上附加一定的边界条件，通常被称为吸收边界条件，用来模拟外行波从近

场有限域通过人工边界无反射地进入远场无限域这一波动单向传播的物理过程．迄今已有多

种吸收边界被广泛应用［１⁃７］，其中粘性边界条件［１⁃２］是最早的人工边界条件之一．由于粘性边界

物理意义清楚，易于实现，尤其便于与商用有限元软件结合，因而被广泛应用于工程实践，但其

模拟精度较低．Ｃｌａｙｔｏｎ⁃Ｅｎｇｑｕｉｓｔ 边界［５］ 是最具代表性的局部人工边界条件之一，它采用 Ｐａｄé
有理近似代替波动方程的单向频散关系，然后变换回时域，得到一系列描述外行波的高阶微分

方程．理论和试验研究表明，外行波传播方向与人工边界外法向的夹角越小，其精度越高，并且

其所能覆盖的透射角范围随着边界阶数的增加而增大；旁轴近似边界［６］ 比较容易实现且能完

全吸收垂直入射波，但只在一定的角度和频率范围内能有效吸收反射波，且该方法对于 Ｒａｙ⁃
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ｌｅｉｇｈ（瑞利）面波的吸收效果不好［８］ ．完全匹配层（ＰＭＬ）是由 Ｂｅｒｅｎｇｅｒ［９］ 在计算电磁场波动问

题中提出的一种新的吸收边界条件，在理论上该方法能完全吸收以任意角度和任意频率入射

的波．因此，关于 ＰＭＬ 的研究取得了长足的进展，出现了不同形式和算法的完全匹配层吸收边

界条件，如分裂形式（ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ ＰＭＬ， ＳＰＭＬ）、非分裂形式（ｎｏｎ⁃ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ ＰＭＬ， ＮＰＭＬ）、卷积形式

（ｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎａｌ ＰＭＬ， Ｃ⁃ＰＭＬ）和多轴形式（ｍｕｌｔｉａｘｉａｌ ＰＭＬ， Ｍ⁃ＰＭＬ）等，且其已被成功应用到不

同的波动模拟计算领域，如电磁波场波动方程、声波方程和弹性波方程等［１０⁃１３］ ．
由于散射体结构的复杂性，在直角坐标中采用立方体或正方体网格单元来模拟复杂物体

表面时会形成“阶梯”形边界，不仅会激励起表面波传播，引起数值频散，而且为了拟合小曲率

半径，就要减小网格单元尺寸，相应地减少时间步长，从而大大地增加了计算存储量［１４］ ．因此，
有必要将 ＰＭＬ 的研究从直角坐标系扩展到一般曲线坐标系． 张洪欣等［１４］、 Ｔｅｉｘｅｉｒａ 和

Ｃｈｅｗ［１５⁃１６］、Ｈｅ 和 Ｌｉｕ［１７⁃１８］将 ＰＭＬ 扩展到圆柱坐标系和球坐标系中，进行了电磁波的正演模拟．
而关于弹性波在曲线坐标系内的 ＰＭＬ 吸收边界条件的研究成果并不多见．Ｌｉｕ［１９］ 利用复伸展

坐标变换，将传统的弹性波 ＰＭＬ 吸收条件由直角坐标系拓展到曲线坐标系，采用应力⁃速度分

量，获得了分裂格式的 ＰＭＬ，并采用时域有限差分法求解了非均匀介质中弹性波的传播．同样

利用复伸展坐标，Ｚｈｅｎｇ 和 Ｈｕａｎｇ［２０］分析了圆柱坐标系和球坐标系下固体中弹性波传播的分

裂格式的 ＰＭＬ 吸收边界条件，并给出了分别采用有限元法以及有限差分法的数值模拟算法．
本文以二维极坐标系下的非分裂 ＰＭＬ 为主要研究目标．从位移为基本未知量的弹性动力

学控制方程出发，利用复伸展坐标变换，获得了含有辅助变量的 ＰＭＬ 方程，并给出了时域有限

元计算格式．通过数值算例分析了该 ＰＭＬ 的有效性．

１　 二维极坐标系下的非分裂 ＰＭＬ
１．１　 基本方程

在极坐标系 （ ｒ，θ） 中，各向同性弹性介质的基本方程包括：
微分平衡方程
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应力⁃应变关系
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几何关系
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式中， σ ｒ，σ θ，τ ｒθ 为应力分量；ε ｒ，ε θ，γ ｒθ 为应变分量；ｕｒ 和 ｕθ 分别为位移分量； ｆｒ， ｆθ 表示体积

力分量；λ 和 μ 表示 Ｌａｍé 常数．
结合方程（１） ～ （３），略去体积力可得到由位移分量表示的控制方程为
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１．２　 时域内 ＰＭＬ控制方程

吸收边界的基本思想是在研究区域的边界上加上一定厚度的吸收衰减层，使边界上传入

吸收层的波随传播距离的增加而逐渐衰减，在边界处不产生反射，以此来达到消除边界反射的

目的．ＰＭＬ 吸收边界条件是将波动方程在层内进行复坐标变换，对于变换后的坐标方程及其解

的形式是不变的，但是对于原坐标解是衰减的．传统的 ＰＭＬ 吸收边界条件中将 Ｌａｐｌａｃｅ 变换域

内的复伸展坐标定义为［１２］
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式中， ｒ和 ｒ 分别为径向变换前、后的坐标；ｓ为 Ｌａｐｌａｃｅ 变换参数； ζ ｒ 为 ｒ方向的衰减函数，且在

截断的物理域内 ζ ｒ ＝ ０， 在 ＰＭＬ 区域 ζ ｒ ＞ ０；γ ｒ 称为复拉伸函数．
与直角坐标下 ＰＭＬ 的处理不同，由于在极坐标系下，控制方程（４）中除了位移分量关于

径向坐标 ｒ 的导数项外，还含有坐标分量 ｒ 的非导数项．为此，引入积分复变量
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将控制方程（４）进行 Ｌａｐｌａｃｅ 变换后，考虑到式（６）和式（８）就可得到忽略了体积力后在

复伸展坐标系下对应的控制方程：
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对上式两边同乘复拉伸函数 γ ｒ， 并且考虑到下列关系：
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则可以得到经过整理以后的控制方程：
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ù

û

ú
ú
， （１１ａ）

　 　 （ ｓ２ ＋ ｓζ ｒ）ｕθ ＝ １
ｒ

∂
∂θ （λ ＋ ２μ） １

ｒ
∂ｕθ

∂θ
＋
ｕｒ

ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ λ

∂ｕｒ

∂ｒ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋

　 　 　 　 μ ∂
∂ｒ

＋ ２
ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
ｒ

∂ｕｒ

∂θ
＋

∂ｕθ

∂ｒ
－
ｕθ

ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

ｒ
∂
∂θ

（λ ＋ ２μ）
ζ ｒ － ζ

－
ｒ

ｓ ＋ ζ
－
ｒ

æ

è
çç

é

ë

ê
ê

＋

　 　 　 　
－ ζ

－
ｒ

ｓ ＋ ζ
－
ｒ

＋
ζ ｒ － ζ

－
ｒ

ｓ ＋ ζ
－
ｒ

－ ζ
－
ｒ

ｓ ＋ ζ
－
ｒ

ö

ø
÷÷

１
ｒ

∂ｕθ

∂θ
＋ ｕｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ λ

－ ζ
－
ｒ

ｓ ＋ ζ
－
ｒ

∂ｕｒ

∂ｒ
ù

û

ú
ú
＋

　 　 　 　 ２μ
ｒ

ζ ｒ － ζ
－
ｒ

ｓ ＋ ζ
－
ｒ

＋
－ ζ

－
ｒ

ｓ ＋ ζ
－
ｒ

＋
ζ ｒ － ζ

－
ｒ

ｓ ＋ ζ
－
ｒ

－ ζ
－
ｒ

ｓ ＋ ζ
－
ｒ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

é

ë

ê
ê

１
ｒ

∂ｕｒ

∂θ
－ ｕθ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

－ ζ
－
ｒ

ｓ ＋ ζ
－
ｒ

∂ｕθ

∂ｒ
ù

û

ú
ú
＋

　 　 　 　 μ ∂
∂ｒ

－ ζ
－
ｒ

ｓ ＋ ζ
－
ｒ

１
ｒ

∂ｕｒ

∂θ
－

－ ζ
－
ｒ

ｓ ＋ ζ
－
ｒ

ｕθ

ｒ
＋

－ ζ ｒ

ｓ ＋ ζ ｒ

∂ｕθ

∂ｒ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ． （１１ｂ）

为了得到时间域内非分裂格式的 ＰＭＬ 方程，引入下列 Ｌａｐｌａｃｅ 域内的辅助变量 ψ ＝ {ψ ｒ１，
ψ θ１，ψ ｒ２，ψ θ２，ψ ｒ３，ψ θ３，ψ ｒ４，ψ θ４ } ， 其元素见附录 Ａ ．

将辅助函数（Ａ１） ～ （Ａ８）代入方程组（１１）可得

　 　 （ ｓ２ ＋ ｓζ ｒ）ρｕｒ ＝
∂
∂ｒ λ １

ｒ
∂ｕθ

∂θ
＋
ｕｒ

ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ （λ ＋ ２μ）

∂ｕｒ

∂ｒ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋

　 　 　 　 μ
ｒ

∂
∂θ

１
ｒ

∂ｕｒ

∂θ
＋

∂ｕθ

∂ｒ
－
ｕθ

ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ２μ

ｒ
∂ｕｒ

∂ｒ
－ １

ｒ
∂ｕθ

∂θ
－
ｕｒ

ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋
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　 　 　 　 ∂
∂ｒ

［（λ ＋ ２μ）ψ ｒ１ ＋ λψ ｒ２］ ＋ μ
∂ψ ｒ３

∂θ
－ ２μψ ｒ４， （１２ａ）

　 　 （ ｓ２ ＋ ｓζ ｒ）ρｕθ ＝ １
ｒ

∂
∂θ （λ ＋ ２μ） １

ｒ
∂ｕθ

∂θ
＋
ｕｒ

ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ λ

∂ｕｒ

∂ｒ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋

　 　 　 　 μ ∂
∂ｒ

＋ ２
ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
ｒ

∂ｕｒ

∂θ
＋

∂ｕθ

∂ｒ
－
ｕθ

ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ∂
∂θ

［（λ ＋ ２μ）ψ θ１ ＋ λψ θ２］ ＋ μ
∂ψ θ３

∂ｒ
－ ２μψ θ４ ． （１２ｂ）

对方程（１２）进行 Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换，即可得到时间域内具有非分裂式 ＰＭＬ 吸收边界的控制

方程：

　 　 ρ
∂２ｕｒ

∂ｔ２
＋ ρζ ｒ

∂ｕｒ

∂ｔ
＝ ∂

∂ｒ λ １
ｒ

∂ｕθ

∂θ
＋
ｕｒ

ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ （λ ＋ ２μ）

∂ｕｒ

∂ｒ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋

　 　 　 　 μ
ｒ

∂
∂θ

１
ｒ

∂ｕｒ

∂θ
＋

∂ｕθ

∂ｒ
－
ｕθ

ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ２μ

ｒ
∂ｕｒ

∂ｒ
－ １

ｒ
∂ｕθ

∂θ
－
ｕｒ

ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ∂
∂ｒ

［（λ ＋ ２μ）ψ ｒ１ ＋ λψ ｒ２］ ＋ μ
∂ψ ｒ３

∂θ
－ ２μψ ｒ４， （１３ａ）

　 　 ρ
∂２ｕθ

∂ｔ２
＋ ρζ ｒ

∂ｕθ

∂ｔ
＝ １

ｒ
∂
∂θ （λ ＋ ２μ） １

ｒ
∂ｕθ

∂θ
＋
ｕｒ

ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ λ

∂ｕｒ

∂ｒ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋

　 　 　 　 μ ∂
∂ｒ

＋ ２
ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
ｒ

∂ｕｒ

∂θ
＋

∂ｕθ

∂ｒ
－
ｕθ

ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ∂
∂θ

［（λ ＋ ２μ）ψ θ１ ＋ λψ θ２］ ＋ μ
∂ψ θ３

∂ｒ
－ ２μψ θ４ ． （１３ｂ）

可以看出，当在截取的物理域内 ζ ｒ ＝ ０时，控制方程（１３） 即退化为极坐标系下的控制方程

（４） ．关于辅助函数 ψ 的时间域变换见附录 Ａ ．
１．３　 时域有限元实现

根据有限单元法，对弹性体进行空间离散，离散后各单元内任一点的位移可用节点位移表

示为［２１］

　 　 ｕ（ ｒ，θ，ｔ） ＝ Ｎ（ ｒ，θ）ｄｅ（ ｔ） ． （１４）
式中， Ｎ ＝ ［Ｎ１Ｉ，…，ＮｍＩ］ 为形函数；ｄｅ ＝ { ｄ１，…，ｄｍ } Ｔ 为单元各节点位移矢量，其中 ｄｋ ＝
{ ｕｋ

ｒ ｕｋ
θ } Ｔ 表示单元体第 ｋ 个节点上的径向位移和环向位移．

将控制方程（１３）进行 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 有限元法近似后，通过整理可以得到时域内的动力有限元

格式为

　 　 Ｍｄ ＋ Ｚｄ ＋ Ｋｄ ＝ Ｆ ＋ Ｑ， （１５）
其中， Ｍ，Ｚ 和 Ｋ 分别为整体质量矩阵、因 ＰＭＬ 引起的整体阻尼矩阵以及整体刚度矩阵； Ｆ 和

Ｑ 分别为节点荷载矢量以及由于辅助函数 ψ 引起的类似于结点荷载矢量．它们分别由各单元

的质量矩阵、阻尼矩阵、刚度矩阵、荷载矢量组装而成．

　 　
Ｍｅ ＝ ∫

Ａｅ
ＮＴρＮｒｄｒｄθ， Ｚｅ ＝ ∫

Ａｅ
ＮＴρζ ｒＮｒｄｒｄθ， Ｋｅ ＝ ∫

Ａｅ
ＢＴＤＢｒｄｒｄθ，

Ｆｅ ＝ ∫
Ａｅ
ＮＴｑｒｄｒｄθ， Ｑｅ ＝ ∫

Ａｅ
Ｈｒｄｒｄθψ

－ ｅ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１６）

０６９ 极坐标系下非分裂 ＰＭＬ 及时域有限元实现



其中， ｑ 表示计算域内弹性体受到的荷载；Ｂ ＝ ＬＮ ．值得指出的是方程（１３）在推导过程中考虑

了计算区域外侧为 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件，这里取 ｄ ＝ ０， 这样的假设将有利于长时过程中对时间

积分的稳定性［１２］ ．
式（１６）中
Ｈ ＝

　 　 －

（λ ＋ ２μ）
∂Ｎ１

∂ｒ
０ λ

∂Ｎ１

∂ｒ
０ μ

∂Ｎ１

∂θ
０ － ２μＮ１ ０

０ （λ ＋ ２μ）
∂Ｎ１

∂θ
０ λ

∂Ｎ１

∂θ
０ μ

∂Ｎ１

∂ｒ
０ － ２μＮ１

（λ ＋ ２μ）
∂Ｎ２

∂ｒ
０ λ

∂Ｎ２

∂ｒ
０ μ

∂Ｎ２

∂θ
０ － ２μＮ２ ０

０ （λ ＋ ２μ）
∂Ｎ２

∂θ
０ λ

∂Ｎ２

∂θ
０ μ

∂Ｎ２

∂ｒ
０ － ２μＮ２

︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

（λ ＋ ２μ）
∂Ｎｍ

∂ｒ
０ λ

∂Ｎｍ

∂ｒ
０ μ

∂Ｎｍ

∂θ
０ － ２μＮｍ ０

０ （λ ＋ ２μ）
∂Ｎｍ

∂θ
０ λ

∂Ｎｍ

∂θ
０ μ

∂Ｎｍ

∂ｒ
０ － ２μＮｍ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

，

ψ
－ ｅ ＝ {ψ

－ ｅ
ｒ１，ψ

－ ｅ
θ１，…，ψ

－ ｅ
ｒ４，ψ

－ ｅ
θ４ } Ｔ，ψ

－ ｅ
ｉ ＝ ∑

ｍ

ｋ ＝ １
ψ ｅ

ｉ ／ ｍ 为辅助函数在单元内的平均值．

２　 轴对称情形下非分裂 ＰＭＬ 方程

极坐标系下轴对称问题是一种特殊情形，由于轴对称性，应力和位移仅是 ｒ 的函数，与 θ
无关．则问题的基本方程变为：

运动平衡方程

　 　
∂２ｕｒ

∂ｔ２
＝
∂σ ｒ

∂ｒ
＋
σ ｒ － σ θ

ｒ
＋ ｆｒ； （１７）

应力应变关系

　 　
σ ｒ

σ θ
{ } ＝

λ ＋ ２μ λ
λ λ ＋ ２μ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ε ｒ

ε θ
{ } ＝ Ｄ

ε ｒ

ε θ
{ } ； （１８）

几何关系

　 　
ε ｒ

ε θ
{ } ＝

∂
∂ｒ
１
ｒ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

{ ｕｒ } ＝ Ｌ { ｕｒ } ． （１９）

通过基本方程（１７） ～ （１９），可以得到用位移表示的控制方程：

　 　
∂２ｕｒ

∂ｔ２
＝ ∂

∂ｒ （λ ＋ ２μ）
∂ｕｒ

∂ｒ
＋ λ

ｕｒ

ｒ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ ２μ

ｒ
∂ｕｒ

∂ｒ
－
ｕｒ

ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２０）

同样，结合式（６）、（８）和（１０），对经过 Ｌａｐｌａｃｅ 变换后的控制方程（２０）两边同乘复拉伸函

数 γ ｒ，并通过引入辅助函数 ψ ＝ {ψ ｒ１，ψ ｒ２，ψ ｒ３ } （各元素见附录 Ｂ）后，最后可得到变换到时间
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域的具有 ＰＭＬ 边界条件的控制方程为

　 　 ρ
∂２ｕｒ

∂ｔ２
＋ ρζ ｒ

∂ｕｒ

∂ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ∂

∂ｒ （λ ＋ ２μ）
∂ｕｒ

∂ｒ
＋ λ

ｕｒ

ｒ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋

　 　 　 　 ２μ
ｒ

∂ｕｒ

∂ｒ
－
ｕｒ

ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∂

∂ｒ
［（λ ＋ ２μ）ψ ｒ１ ＋ λψ ｒ２］ － ２μψ ｒ３ ． （２１）

通过 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 有限元法近似后可以得到与式（１５）形式相同的用位移表示的经典有限元格

式．对于轴对称问题，空间离散后单元的质量矩阵、阻尼矩阵、刚度矩阵和荷载矢量分别为

　 　
Ｍｅ ＝ ２π∫

Ｌｅ
ＮＴρＮｒｄｒ， Ｚｅ ＝ ２π∫

Ｌｅ
ＮＴρζ ｒＮｒｄｒ， Ｋｅ ＝ ２π∫

Ｌｅ
ＢＴＤＢｒｄｒ，

Ｆｅ ＝ ２π∫
Ｌｅ
ＮＴｑｒｄｒ， Ｑｅ ＝ ２π∫

Ｌｅ
Ｈｒｄｒψ

－ ｅ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２２）

其中

　 　 Ｈ ＝ －

（λ ＋ ２μ）
∂Ｎ１

∂ｒ
λ

∂Ｎ１

∂ｒ
－ ２μＮ１

（λ ＋ ２μ）
∂Ｎ２

∂ｒ
λ

∂Ｎ２

∂ｒ
－ ２μＮ２

︙ ︙ ︙

（λ ＋ ２μ）
∂Ｎｍ

∂ｒ
λ

∂Ｎｍ

∂ｒ
－ ２μＮｍ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

，

ψ
－ ｅ ＝ {ψ

－ ｅ
ｒ１，ψ

－ ｅ
ｒ２，ψ

－ ｅ
ｒ３ } Ｔ，ψ

－ ｅ
ｒｉ ＝ ∑

ｍ

ｋ ＝ １
ψ ｅ

ｒｉ ／ ｍ 为辅助函数在单元内的平均值．

３　 数 值 算 例

关于衰减函数 ζ ｒ 可以为一次、二次或者高次的多种经验公式．本文采用 Ｃｏｌｌｉｎｏ 和 Ｔｓｏｇ⁃
ｋａ［２２］使用的多项式函数来设置衰减函数 ζ ｒ：

　 　 ζ ｒ（ ｒ） ＝
０， ｒ ＜ ａ，
３ｃｍａｘ ｌｎ Ｒ

２Ｌ
ｒ － ａ
Ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ

， ａ ≤ ｒ ≤ ａ ＋ Ｌ，

ì

î

í

ïï

ïï

（２３）

式中， Ｌ 为 ＰＭＬ 区域的厚度， ｍ 为多项式阶数，ａ 为规则计算区域的半径，Ｒ 为理论发射系数，
ｃｍａｘ 为弹性波最大波速．本文在算例中取 ｍ ＝ ２，Ｒ ＝ １０ －８ ．

这里采用 ４ 节点扇形单元进行空间离散（如图 １），对于半径差为 Δｒ，圆心角为 Δθ 的单元

采用如下二次线性函数进行插值，即
　 　 Ｎ ＝ Ｎ１Ｉ Ｎ２Ｉ Ｎ３Ｉ Ｎ４Ｉ[ ] ， （２４）

其中

　 　
Ｎ１（ ｒ，θ） ＝

（ ｒ － ｒ１）（θ ２ － θ）
ΔｒΔθ

， Ｎ２（ ｒ，θ） ＝
（ ｒ － ｒ１）（θ － θ １）

ΔｒΔθ
，

Ｎ３（ ｒ，θ） ＝
（ ｒ２ － ｒ）（θ － θ １）

ΔｒΔθ
， Ｎ４（ ｒ，θ） ＝

（ ｒ２ － ｒ）（θ ２ － θ）
ΔｒΔθ

．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

３．１　 含圆孔的无限大平板受内压作用

考虑如图 ２ 所示的含有圆孔的无限大平板在内压作用下的轴对称平面应变问题．材料的

２６９ 极坐标系下非分裂 ＰＭＬ 及时域有限元实现



弹性模量为 Ｅ ＝ ２ × １０６ Ｎ ／ ｍ２，Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松）比为 ν ＝ ０．３，材料密度为 ρ ＝ ２ ０００ ｋｇ ／ ｍ３ ．假定圆

孔的半径为 ０．１ ｍ，规则计算区域的半径为 ４．１ ｍ，ＰＭＬ 厚度设置为 ２ ｍ ．内径处受到 Ｒｉｃｋｅｒ 子
波形式的压力为

　 　 ｐ（ ｔ） ＝ ［１ － ２（πｆ０ ｔ） ２］ｅｘｐ［ － （πｆ０ ｔ） ２］， （２５）
其中， ｆ０ 为 Ｒｉｃｋｅｒ 子波主频率，取 ３０ Ｈｚ ．其时域和频域变化如图 ３ 所示．

图 １　 二维极坐标下标准的 ４ 结点有限单元 图 ２　 含圆孔的平板及 ＰＭＬ 示意图

Ｆｉｇ． １　 Ａ ｎｏｒｍａｌ ４⁃ｎｏｄｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｉｎ Ｆｉｇ． ２　 Ａｎ ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ａ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｈｏｌｅ
２Ｄ ｐｏｌａｒ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ＰＭＬ

（ａ） 时程曲线 （ｂ） 频率曲线

（ａ） Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ （ｂ） Ｔｈｅ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｓｐｅｃｔｒｕｍ
图 ３　 动荷载示意图

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

在算例中取空间步长和时间步长分别为 Δｒ ＝ ０．０５ ｍ，Δｔ ＝ ０．０００ ２ ｓ ．为了验证计算结果的

正确性以及 ＰＭＬ 吸收边界条件的有效性，将计算区扩大 １０ 倍后用 ＡＮＳＹＳ 有限元软件进行计

算．对于考虑 ＰＭＬ 边界、无 ＰＭＬ 边界以及扩大区域的情形，图 ４ 分别给出了在不同条件下计算

区域中 ｐｓｐ１，ｐｓｐ２ 和 ｐｓｐ３ 这 ３ 点处的径向位移随时间的变化曲线．从图中可以看出本文提出的非

分裂 ＰＭＬ 有着很好的吸收性能．
为了进一步说明 ＰＭＬ 的有效性，图 ５ 绘出了截断物理域内，即计算区域中不含 ＰＭＬ 的能

量随时间的变化．其中能量 ＥＲＤ 按下式进行计算［２３］：

　 　 ＥＲＤ ＝ １
２

ｕＴＭｕ ＋ １
２

ｕＴＫｕ， （２６）
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式中， Ｍ，Ｋ 分别表示截断物理域内的总体质量矩阵和刚度矩阵．

（ａ） ｐｓｐ１

（ｂ） ｐｓｐ２ （ｃ） ｐｓｐ３
图 ４　 不同点处的位移变化曲线

Ｆｉｇ． ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ａｔ ｖａｒｉｏｕｓ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｐｏｉｎｔｓ

理论上，Ｐ 波的波速为 ３６．６９０ ｍ ／ ｓ，因此可以计算得出在 ０．１０９ ｓ 后，Ｐ 波到达 ＰＭＬ 区域，
能量开始衰减．从图 ５ 中可以明显地看出能量的衰减，并且没有任何发射现象．

图 ５　 物理区内能量的变化 图 ６　 二维弹性地基以及 ＰＭＬ 截断示意图

Ｆｉｇ． ５　 Ｅｎｅｒｇｙ ｄｅｃａｙ ｉｎ ｔｈｅ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｄｏｍａｉｎ Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ２Ｄ ｅｌａｓｔｉｃ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ＰＭＬ

３．２　 受集中荷载作用下弹性半平面的动力响应

考虑如图 ６ 所示的二维弹性地基受到单位竖向集中力作用的平面应变问题，材料参数以

及荷载形式与算例 ３．１ 中的相同．图 ７ 给出了 ｔ ＝ ０．０８，０．１２，０．１６，０．２０，０．３０ ｓ 不同时间下径向
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（ａ） ｔ ＝ ０．０８ ｓ

（ｂ） ｔ ＝ ０．１２ ｓ

（ｃ） ｔ ＝ ０．１６ ｓ

（ｄ） ｔ ＝ ０．２０ ｓ

（ｅ） ｔ ＝ ０．３０ ｓ
图 ７　 不同时刻的位移波场快照

Ｆｉｇ． ７　 Ｓｎａｐｓｈｏｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｉｍｅｓ

位移（左侧）和环向位移（右侧）的波场图．从图中可以看出 Ｐ 波和 Ｓ 波逐渐向外扩散，而在
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ＰＭＬ 边界层处没有产生反射波场．图 ８ 给出了截断的物理区域内能量随时间的变化曲线．同样

与 Ｐ 波类似，当 Ｓ 波大约在 ０．２０４ ｓ 到达 ＰＭＬ 局域，ＰＭＬ 开始吸收 Ｓ 波携带的能量．因此本文

提出的非分裂 ＰＭＬ 对向外传播的弹性波具有很好的吸收性能．

图 ８　 物理区内能量的变化

Ｆｉｇ． ８　 Ｅｎｅｒｇｙ ｄｅｃａｙ ｉｎ ｔｈｅ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｄｏｍａｉｎ

４　 结　 　 论

利用复伸展坐标变换，将直角坐标系下的 ＰＭＬ 吸收边界推广到极坐标系下，借助于辅助

函数，获得了以位移为基本未知量的非分裂 ＰＭＬ 弹性波动方程，并利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 近似方法，给
出了时域内的有限元格式．通过数值算例从位移时程曲线、 波场以及能量衰减的角度分析了

该 ＰＭＬ 吸收边界的有效性．该方法在研究截断区域为圆形的弹性动力学问题时会带来较大的

方便．

附　 录　 Ａ

非轴对称问题的辅助函数 ψ 的元素为

　 　 ψ ｒ１ ＝
－ ζ ｒ

ｓ ＋ ζ ｒ

∂ｕｒ

∂ｒ
， （Ａ１）

　 　 ψ ｒ２ ＝
－ ζ

－
ｒ

ｓ ＋ ζ
－
ｒ

１
ｒ

∂ｕθ

∂θ
＋ ｕｒ
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è
ç

ö

ø
÷ ， （Ａ２）

　 　 ψ ｒ３ ＝ １
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， （Ａ３）

　 　 ψ ｒ４ ＝ －
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－
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１
ｒ
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∂ｒ
， （Ａ４）

　 　 ψ θ１ ＝ １
ｒ２

ζ ｒ － ζ
－
ｒ

ｓ ＋ ζ
－
ｒ

＋
－ ζ

－
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æ

è
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ö

ø
÷

∂ｕθ

∂θ
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æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （Ａ５）

　 　 ψ θ２ ＝ １
ｒ

－ ζ
－
ｒ

ｓ ＋ ζ
－
ｒ

∂ｕｒ

∂ｒ
， （Ａ６）

　 　 ψ θ３ ＝
－ ζ

－
ｒ

ｓ ＋ ζ
－
ｒ

１
ｒ

∂ｕｒ

∂θ
－

－ ζ
－
ｒ

ｓ ＋ ζ
－
ｒ

ｕθ

ｒ
＋

－ ζ ｒ

ｓ ＋ ζ ｒ

∂ｕθ

∂ｒ
， （Ａ７）

　 　 ψ θ４ ＝ ψ ｒ３ ． （Ａ８）
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以式（Ａ１）为例，将辅助函数 ψ ｒ１ 变换到时间域内的过程：
式（Ａ１）等价于

　 　 （ ｓ ＋ ζ ｒ）ψ ｒ１ ＝ － ζ ｒ

∂ｕｒ

∂ｒ
， （Ａ９）

根据 Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换可得

　 　
∂ψ ｒ１

∂ｔ
＝ － ζ ｒψ ｒ１ － ζ ｒ

∂ｕｒ

∂ｒ
． （Ａ１０）

考虑式（１４），上式采用单元节点位移可以表示为

　 　
∂ψ ｒ１

∂ｔ
＝ － ζ ｒψ ｒ１ － ζ ｒ∑

ｍ

ｉ ＝ １

∂Ｎｉ

∂ｒ
ｕｉ
ｒ ． （Ａ１１）

方程（Ａ１１）可采用 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法进行求解．

附　 录　 Ｂ

轴对称问题的辅助函数 ψ 的元素为

　 　 ψ ｒ１ ＝
－ ζ ｒ

ｓ ＋ ζ ｒ

∂ｕｒ

∂ｒ
， （Ｂ１）

　 　 ψ ｒ２ ＝
－ ζ

－
ｒ

ｓ ＋ ζ
－
ｒ
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ｒ
， （Ｂ２）
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－ ζ
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１
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