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摘要：　 采用了一个简单而有效的技巧，研究一类非线性扰动广义 ＮＮＶ（Ｎｉｚｈｎｉｋ⁃Ｎｏｖｉｋｏｖ⁃Ｖｅｓｅｌｏｖ）
系统．首先用待定系数法得到一个相应典型系统的孤立子解．其次构造一个广义泛函式，并对它进

行变分计算，利用变分原理求出对应的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子，并由此构造一个特殊的变分迭代关系式．然
后依次求出原非线性扰动广义 ＮＮＶ 系统的孤立子渐近行波解．最后通过举例，说明了使用该方法

得到的近似解具有简单而有效的优点．
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引　 　 言

孤立子在流体力学、场论、光波散射、激波、神经网络和量子力学中都有许多应用［１⁃８］ ．研究

孤立子解已有许多新的方法，例如齐次平衡法、辅助方程法、双曲函数法、符号计算代数法、Ｊａ⁃
ｃｏｂｉ 椭圆函数展开法 、Ｒｉｃｃａｔｉ 函数法和 （Ｇ′ ／ Ｇ） 展开法［９⁃１４］等．目前，求解一类非线性问题的方

法不断改进［１５］ ．近来许多学者，例如 Ｈｏｖｈａｎｎｉｓｙａｎ 和 Ｖｕｌａｎｏｖｉｃ［１６］，Ｂａｒｂｕ 和 Ｃｏｓｍａ［１７］ 以及

Ｒａｍｏｓ［１８］讨论了有关非线性问题．莫嘉琪等也研究了一类非线性问题的孤立子、 激波、 激光脉

冲和大气物理等问题［１９⁃２９］ ．本文讨论的是近代物理的一个非线性扰动 ＮＮＶ 系统，利用简单而

有效的迭代方法得到了相应系统的孤立子渐近行波解．

１　 扰动 ＮＮＶ 系统

考虑如下一个非线性扰动广义 ＮＮＶ 系统［１５］：
　 　 ｕｔ ＋ ｕｘｘｘ － ３ｖｘｕ － ３ｖｕｘ ＝ ｆ（ｕ，ｖ）， （１）
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　 　 ｕｘ － ｖｙ ＝ ｇ（ｕ，ｖ）， （２）
其中 ｆ，ｇ 为扰动项，是关于其变量在相应的区域内为充分光滑的函数．在理论物理等学科中许

多相关问题均涉及到系统（１）、（２）．
作行波变换 ｓ ＝ ａｘ ＋ ｂｙ － ｃｔ，其中 ａ，ｂ，ｃ 为常数．得到关于 ｓ 的微分系统：
　 　 ａ３ｕｓｓｓ － ｃｕｓ － ３ａｖｓｕ － ３ａｖｕｓ ＝ ｆ（ｕ，ｖ）， （３）
　 　 ａｕｓ － ｂｖｓ ＝ ｇ（ｕ，ｖ） ． （４）

对应于系统（３）、（４）中扰动项 ｆ（ｕ，ｖ），ｇ（ｕ，ｖ） ＝ ０ 的情形，可得

　 　 ａ３ｕｓｓ － ｃｕ － ３ａ２

ｂ
ｕ２ ＝ Ｃ１，

　 　 ｖ ＝ ａ
ｂ

ｕ ＋ Ｃ２，

其中 Ｃ１，Ｃ２ 为常数，不妨设它们为 ０．故有

　 　 ａ３ｕｓｓ － ｃｕ － ３ａ２

ｂ
ｕ２ ＝ ０， （５）

　 　 ｖ ＝ ａ
ｂ

ｕ ． （６）

现寻找方程（５）具有如下形式的解：
　 　 ｕ ＝ Ａ１ｗ ＋ Ａ２ｗ２ ＋ Ｂ０（１ － ｗ２） １ ／ ２， （７）

其中 Ａ１，Ａ２，Ｂ０ 为待定常数，而 ｗ 是满足微分方程

　 　 ｗｓ ＝ － ｗ（１ － ｗ２） １ ／ ２ （８）
的解．不难知道，方程（８）有解

　 　 ｗ ＝ ｓｅｃｈ ｓ ． （９）
由式（７）得
　 　 ｕｓ ＝ － （Ａ１ｗ ＋ ２Ａ２ｗ２）（１ － ｗ２） １ ／ ２ ＋ Ｂ０ｗ２， （１０）
　 　 ｕｓｓ ＝ － （Ａ１ｗ ＋ ２Ａ２ｗ２）ｗ２ ＋ （Ａ１ｗ ＋ ４Ａ２ｗ２）（１ － ｗ２） － ２Ｂ０ｗ２（１ － ｗ２） １ ／ ２ ． （１１）

将式（７）、（１０）、（１１）代入式（５）得
　 　 － ａ３［（Ａ１ｗ ＋ ２Ａ２ｗ２）ｗ２ ＋ （Ａ１ｗ ＋ ４Ａ２ｗ２）（１ － ｗ２） － ２Ｂ０ｗ２（１ － ｗ２） １ ／ ２］ －
　 　 　 　 ｃ［Ａ１ｗ ＋ Ａ２ｗ２ ＋ Ｂ０（１ － ｗ２） １ ／ ２］ －

　 　 　 　 ３ａ２

ｂ
［Ａ１ｗ ＋ Ａ２ｗ２ ＋ Ｂ０（１ － ｗ２） １ ／ ２］ ２ ＝ ０． （１２）

合并式（１２）等号左端 ｗ ｉ，ｗ ｉ（１ － ｗ２） １ ／ ２ 同次幂项，并令其系数为 ０，可得

　 　 ｃ ＝ ４ａ３， Ａ１ ＝ Ｂ０ ＝ ０， Ａ２ ＝ － ２ａｂ
３

．

因此可选定

　 　 Ａ１ ＝ ０， Ａ２ ＝ － ２ａｂ
３

， Ｂ０ ＝ ０， ｃ ＝ ４ａ３ ． （１３）

由式（７）、（１３），得到系统（５）、（６）的一组精确孤立子解：

　 　 ｕ（ ｓ） ＝ － ２ａｂｓｅｃｈ２ｓ
３

， ｓ ＝ ａｘ ＋ ｂｙ － ４ａ３ ｔ ． （１４）

　 　 ｖ（ ｓ） ＝ － ２ａ２ｓｅｃｈ２ｓ
３

， ｓ ＝ ａｘ ＋ ｂｙ － ４ａ３ ｔ ． （１５）
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在式（１４）、（１５）中，取 ａ ＝ １，ｂ ＝ ２，孤立子解（ｕ（ ｓ），ｖ（ ｓ）） 的曲线如图 １，２ 所示．

图 １　 孤立子 ｕ（ ｓ） 的曲线 （ａ ＝ １， ｂ ＝ ２） 图 ２　 孤立子 ｖ（ ｓ） 的曲线 （ａ ＝ １， ｂ ＝ ２）
Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｓｏｌｉｔａｒｙ ｗａｖｅ ｕ（ ｓ）（ａ ＝ １， ｂ ＝ ２） Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｓｏｌｉｔａｒｙ ｗａｖｅ ｖ（ ｓ）（ａ ＝ １， ｂ ＝ ２）

２　 扰动 ＮＮＶ 系统渐近解

由于式（１）、（２）为非线性系统，一般不能求得有限项初等函数的精确解．为此我们需要构

造其近似解．
为了得到系统（１）、（２）的孤立子近似解析解，首先引入一组泛函 Ｆ ｉ（ｕ，ｖ）（ ｉ ＝ １，２）：

　 　 Ｆ１［ｕ，ｖ］ ＝ ｕ － ∫ｓ
－∞

λ１（ ｒ）［ａ３ｕｒｒｒ － ｃｕｒ － ３ａｖ－ ｒｕ
－ － ３ａｖ－ｕ－ ｒ － ｆ（ｕ－，ｖ－）］ｄｒ， （１６）

　 　 Ｆ２［ｕ，ｖ］ ＝ ｖ － ∫ｓ
－∞

λ２（ ｒ）［ａｕ
－
ｒ － ｂｖｒ － ｇ（ｕ－，ｖ－）］ｄｒ， （１７）

其中 ｕ－，ｖ－ 为 ｕ，ｖ 的限制变量［１５］，而 λ ｉ 为 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子．
计算泛函式（１６）、（１７）的广义变分 δＦ ｉ（ ｉ ＝ １，２）：
　 　 δＦ１ ＝ δｕ － ［λ１（ａ３δｕｒｒ － ｃδｕｒ）］ ｒ ＝ ｓ ＋ ［λ１ｒａ３δｕｒ］ ｒ ＝ ｓ － ［λ１ｒｒａ３δｕ］ ｒ ＝ ｓ ＋

　 　 　 　 ∫ｓ
－∞

［ａ３λ１ｒｒｒ － ｃλ１］δｕｄｒ，

　 　 δＦ２ ＝ δｖ － ［λ２δｖ］ ｒ ＝ ｓ － ∫ｓ
－∞

λ２ｒδｖｄｒ ．

令 δＦ ｉ ＝ ０（ ｉ ＝ １，２）， 得

　 　 ａ３λ１ｒｒｒ － ｃλ１ ＝ ０， λ１ η ＝ ｓ ＝ λｒ ｒ ＝ ｓ ＝ ０， λｒｒ η ＝ ｒ ＝
１
ａ３， （１８）

　 　 λ２ｒ ＝ ０， λ２ ｒ ＝ ｓ ＝ １． （１９）
由式（１８）、（１９）得

　 　 λ１ ＝ ２

（１ － ３ ）ａ
３
ｃ２

ｅｘｐ
３ｃ
ａ
（ ｒ － ｓ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋é

ë

ê
ê

　 　 　 　 ｅｘｐ － ３ ３ｃ
２ａ

（ ｒ － ｓ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｃｏｓ ３ ３ｃ

２ａ
＋ ｓｉｎ ３ ３ｃ

２ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ù

û

ú
ú
， （２０）

　 　 λ２ ＝ １． （２１）
由式（１６）、（１７）、（２０）、（２１），构造如下迭代关系式：

５００１非线性扰动广义 ＮＮＶ 系统的孤立子渐近行波解



　 　 ｕｎ＋１（ ｓ） ＝ ｕｎ（ ｓ） － ２

（１ － ３ ）ａ
３
ｃ２
∫ｓ

－∞
ｅｘｐ

３ｃ
ａ
（ ｒ － ｓ）

æ

è
ç
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ø
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ë

ê
ê

　 　 　 　 ｅｘｐ － ３ ３ｃ
２ａ
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×

　 　 　 　 ［ａ３ｕｎｒｒｒ － ｃｕｎｒ － ３ａｖｎｒｕｎ － ３ａｖｎｕｎｒ － ｆ（ｕｎ，ｖｎ）］ｄｒ， （２２）

　 　 ｖｎ＋１ ＝ ｖｎ － ∫ｓ
－∞

［ａｕｎｒ － ｂｖｎｒ － ｇ（ｕｎ，ｖｎ］ｄｒ ． （２３）

选取初始迭代 ｕ０（ ｚ） 为系统（５）、（６）的一组孤立子解（１４）、（１５），即

　 　 ｕ０（ ｓ） ＝ － ２ａｂｓｅｃｈ２ｓ
３

， （２４）

　 　 ｖ０（ ｓ） ＝ － ２ａ２ｓｅｃｈ２ｓ
３

． （２５）

再由迭代关系式（２２）、（２３），可得到一组序列 { ｕｎ（ ｓ），ｖｎ（ ｓ） } ．由泛函分析不动点原理可

以证明 ｌｉｍｎ→∞ ｕｎ 及ｌｉｍｎ→∞ ｖｎ 在 ｓ ∈ ［ － Ｍ， ＋ Ｍ］ 上一致地成立，其中 Ｍ 为任意大的正常数．再
由迭代式（２２）、（２３），不难知道 ｕ（ ｓ） ＝ ｌｉｍｎ→∞ ｕｎ（ ｓ）， ｖ（ ｓ） ＝ ｌｉｍｎ→∞ ｖｎ（ ｓ） 就是微分系统（３）、
（４） 的一组孤立子精确解．而 ｕ（ａｘ ＋ ｂｙ － ４ａ３ ｔ），ｖ（ａｘ ＋ ｂｙ － ４ａ３ ｔ） 为非线性广义扰动 ＮＮＶ 系

统（１）、（２）的一组孤立子行波精确解．且 ｕｎ（ａｘ ＋ ｂｙ － ４ａ３ ｔ），ｖｎ（ａｘ ＋ ｂｙ － ４ａ３ ｔ） 为非线性广义

扰动 ＮＮＶ 系统（１）、（２）的一组 ｎ 次孤立子渐近行波解，由变分原理知，得到的渐近解具有较

高的近似度．

３　 举　 　 例

讨论一个特殊的广义 ＮＮＶ 系统（１）、（２）．它的扰动项为 ｆ ＝ ｓｉｎ ｖ，ｇ ＝ ｃｏｓ ｕ，而 ａ ＝ ｂ ＝ １．这
时系统（１）、（２）为

　 　 ｕｔ ＋ ｕｘｘｘ － ３ｖｘｕ － ３ｖｕｘ ＝ ｓｉｎ ｖ， （２６）
　 　 ｕｘ － ｖｙ ＝ ｃｏｓ ｕ ． （２７）

在行波变换 ｓ ＝ ｘ ＋ ｙ － ４ｔ 下，系统（３）、（４）对应为

　 　 ｕｓｓｓ － ４ｕｓ － ３ｖｓｕ － ３ｖｕｓ ＝ ｓｉｎ ｖ， （２８）
　 　 ｕｓ － ｖｓ ＝ ｃｏｓ ｕ ． （２９）
现求系统（２８）、（２９）的一组孤立子渐近解 ｕｎ（ ｓ），ｖｎ（ ｓ） ．利用迭代方法，由式（２４）、（２５），

取零次孤立子渐近解 ｕ０，ｖ０ 为

　 　 ｕ０（ ｓ） ＝ － ２
３

ｓｅｃｈ２ｓ， （３０）

　 　 ｖ０（ ｓ） ＝ － ２
３

ｓｅｃｈ２ｓ ． （３１）

再由关系式（２２）、（２３），可得一组 １ 次孤立子渐近解 ｕ１，ｖ１：

　 　 ｕ１（ ｓ） ＝ － ２
３

ｓｅｃｈ２ｓ － ２
２（１ － ３ ） ３４

∫ｓ
－∞

ｅｘｐ（ ３４ （ ｒ － ｓ））é

ë
êê ＋

　 　 　 　 ｅｘｐ －
３ ３６
２

（ ｒ － ｓ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｃｏｓ

３ ３６
２

＋ ｓｉｎ
３ ３６
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ù

û

ú
ú
×

　 　 　 　 ［ － ３ｖ０ｒｕ０ － ３ｖ０ｕ０ｒ － ｓｉｎ ｕ０］ｄｒ， （３２）
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　 　 ｖ１（ ｓ） ＝ － ２
３

ｓｅｃｈ２ｓ ＋ ∫ｓ
－∞

ｃｏｓ ｖ０ｄｒ， （３３）

其中 ｕ０， ｖ０ 分别由式（３０）、 （３１）表示．再由迭代式（２２）、 （２３）， 可得一组 ２ 次孤立子渐近解

ｕ２，ｖ２：

　 　 ｕ２（ ｓ） ＝ ｕ１（ ｓ） － ２
（１ － ３ ） ３４

∫ｓ
－∞

ｅｘｐ（ ３４ （ ｒ － ｓ））é

ë
êê ＋

　 　 　 　 ｅｘｐ －
３ ３６
２

（ ｒ － ｓ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｃｏｓ

３ ３６
２

＋ ｓｉｎ ３ ３４
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ù

û

ú
ú
×

　 　 　 　 ［ｕ１ｒｒｒ － ４ｕ１ｒ － ３ｖ１ｒｕ１ － ３ｖ１ｕ１ｒ － ｓｉｎ ｖ１］ｄｒ， （３４）

　 　 ｖ２（ ｓ） ＝ ｖ１ － ∫ｓ
－∞

［ｕ１ｒ － ｖ１ｒ － ｃｏｓ ｕ１］ｄｒ， （３５）

其中 ｕ１，ｖ１ 分别由式（３２）、（３３）表示．
将行波变换 ｓ ＝ ｘ ＋ ｙ － ４ｔ 代入式（３０） ～ （３５），便分别得到广义扰动 ＮＮＶ 系统（２６）、（２７）

的一组 ０ 次、１ 次孤立子渐近行波解：

　 　 ｕ０（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ － ２
３

ｓｅｃｈ２（ｘ ＋ ｙ － ４ｔ）， （３６）

　 　 ｖ０（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ － ２
３

ｓｅｃｈ２（ｘ ＋ ｙ － ４ｔ）， （３７）

　 　 ｕ１（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ － ２
３

ｓｅｃｈ２（ｘ ＋ ｙ － ４ｔ） －

　 　 　 　 ２
２（１ － ３ ） ３４

∫ｘ＋ｙ＋４ｔ
－∞
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　 　 　 　 ［ － ３ｖ０ｒｕ０ － ３ｖ０ｕ０ｒ － ｓｉｎ ｕ０］ｄｒ， （３８）

　 　 ｖ１（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ － ２
３

ｓｅｃｈ２（ｘ ＋ ｙ － ４ｔ） ＋ ∫ｘ＋ｙ＋４ｔ
－∞

ｃｏｓ ｖ０ｄｒ， （３９）

其中 ｕ０ ＝ ｕ０（ ｓ），ｖ０ ＝ ｖ０（ ｓ） 分别由式（３０）、（３１）表示．再由迭代式（２２）、（２３），可得一组 ２ 次孤

立子渐近行波解 ｕ２，ｖ２：

　 　 ｕ２（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ｕ１（ｘ，ｙ，ｔ） － ２
（１ － ３ ） ３４

∫ｘ＋ｙ＋４ｔ
－∞

ｅｘｐ［ ３４ （ ｒ － （ｘ ＋ ｙ － ４ｔ））］ ＋é
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　 　 　 　 ［ｕ１ｒｒｒ － ４ｕ１ｒ － ３ｖ１ｒｕ１ － ３ｖ１ｕ１ｒ － ｓｉｎ ｖ１］ｄｒ，

　 　 ｖ２（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ｖ１（ｘ，ｙ，ｔ） － ∫ｘ＋ｙ＋４ｔ
－∞

［ｕ１ｒ － ｖ１ｒ － ｃｏｓ ｕ１］ｄｒ，

其中 ｕ１ ＝ ｕ１（ ｓ），ｖ１ ＝ ｖ１（ ｓ） 分别由式（３２）、（３３）表示．
继续利用迭代式（２２）、（２３），可以得到非线性扰动广义 ＮＮＶ 系统（２６）、（２７）的一组更高

次孤立子渐近行波解 ｕｎ（ｘ ＋ ｙ － ４ｔ），ｖｎ（ｘ ＋ ｙ － ４ｔ） （ｎ ＝ ３，４，…） ．

７００１非线性扰动广义 ＮＮＶ 系统的孤立子渐近行波解



４　 结 束 语

用迭代方法求解广义扰动 ＮＮＶ 系统的孤立子渐近行波解是一个简单而有效的方法．由本

方法得到的渐近解不是离散型的数值解．它还能继续进行解析运算，作相应的定性和定量方面

的分析．同时，本文选取的一组初始近似解 （ｕ０，ｖ０） 是采用非扰动情形下典型系统的孤立子

解，由于变分原理，它保证了非线性扰动广义 ＮＮＶ 系统（１）、（２）具有较快地求得对应孤立子

在要求的精度范围内的渐近解．
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