
文章编号：１０００⁃０８８７（２０１５）１０⁃１０１９⁃１６ ⓒ 应用数学和力学编委会，ＩＳＳＮ １０００⁃０８８７

有限位移理论的功的互等定理及其应用
∗

付宝连

（燕山大学 建筑工程与力学学院， 河北 秦皇岛 ０６６００４）

摘要：　 提出了有限位移理论三维线弹性力学的功的互等定理．基于这一定理，导出了大挠度弯曲

矩形板的功的互等定理．同时，应用简化矩形板的定理，直接得到了大挠度板条的功的互等定理．作
为应用，计算了在均载作用下两端固定大挠度板条的弯曲和在均载作用下 ４ 边固定大挠度矩形板

的弯曲．计算表明，根据弯曲薄板大挠度功的互等定理，大挠度弯曲矩形板可应用小挠度的相应基

本解得以简单地解决．
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引　 　 言

功的互等定理被认为是固体力学中的一个经典性能量原理．Ｍａｘｗｅｌｌ（麦克斯威尔）首先在

文献［１］中计算了一位移互等定理的具体算例．其次，Ｂｅｔｔｉ（贝蒂）在文献［２］中提出了功的互

等定理，它有时又被称为 Ｂｅｔｔｉ 功的互等定理．尔后，Ｒａｙｌｅｉｇｈ（瑞雷）在文献［３］中将这一定理推

广到有谐载作用的情况，Ｌａｍｂ（兰姆）在文献［４］中完成了动力学功的互等定理的一般研究．最
后，Ａндреев（安德列夫）等在文献［５⁃９］中给出了该定理的一系列应用．

自 １９８０ 年，本文作者发表了一些有关功的互等定理的理论研究与应用方面的文章．在理

论研究方面，笔者在文献［１０］中首先提出了功的互等定理与叠加原理等价的两个原理．其次，
在文献［１１］中提出了广义功的互等定理，这一定理适用于具有不同本构关系的两个变形体．在
应用方面，在文献［１２］中，首先推广功的互等定理于求解悬臂矩形板的弯曲．尔后，在文献［１３⁃
１５］中，继续推广该定理于求解矩形板的振动．在文献［１６⁃１７］中进一步应用于线弹性力学的平

面问题和空间问题从而形成一系统的方法，称之为功的互等法（ＲＭＷ）．
在文献［１８⁃１９］中，给出了修正的功的互等定理，在该定理中给出了功的互等定理的正确

命题，因此，功的互等法（ＲＭＷ）被置于严格和正确的理论基础上．这是一结构分析的新颖的和

强有力的方法，这一方法的提出极大地扩展了功的互等定理的固有功能．
所有上述工作只局限于小位移理论问题．如所周知，有限位移理论能量原理的研究是长时

期研究的重要课题．并且有关有限位移理论变分原理的研究获得了重要进展［ ２０⁃２３ ］ ．然而，迄今

为止，尚未发现有限位移理论的功的互等定理的任何研究工作．本文提出了有限位移理论线弹

性力学的功的互等定理．基于该理论，导出了大挠度矩形板和板条的功的互等定理．同时，给出
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了一大挠度板条和大挠度矩形板的数值算例．这些算例表明，大挠度板的问题可应用相应小挠

度问题的基本解得以简单地解决．
小位移理论的修正的功的互等定理和有限位移理论的功的互等定理一起形成一完整的功

的互等理论．

１　 基 本 方 程

在本文中，我们将应用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方法．在该方法中，确定变形前物体一点的坐标被用于确

定随后变形过程中点的位移．
在 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方法中，在 Ｃａｒｔｅｓｉａｎ（笛卡尔）直角坐标系下，有限位移理论线弹性力学的基

本方程可写成

　 　 ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊ］ ， ｊ ＋ Ｆ ｉ ＝ ０，　 　 ｘｉ ∈ Ｖ， （１）

　 　 ｅｉｊ ＝
１
２
（ｕｉ， ｊ ＋ ｕ ｊ，ｉ ＋ ｕｋ，ｉｕｋ， ｊ）， ｘｉ ∈ Ｖ， （２）

　 　 ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ］ ＝ ｐ－ ｉ， ｘｉ ∈ Ｓｐ， （３）
　 　 ｕｉ ＝ ｕ－ ｉ， ｘｉ ∈ Ｓｕ， （４）
　 　 σｉｊ ＝ ２Ｇｅｉｊ ＋ λｅｌｌδｉｊ， ｘｉ ∈ Ｖ， （５）

这里 σｉｊ 是 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ（克希霍夫）应力张量， ｅｉｊ 为 Ｇｒｅｅｎ（格林）应变张量， ｕｉ 是位移分量， δｉｊ 是

Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ ｄｅｌｔａ 符号，它可以表示为

　 　 δｉｊ ＝
１，　 　 ｉ ＝ ｊ，
０，　 　 ｉ ≠ ｊ，{

Ｇ 和 λ 是弹性常数．

２　 有限位移理论三维线弹性力学的功的互等定理

现考虑有限位移的两个线弹性体．它们具有相同的几何形状、尺寸和本构关系，但具有不

相同的力的边界条件和位移边界条件．在各自外力作用下它们都处于真实状态．其中之一被称

为第一弹性体，相应的力学量表以（） １；另一弹性体称为第二弹性体，相应的力学量表以（） ２ ．
第一弹性体的应力分量在第二弹性体的相应应变分量上所做的总功等于

　 　 Ｗ
－

１２ ≡ ∫∫∫
Ｖ
σ１ｉｊｅ２ｉｊｄｖ ＝ ∫∫∫

Ｖ
σ１ｉｊ

１
２
（ｕ２ｉ， ｊ ＋ ｕ２ｊ，ｉ ＋ ｕ２ｋ，ｉｕ２ｋ， ｊ）ｄｖ ＝

　 　 　 　 ∫∫∫
Ｖ
σ１ｉｊ（ｕ２ｉ， ｊ ＋ ｕ１ｋ，ｉｕ２ｋ， ｊ）ｄｖ ＋ ∫∫∫

Ｖ
σ１ｉｊ

１
２

ｕ２ｋ，ｉｕ２ｋ， ｊ － ｕ１ｋ，ｉｕ２ｋ， ｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｖ ． （６）

应用第一弹性体的平衡方程和静力边界条件，应用第二弹性体的位移边界条件和应变⁃位
移关系，并应用 Ｇｒｅｅｎ 公式，则得

　 　 ∫∫∫
Ｖ
σ１ｉｊ（ｕ２ｉ， ｊ ＋ ｕ１ｋ，ｉｕ２ｋ， ｊ）ｄｖ ＝ ∫∫∫

Ｖ
［σ１ｉｊ（δｋｉ ＋ ｕ１ｋ，ｉ）ｕ２ｋ， ｊ］ｄｖ ＝

　 　 　 　 ∫∫∫
Ｖ

{ ［（δｋｉ ＋ ｕ１ｋ，ｉ）σ１ｉｊｕ２ｋ］ ， ｊ － ［（δｋｉ ＋ ｕ１ｋ，ｉ）σ１ｉｊ］ ， ｊｕ２ｋ } ｄｖ ＝

　 　 　 　 ∫∫
Ｓ
［（δｋｉ ＋ ｕ１ｋ，ｉ）σ１ｉｊｎ ｊ］ｕ２ｋｄｓ － ∫∫∫

Ｖ
［（δｋｉ ＋ ｕ１ｋ，ｉ）σ１ｉｊ］ ， ｊｕ２ｋｄｖ ＝

　 　 　 　 ∫∫
Ｓ１ｐ
ｐ－ １ｉｕ２ｉｄｓ ＋ ∫∫

Ｓ１ｕ
ｐ１ｉｕ２ｉｄｓ ＋ ∫∫∫

Ｖ
Ｆ１ｉｕ２ｉｄｖ ． （７）
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将式（７）代入式（６），得

　 　 Ｗ
－

１２ ≡ ∫∫∫
Ｖ
σ１ｉｊｅ２ｉｊｄｖ ＝ ∫∫

Ｓ１ｐ
ｐ－ １ｉｕ２ｉｄｓ ＋ ∫∫

Ｓ１ｕ
ｐ１ｉｕ２ｉｄｓ ＋ ∫∫∫

Ｖ
Ｆ１ｉｕ２ｉｄｖ ＋

　 　 　 　 ∫∫∫
Ｖ
σ１ｉｊ

１
２

ｕ２ｋ，ｉｕ２ｋ， ｊ － ｕ１ｋ，ｉｕ２ｋ， ｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｖ ． （８）

应用第二弹性体的平衡方程和静力边界条件，应用第一弹性体的位移边界条件和应变⁃位
移关系，并应用 Ｇｒｅｅｎ 公式，则得

　 　 Ｗ
－

２１ ≡ ∫∫∫
Ｖ
σ２ｉｊｅ１ｉｊｄｖ ＝ ∫∫

Ｓ２ｐ
ｐ－ ２ｉｕ１ｉｄｓ ＋ ∫∫

Ｓ２ｕ
ｐ２ｉｕ１ｉｄｓ ＋ ∫∫∫

Ｖ
Ｆ２ｉｕ１ｉｄｖ ＋

　 　 　 　 ∫∫∫
Ｖ
σ２ｉｊ

１
２

ｕ１ｋ，ｉｕ１ｋ， ｊ － ｕ２ｋ，ｉｕ１ｋ， ｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｖ ． （９）

这里是第二弹性体的应力分量在第一弹性体相应应变分量上所做的总功．
Ｎｏｖｏｓｈｉｌｏｖ（诺沃日洛夫）在文献［２０］中指出，线弹性的应力⁃应变关系仍适用于大挠度和

大转动的某些情况，故有

　 　 Ｗ
－

１２ ≡ ∫∫∫
Ｖ
σ１ｉｊｅ２ｉｊｄｖ ＝ ∫∫∫

Ｖ
（２Ｇｅ１ｉｊ ＋ λｅ１ｌｌδｉｊ）ｅ２ｉｊｄｖ ＝

　 　 　 　 ∫∫∫
Ｖ
（２Ｇｅ１ｉｊｅ２ｉｊ ＋ λｅｌｌｅ２ｋｋ）ｄｖ ＝

　 　 　 　 ∫∫∫
Ｖ
（２Ｇｅ２ｉｊ ＋ λｅ２ｋｋδｉｊ）ｅ１ｉｊｄｖ ＝ ∫∫∫

Ｖ
σ２ｉｊｅ１ｉｊｄｖ ＝ Ｗ

－

２１ ． （１０）

将式（８）和式（９）代入式（１０），最后得到

　 　 ∫∫∫
Ｖ
Ｆ１ｉｕ２ｉｄｖ ＋ ∫∫

Ｓ１ｐ
ｐ－ １ｉｕ２ｉｄｓ ＋ ∫∫

Ｓ１ｕ
ｐ１ｉｕ２ｉｄｓ ＋ ∫∫∫

Ｖ
σ１ｉｊ

１
２

ｕ２ｋ，ｉｕ２ｋ， ｊ － ｕ１ｋ，ｉｕ２ｋ， ｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｖ ＝

　 　 　 　 ∫∫∫
Ｖ
Ｆ２ｉｕ１ｉｄｖ ＋ ∫∫

Ｓ２ｐ
ｐ－ ２ｉｕ１ｉｄｓ ＋ ∫∫

Ｓ２ｕ
ｐ２ｉｕ１ｉｄｓ ＋

　 　 　 　 ∫∫∫
Ｖ
σ２ｉｊ

１
２

ｕ１ｋ，ｉｕ１ｋ， ｊ － ｕ２ｋ，ｉｕ１ｋ， ｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｖ ． （１１）

式（１１）被称为有限位移理论三维线弹性力学的功的互等定理．在导出式（１１）的过程中看出，
已经应用了两个弹性体的平衡方程、静力边界条件、位移边界条件、应变⁃位移关系和线弹性应

力⁃应变关系 ５ 大类方程．易于知道，式（１１）两边的对应项对于注脚“１”和“２”具有倒易性．
对于具有小位移的两个线性弹性体，式（１１）简化为

　 　 ∫∫∫
Ｖ
Ｆ１ｉｕ２ｉｄｖ ＋ ∫∫

Ｓ１ｐ
ｐ－ １ｉｕ２ｉｄｓ ＋ ∫∫

Ｓ１ｕ
ｐ１ｉｕ２ｉｄｓ ＝

　 　 　 　 ∫∫∫
Ｖ
Ｆ２ｉｕ１ｉｄｖ ＋ ∫∫

Ｓ２ｐ
ｐ－ ２ｉｕ１ｉｄｓ ＋ ∫∫

Ｓ２ｕ
ｐ２ｉｕ１ｉｄｓ ． （１２）

３　 大挠度弯曲矩形板的功的互等定理

考虑没有角点挠度的两个大挠度矩形板．假设该两个矩形板具有和第 ２ 节相同的要求和

约定．
由第一矩形板的弯矩、扭矩和中面力在第二矩形板相应的曲率、扭率和中面应变上所做的

总功等于

　 　 Ｗ
－

１２ ＝ ∫ａ
０
∫ｂ

０
－ Ｄ

∂２ｗ１

∂ｘ２
＋ ν

∂２ｗ１

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

∂２ｗ２

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｄ

∂２ｗ１

∂ｙ２
＋ ν

∂２ｗ１

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

∂２ｗ２

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋é

ë

ê
ê
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　 　 　 　 ２Ｄ（１ － ν）
∂２ｗ１

∂ｘ∂ｙ
∂２ｗ２

∂ｘ∂ｙ
ù

û
ú
ú ｄｘｄｙ ＋

　 　 　 　 ∫ａ
０
∫ｂ

０
Ｃ

∂ｕ１

∂ｘ
＋ １

２
∂ｗ１

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ ν

∂ｖ１
∂ｙ

＋ １
２

∂ｗ１

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú{ } ×æ

è
ç

　 　 　 　
∂ｕ２

∂ｘ
＋ １

２
∂ｗ２

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ Ｃ

∂ｖ１
∂ｙ

＋ １
２

∂ｗ１

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú{ ＋ ν

∂ｕ１

∂ｘ
＋ １

２
∂ｗ１

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú } ×

　 　 　 　
∂ｖ２
∂ｙ

＋ １
２

∂ｗ２

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ １

２
Ｃ（１ － ν）

∂ｕ１

∂ｙ
＋

∂ｖ１
∂ｘ

＋
∂ｗ１

∂ｘ
∂ｗ１

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ×

　 　 　 　
∂ｕ２

∂ｙ
＋

∂ｖ２
∂ｘ

＋
∂ｗ２

∂ｘ
∂ｗ２

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ö

ø
÷ ｄｘｄｙ， （１３）

这里 Ｄ ＝ Ｅｈ３ ／ ［１２（１ － ν２）］ 和 Ｃ ＝ Ｅｈ ／ （１ － ν２） ．
利用第一矩形板的平衡方程和静力边界条件，利用第二矩形板的应变⁃位移关系和位移边

界条件并利用 Ｇｒｅｅｎ 公式，能把式（１３）转换成

　 　 Ｗ
－

１２ ＝ ∫ａ
０
∫ｂ

０
ｑ１ ＋ ∂

∂ｘ Ｎ１ｘ

∂ｗ１

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∂

∂ｙ Ｎ１ｙ

∂ｗ１

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∂

∂ｘ Ｎ１ｘｙ

∂ｗ１

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∂

∂ｙ Ｎ１ｘｙ

∂ｗ１

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
×

　 　 　 　 ｗ２ｄｘｄｙ ＋ ∫ａ
０
∫ｂ

０

１
２

Ｎ１ｘ

∂ｗ２

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ １
２

Ｎ１ｙ

∂ｗ２

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ Ｎ１ｘｙ

∂ｗ２

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

∂ｗ２

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｘｄｙ －

　 　 　 　 ∫ｂ
０
Ｍ１ｘ

∂ｗ２

∂ｘ
ｄｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ａ

０

＋ ∫ｂ
０
Ｑ１ｘ ＋

∂Ｍ１ｘｙ

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｗ２ｄｙ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ａ

０

－ ∫ａ
０
Ｍ１ｙ

∂ｗ２

∂ｙ
ｄｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｂ

０

＋

　 　 　 　 ∫ａ
０
Ｑ１ｙ ＋

∂Ｍ１ｘｙ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｗ２ｄｘ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｂ

０

＋ [∫ｂ
０
（Ｎ１ｘｕ２ ＋ Ｎ１ｘｙｖ２）ｄｙ ]

ａ

０
＋

　 　 　 　 [∫ａ
０
（Ｎ１ｙｖ２ ＋ Ｎ１ｘｙｕ２）ｄｘ ]

ｂ

０
． （１４）

应用相同的方法，我们能够得到第二矩形板的弯矩、扭矩和中面力在第一矩形板相应的曲

率、扭率和中面应变上所做的总功等于

　 　 Ｗ
－

２１ ＝ ∫ａ
０
∫ｂ

０
－ Ｄ

∂２ｗ２

∂ｘ２
＋ ν

∂２ｗ２

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

∂２ｗ１

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｄ

∂２ｗ２

∂ｙ２
＋ ν

∂２ｗ２

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

∂２ｗ１

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋é

ë

ê
ê

　 　 　 　 ２Ｄ（１ － ν）
∂２ｗ２

∂ｘ∂ｙ
∂２ｗ１

∂ｘ∂ｙ
ù

û
ú
ú ｄｘｄｙ ＋

　 　 　 　 ∫ａ
０
∫ｂ

０
Ｃ

∂ｕ２

∂ｘ
＋ １

２
∂ｗ２

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ ν

∂ｖ２
∂ｙ

＋ １
２

∂ｗ２

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú{ }æ

è
ç ×

　 　 　 　
∂ｕ１

∂ｘ
＋ １

２
∂ｗ１

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ Ｃ

∂ｖ２
∂ｙ

＋ １
２

∂ｗ２

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ ν

∂ｕ２

∂ｘ
＋ １

２
∂ｗ２

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú{ } ×

　 　 　 　
∂ｖ１
∂ｙ

＋ １
２

∂ｗ１

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋

　 　 　 　 １
２

Ｃ（１ － ν）
∂ｕ２

∂ｙ
＋

∂ｖ２
∂ｘ

＋
∂ｗ２

∂ｘ
∂ｗ２

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

∂ｕ１

∂ｙ
＋

∂ｖ１
∂ｘ

＋
∂ｗ１

∂ｘ
∂ｗ１

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ö

ø
÷ ｄｘｄｙ ＝

　 　 　 　 ∫ａ
０
∫ｂ

０
ｑ２ ＋ ∂

∂ｘ Ｎ２ｘ

∂ｗ２

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∂

∂ｙ Ｎ２ｙ

∂ｗ２

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∂

∂ｘ Ｎ２ｘｙ

∂ｗ２

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∂

∂ｙ Ｎ２ｘｙ

∂ｗ２

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
×
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　 　 　 　 ｗ１ｄｘｄｙ ＋ ∫ａ
０
∫ｂ

０

１
２

Ｎ２ｘ

∂ｗ１

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ １
２

Ｎ２ｙ

∂ｗ１

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ Ｎ２ｘｙ

∂ｗ１

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

∂ｗ１

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｘｄｙ －

　 　 　 　 ∫ｂ
０
Ｍ２ｘ

∂ｗ１

∂ｘ
ｄｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ａ

０

＋ ∫ｂ
０
Ｑ２ｘ ＋

∂Ｍ２ｘｙ

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｗ１ｄｙ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ａ

０

－ ∫ａ
０
Ｍ２ｙ

∂ｗ１

∂ｙ
ｄｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｂ

０

＋

　 　 　 　 ∫ａ
０
Ｑ２ｙ ＋

∂Ｍ２ｘｙ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｗ１ｄｘ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｂ

０

＋

　 　 　 　 [∫ｂ
０
（Ｎ２ｘｕ１ ＋ Ｎ２ｘｙｖ１）ｄｙ ]

ａ

０
＋ [∫ａ

０
（Ｎ２ｙｖ１ ＋ Ｎ２ｘｙｕ１）ｄｘ ]

ｂ

０
． （１５）

另一方面，易于确信，式（１４）和式（１５）的右端项彼此相等且它们都等于

　 　 Ｗ
－

１２ ＝ Ｗ
－

２１ ＝ ∫ａ
０
∫ｂ

０
Ｄ

∂２ｗ１

∂ｘ２

∂２ｗ２

∂ｘ２
＋

∂２ｗ１

∂ｙ２

∂２ｗ２

∂ｙ２
－ ν

∂２ｗ１

∂ｘ２

∂２ｗ２

∂ｙ２
＋

∂２ｗ１

∂ｙ２

∂２ｗ２

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

æ

è
ç ＋

　 　 　 　 ２Ｄ（１ － ν）
∂２ｗ１

∂ｘ∂ｙ
∂２ｗ２

∂ｘ∂ｙ
＋

　 　 　 　 Ｃ
∂ｕ１

∂ｘ
＋ １

２
∂ｗ１

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

∂ｕ２

∂ｘ
＋ １

２
∂ｗ２

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋{

　 　 　 　
∂ｖ１
∂ｙ

＋ １
２

∂ｗ１

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

∂ｖ２
∂ｙ

＋ １
２

∂ｗ２

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú } ＋

　 　 　 　 Ｃν
∂ｕ１

∂ｘ
＋ １

２
∂ｗ１

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

∂ｖ２
∂ｙ

＋ １
２

∂ｗ２

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋{

　 　 　 　
∂ｖ１
∂ｙ

＋ １
２

∂ｗ１

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

∂ｕ２

∂ｘ
＋ １

２
∂ｗ２

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú } ＋

　 　 　 　 １
２

Ｃ（１ － ν）
∂ｕ１

∂ｙ
＋

∂ｖ１
∂ｘ

＋
∂ｗ１

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

∂ｗ１

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
×

　 　 　 　
∂ｕ２

∂ｙ
＋

∂ｖ２
∂ｘ

＋
∂ｗ２

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

∂ｗ２

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ö

ø
÷ ｄｘｄｙ ． （１６）

于是，我们最后得到

　 　 ∫ａ
０
∫ｂ

０
ｑ１ ＋ ∂

∂ｘ Ｎ１ｘ

∂ｗ１

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋é

ë
ê
ê

∂
∂ｙ Ｎ１ｙ

∂ｗ１

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∂

∂ｘ Ｎ１ｘｙ

∂ｗ１

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∂

∂ｙ Ｎ１ｘｙ

∂ｗ１

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
ú
ú ｗ２ｄｘｄｙ ＋

　 　 　 　 ∫ａ
０
∫ｂ

０

１
２

Ｎ１ｘ

∂ｗ２

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ １
２

Ｎ１ｙ

∂ｗ２

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ Ｎ１ｘｙ

∂ｗ２

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

∂ｗ２

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｘｄｙ －

　 　 　 　 ∫ｂ
０
Ｍ１ｘ

∂ｗ２

∂ｘ
ｄｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ａ

０

＋ ∫ｂ
０
Ｑ１ｘ ＋

∂Ｍ１ｘｙ

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｗ２ｄｙ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ａ

０

－

　 　 　 　 ∫ａ
０
Ｍ１ｙ

∂ｗ２

∂ｙ
ｄｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｂ

０

＋ ∫ａ
０
Ｑ１ｙ ＋

∂Ｍ１ｘｙ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｗ２ｄｘ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｂ

０

＋

　 　 　 　 [∫ｂ
０
（Ｎ１ｘｕ２ ＋ Ｎ１ｘｙｖ２）ｄｙ ]

ａ

０
＋ [∫ａ

０
（Ｎ１ｙｖ２ ＋ Ｎ１ｘｙｕ２）ｄｘ ]

ｂ

０
＝

　 　 　 　 ∫ａ
０
∫ｂ

０
ｑ２ ＋ ∂

∂ｘ Ｎ２ｘ

∂ｗ２

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∂

∂ｙ Ｎ２ｙ

∂ｗ２

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋é

ë
ê
ê

　 　 　 　 ∂
∂ｘ Ｎ２ｘｙ

∂ｗ２

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∂

∂ｙ Ｎ２ｘｙ

∂ｗ２

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
ú
ú ｗ１ｄｘｄｙ ＋
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　 　 　 　 ∫ａ
０
∫ｂ

０

１
２

Ｎ２ｘ

∂ｗ１

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ １
２

Ｎ２ｙ

∂ｗ１

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ Ｎ２ｘｙ

∂ｗ１

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

∂ｗ１

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｘｄｙ －

　 　 　 　 ∫ｂ
０
Ｍ２ｘ

∂ｗ１

∂ｘ
ｄｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ａ

０

＋ ∫ｂ
０
Ｑ２ｘ ＋

∂Ｍ２ｘｙ

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｗ１ｄｙ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ａ

０

－

　 　 　 　 ∫ａ
０
Ｍ２ｙ

∂ｗ１

∂ｙ
ｄｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｂ

０

＋ ∫ａ
０
Ｑ２ｙ ＋

∂Ｍ２ｘｙ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｗ１ｄｘ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｂ

０

＋

　 　 　 　 [∫ｂ
０
（Ｎ２ｘｕ１ ＋ Ｎ２ｘｙｖ１）ｄｙ ]

ａ

０
＋ [∫ａ

０
（Ｎ２ｙｖ１ ＋ Ｎ２ｘｙｕ１）ｄｘ ]

ｂ

０
． （１７）

这就是大挠度线弹性弯曲矩形板的功的互等定理．
像第 ２ 节中式（１１）一样，式（１７）两边的相应项对于脚标“１”和“２”具有倒易性．
对于两相关小挠度矩形板，式（１７）可被简化为

　 　 ∫ａ
０
∫ｂ

０
ｑ１ｗ２ｄｘｄｙ － ∫ｂ

０
Ｍ１ｘ

∂ｗ２

∂ｘ
ｄｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ａ

０

－ ∫ａ
０
Ｍ１ｙ

∂ｗ２

∂ｙ
ｄｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｂ

０

＋

　 　 　 　 ∫ｂ
０
Ｑ１ｘ ＋

∂Ｍ１ｘｙ

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｗ２ｄｙ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ａ

０

＋ ∫ａ
０
Ｑ１ｙ ＋

∂Ｍ１ｘｙ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｗ２ｄｘ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｂ

０

＝

　 　 　 　 ∫ａ
０
∫ｂ

０
ｑ２ｗ１ｄｘｄｙ － ∫ｂ

０
Ｍ２ｘ

∂ｗ１

∂ｘ
ｄｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ａ

０

－ ∫ａ
０
Ｍ２ｙ

∂ｗ１

∂ｙ
ｄｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｂ

０

＋

　 　 　 　 ∫ｂ
０
Ｑ２ｘ ＋

∂Ｍ２ｘｙ

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｗ１ｄｙ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ａ

０

＋ ∫ａ
０
Ｑ２ｙ ＋

∂Ｍ２ｘｙ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｗ１ｄｘ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｂ

０

． （１８）

对于两大挠度板条，式（１７）可被进一步简化为

　 　 （Ｎ１ｕ２） ｌ
０ ＋ ∫ｌ

０

１
２

Ｎ１

ｄｗ２

ｄｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄｘ － Ｍ１

ｄｗ２

ｄｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｌ

０

＋

　 　 　 　 （Ｑ１ｗ２） ｌ
０ ＋ ∫ｌ

０
ｑ１ ＋ Ｎ１

ｄ２ｗ１

ｄｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｗ２ｄｘ ＝

　 　 　 　 （Ｎ２ｕ１） ｌ
０ ＋ ∫ｌ

０

１
２

Ｎ２

ｄｗ１

ｄｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄｘ － Ｍ２

ｄｗ１

ｄｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｌ

０

＋

　 　 　 　 （Ｑ２ｗ１） ｌ
０ ＋ ∫ｌ

０
ｑ２ ＋ Ｎ２

ｄ２ｗ２

ｄｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｗ１ｄｘ ． （１９）

４　 应　 　 用

４．１　 均载两端固定大挠度板条的弯曲

考虑大挠度板条功的互等定理的一个应用．假设，在一单位集中载荷作用下小挠度简支板

条取为第一板条，即取为基本系统，如图 １ 所示．大挠度实际系统考虑为第二板条，如图 ２（ａ）
所示．为简单计，实际系统力学量的注脚“２”被省略．在这种情况下式（１９）简化成为

　 　 ｗ（ξ） ＝ ∫ｌ
０
ｑ ＋ Ｎ ｄ２ｗ

ｄｘ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｗ１（ｘ，ξ）ｄｘ ＋ Ｍ０

ｄｗ１

ｄｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ ＝ ０

－ Ｍ０

ｄｗ１

ｄｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ ＝ １

． （２０）

现在，我们将应用式（２０）去计算图 ２（ａ）所示两固定端板条的弯曲．
解除图 ２（ａ）板条两固定端的弯曲约束，并用两个弯矩 Ｍ０ 代替它们，于是得到一两端简支

的板条，该板条在两端受弯矩 Ｍ０ 的作用和均匀分布的载荷 ｑ 的作用，如图 ２（ｂ）所示．
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图 １　 基本系统

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｂａｓｉｃ ｓｙｓｔｅｍ

（ａ） 两端固定的板条 （ｂ） 板条的实际系统

（ａ） Ｔｈｅ ｐｌａｔｅ ｓｔｒｉｐ ｗｉｔｈ ２ ｅｎｄｓ ｃｌａｍｐｅｄ （ｂ） Ｔｈｅ ａｃｔｕａｌ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｔｈｅ ｐｌａｔｅ ｓｔｒｉｐ
图 ２　 板条系统

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｔｈｅ ｐｌａｔｅ ｓｔｒｉｐ

该板条的数值参数在表 １ 中给出．
表 １　 计算板条的参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｌａｔｅ ｓｔｒｉｐ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ
ｌｅｎｇｔｈ
ｌ ／ ｍｍ

ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ
ｈ ／ ｍｍ

ｌｏａｄ ｄｅｎｓｉｔｙ
ｑ ／ ＭＰａ

Ｙｏｕｎｇ’ｓ ｍｏｄｕｌｕｓ
Ｅ ／ ＭＰａ

Ｐｏｉｓｓｏｎ’ｓ ｒａｔｉｏ
ν

ｖａｌｕｅ １ ３００ １２ ０．１４ ２１０ ０００ ０．３

　 　 对于如图 １ 所示基本系统，基本解被表示为

　 　 ｗ１（ｘ，ξ） ＝ ∑
∞

ｍ ＝ １，２

２ｌ３

Ｄ（ｍπ） ４ ｓｉｎ ｍπｘ
ｌ

ｓｉｎ ｍπξ
ｌ

． （２１）

它的两端转角为

　 　 ｄｗ
ｄξ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ ＝ ０
＝ ∑

∞

ｍ ＝ １，２

２ｌ２

Ｄ（ｍπ） ３ ｓｉｎ ｍπξ
ｌ

， （２２）

　 　 ｄｗ
ｄξ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ ＝ ｌ
＝ ∑

∞

ｍ ＝ １，２

（ － １）ｍ２ｌ２

Ｄ（ｍπ） ３ ｓｉｎ ｍπξ
ｌ

． （２３）

假设图 ２（ｂ）所示板条的挠曲轴方程为

　 　
ｗ（ξ） ＝ ∑

∞

ｍ ＝ １，３
Ａｍｓｉｎ

ｍπξ
ｌ

，

ｗ（ｘ） ＝ ∑
∞

ｍ ＝ １，３
Ａｍｓｉｎ

ｍπｘ
ｌ

．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２４）

将式（２１） ～ （２４）代到式（２０）中，并进行计算，则得

　 　 ｗ（ξ） ＝ ∑
∞

ｍ ＝ １，３

１
（ｍπ） ２ ＋ Ｎｌ２ ／ Ｄ

４ｑｌ４

Ｄ（ｍπ） ３
＋

４Ｍ０ ｌ２

Ｄ（ｍπ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｓｉｎ ｍπξ

ｌ
． （２５）

该问题的边界条件为

　 　 ｄｗ
ｄξ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ξ ＝ ０
＝ ０， （２６）
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　 　 Ｎｌ（１ － ν２）
Ｅｈ

＝ １
２ ∫

ｌ

０

ｄｗ
ｄξ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄξ ． （２７）

将式（２５）代入到边界条件（２６）和（２７），得到它们的执行方程为

　 　 ∑
∞

ｍ ＝ １，３

１
（ｍπ） ２ ＋ Ｎｌ２ ／ Ｄ

４ｑｌ３

Ｄ（ｍπ） ２
＋

４Ｍ０ ｌ
Ｄ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ ０， （２８）

　 　 Ｎｌ（１ － ν２）
Ｅｈ

＝ ｌ
４ ∑

∞

ｍ ＝ １，３

１
［（ｍπ） ２ ＋ Ｎｌ２ ／ Ｄ］ ２

４ｑｌ３

Ｄ（ｍπ） ２
＋

４Ｍ０ ｌ
Ｄ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

２

． （２９）

引入轴向力因子

　 　 ｕ２ ＝ Ｎ
Ｄ

ｌ２

４
（３０）

和横向载荷因子

　 　 ｕｃ ＝ ｌｇ（１０４ Ｕ０ ）， Ｕ０ ＝ Ｅ２ｈ８

ｑ２ ｌ８（１ － ν２） ２， （３１）

并且由式（２８）和式（２９）消去 Ｍ０， 得到

　 　 Ｕ０ ＝ １ ７２８
ｕ２ ∑

∞

ｍ ＝ １，３

１
［（ｍπ） ２ ＋ ４ｕ２］ ２

１
（ｍπ） ２

－
∑
∞

ｍ ＝ １，３

１
（ｍπ） ２［（ｍπ） ２ ＋ ４ｕ２］

∑
∞

ｍ ＝ １，３

１
（ｍπ） ２ ＋ ４ｕ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

２

． （３２）

由方程（３２），利用迭代法可算出轴向力因子 ｕ，尔后 Ｎ，Ｍ０，Ｍ（ｘ） 和 ｗ（ｘ） 都能被计算出来．
轴向力因子 ｕ 和相应的横向载荷因子 ｕｃ 在表 ２ 中给出．

表 ２　 横向载荷因子和轴向力因子之间的关系

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｆａｃｔｏｒ ｏｆ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｌｏａｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｆａｃｔｏｒ ｏｆ ａｘｉａｌ ｆｏｒｃｅ

　
ｕｃ

０．７ ０．８ ０．９ １．０ １．１ １．２ １．３

ｕ
ｒｅｆ． ［２４］ １１．９９９ ８７ １１．０４２ ８４ １０．１５４ ９３ ９．３３０ ８４ ８．５６５ ６３ ７．８５４ ６７ ７．１９３ ６４

ｔｈｅ ｐａｐｅｒ １１．９４９ １９ １０．９９５ ３６ １０．１１０ ３７ ９．２８８ ９２ ８．５２６ １０ ７．８１７ ２８ ７．１５８ １７

　
ｕｃ

１．４ １．５ １．６ １．７ １．８ １．９ ２．０

ｕ
ｒｅｆ． ［２４］ ６．５７８ ５１ ６．００５ ４９ ５．４７１ ０４ ４．９７１ ８６ ４．５０４ ８６ ４．０６７ ２５ ３．６５６ ４６

ｔｈｅ ｐａｐｅｒ ６．５４４ ７４ ５．９７３ ２１ ５．４４０ ０６ ４．９４１ ９８ ４．４７５ ９１ ４．０３９ ０６ ３．６２８ ９１

　
ｕｃ

２．１ ２．２ ２．３ ２．４ ２．５ ２．６ ２．７

ｕ
ｒｅｆ． ［２４］ ３．２７０ ２８ ２．９０６ ８８ ２．５６４ ９２ ２．２４３ ６７ １．９４３ １２ １．６６４ ０６ １．４０８ ０１

ｔｈｅ ｐａｐｅｒ ３．２４３ ２６ ２．８８０ ３３ ２．５３８ ８５ ２．２１８ １７ １．９１８ ３７ １．６４０ ３８ １．３８５ ７６

　
ｕｃ

２．８ ２．９ ３．０ ３．１ ３．２ ３．３ ３．４

ｕ
ｒｅｆ． ［２４］ １．１７６ ８４ ０．９７２ ２２ ０．７９４ ９６ ０．６４４ ５７ ０．５１９ ２６ ０．４１６ ３６ ０．３３２ ７８

ｔｈｅ ｐａｐｅｒ １．１５６ ４４ ０．９５４ ０２ ０．７７９ １５ ０．６３１ １５ ０．５０８ １０ ０．４０７ ２１ ０．３２５ ３５

　
ｕｃ

３．５ ３．６ ３．７ ３．８ ３．９ ４．０

ｕ
ｒｅｆ． ［２４］ ０．２６５ ３９ ０．２１１ ３５ ０．１６８ １６ ０．１３３ ７１ ０．１０６ ２８ ０．０８４ ４６

ｔｈｅ ｐａｐｅｒ ０．２５９ ４１ ０．２０６ ５６ ０．１６４ ３３ ０．１３６ ６０ ０．１０３ ８５ ０．８２５ ２０

６２０１ 付　 　 宝　 　 连



　 　 沿着 ｘ 轴向的挠度值和弯矩值分别在表 ３ 和表 ４ 中给出．与表 ２、表 ３ 和表 ４ 相应的曲线

分别示于图 ３、图 ４ 和图 ５ 中．
表 ３　 沿着 ｘ 轴的挠度分布

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ａｌｏｎｇ ａｘｉｓ ｘ

　
ｘ ／ ｍｍ

０ ５０ １００ １５０ ２００ ２５０ ３００

ｗ（ｘ） ／ ｍｍ
ｒｅｆ． ［２４］ ０ ０．３４４ ９３６ １．３４６ ８９３ ２．７７０ ８７３ ４．４３１ ８３１ ６．１８６ ８６９ ７．９２６ ２２２

ｔｈｅ ｐａｐｅｒ ０ ０．４１３ ７３４ １．４６６ １２９ ２．９２３ １０５ ４．６０４ １２５ ６．３７０ １２１ ８．１１４ １８４

　
ｘ ／ ｍｍ

３５０ ４００ ４５０ ５００ ５５０ ６００ ６５０

ｗ（ｘ） ／ ｍｍ
ｒｅｆ． ［２４］ ９．５６６ ０７３ １１．０４２ ６５０ １２．３０７ ５８０ １３．３２４ ７３０ １４．０６８ １４０ １４．５２０ ６１０ １４．６７２ ４６０

ｔｈｅ ｐａｐｅｒ ９．７５４ ４１９ １１．２２８ ４６０ １２．４８９ ３００ １３．５０２ １３０ １４．２４２ ０７０ １４．６９２ ４００ １４．８４３ ５６０

　
ｘ ／ ｍｍ

７００ ７５０ ８００ ８５０ ９００ ９５０ １ ０００

ｗ（ｘ） ／ ｍｍ
ｒｅｆ． ［２４］ １４．５２０ ６１０ １４．０６８ １４０ １３．３２４ ７３０ １２．３０７ ５８０ １１．０４２ ６５０ ９．５６６ ０７３ ７．９２６ ２２２

ｔｈｅ ｐａｐｅｒ １４．６９２ ４００ １４．２４２ ０７０ １３．５０２ １３０ １２．４８９ ３００ １１．２２８ ４６０ ９．７５４ ４１９ ８．１１４ １８４

　
ｘ ／ ｍｍ

１ ０５０ １ １００ １ １５０ １ ２００ １ ２５０ １ ３００

ｗ（ｘ） ／ ｍｍ
ｒｅｆ． ［２４］ ６．１８６ ８６９ ４．４３１ ８３１ ２．７７０ ８７３ １．３４６ ８９３ ０．３４４ ９３６ ０

ｔｈｅ ｐａｐｅｒ ６．３７０ １２１ ４．６０４ １２５ ２．９２３ １０５ １．４６６ １２９ ０．４１３ ７３４ ０

表 ４　 沿着 ｘ 轴的弯矩分布

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔ ａｌｏｎｇ ａｘｉｓ ｘ

　
ｘ ／ ｍｍ

０ ５０ １００ １５０ ２００ ２５０ ３００

Ｍ（ｘ） ／

（ＭＮ·ｍｍ）

ｒｅｆ． ［２４］ －１２ ４２２．４０ －８ ４１３．３１ －５ ３１９．０２ －２ ９３２．５４ －１ ０９４．２０ ３１８．９９ １ ４０１．５７

ｔｈｅ ｐａｐｅｒ －１２ ７６０．９０ －８ １８８．７４ －５ ９１５．９２ －３ ４２９．９０ －１ １９１．７９ ４５３．０１ １ ４５７．３２

　
ｘ ／ ｍｍ

３５０ ４００ ４５０ ５００ ５５０ ６００ ６５０

Ｍ（ｘ） ／

（ＭＮ·ｍｍ）

ｒｅｆ． ［２４］ ２ ２２５．９８ ２ ８４７．３７ ３ ３０７．３１ ３ ６３６．５８ ３ ８５７．１９ ３ ９８３．９２ ４ ０２５．２５

ｔｈｅ ｐａｐｅｒ ２ ０９３．１３ ２ ６７５．７５ ３ ２８５．８９ ３ ７６８．４８ ３ ９７４．３２ ３ ９５７．８１ ３ ９１６．２７

　
ｘ ／ ｍｍ

７００ ７５０ ８００ ８５０ ９００ ９５０ １ ０００

Ｍ（ｘ） ／

（ＭＮ·ｍｍ）

ｒｅｆ． ［２４］ ３ ９８３．９２ ３ ８５７．１９ ３ ６３６．５８ ３ ３０７．３１ ２ ８４７．３７ ２ ２２５．９８ １ ４０１．５７

ｔｈｅ ｐａｐｅｒ ３ ９５７．８１ ３ ９７４．３２ ３ ７６８．４８ ３ ２８５．８９ ２ ６７５．７５ ２ ０９３．１３ １ ４５７．３２

　
ｘ ／ ｍｍ

１ ０５０ １ １００ １ １５０ １ ２００ １ ２５０ １ ３００

Ｍ（ｘ） ／

（ＭＮ·ｍｍ）

ｒｅｆ． ［２４］ ３１８．９９ －１ ０９４．２０ －２ ９３２．５４ －５ ３１９．０２ －８ ４１３．３１ －１２ ４２２．４０

ｔｈｅ ｐａｐｅｒ ４５３．０１ －１ １９１．７９ －３ ４２９．９０ －５ ９１５．９２ －８ １８８．７４ －１２ ７６０．９０

４．２　 均载 ４ 边固定大挠度矩形板的弯曲

考虑一均载 ４ 边固定大挠度矩形板的弯曲，如图 ６ 所示，求其挠曲面方程．
为求此大挠度板的解，首先考虑一在一单位集中载荷作用下小挠度 ４ 边固定矩形板作为

基本系统，如图 ７ 所示．
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图 ３　 ｕ 和 ｕｃ 的关系 图 ４　 沿着 ｘ 轴的挠度分布

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｕ ａｎｄ ｕｃ Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ａｌｏｎｇ ａｘｉｓ ｘ

图 ５　 沿着 ｘ 轴的弯矩分布

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔ ａｌｏｎｇ ａｘｉｓ ｘ

图 ６　 均载大挠度 ４ 边固定弯曲 图 ７　 在一集中载荷作用下小挠度 ４ 边

矩形板实际系统 固定弯曲矩形板基本系统

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ａｃｔｕａｌ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｂｅｎｄｉｎｇ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅ Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｂａｓｉｃ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｂｅｎｄｉｎｇ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅ
ｗｉｔｈ ４ ｅｄｇｅｓ ｆｉｘｅｄ ｏｆ ｌａｒｇｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ４ ｅｄｇｅｓ ｆｉｘｅｄ ｏｆ ｓｍａｌｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ
ｕｎｄｅｒ ｌｏａｄ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｕｎｄｅｒ ａｎ ｕｎｉｔ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｌｏａｄ

假设该基本系统基本解的容许位移为

　 　 ｗ１（ｘ，ｙ；ξ，η） ＝ Ａ ｓｉｎ２ πｘ
ａ

ｓｉｎ２ πｙ
ｂ

． （３３）

该板的总势能为

　 　 Πｐ ＝ ∫ａ
０
∫ｂ

０

Ｄ
２

∂２ｗ１

∂ｘ２
＋

∂２ｗ１

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ２（１ － ν）
∂２ｗ１

∂ｘ２

∂２ｗ１

∂ｙ２
－

∂２ｗ１

∂ｘ∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú{ } ｄｘｄｙ －

　 　 　 　 Ａｓｉｎ２ πξ
ａ

ｓｉｎ２ πη
ｂ

＝

　 　 　 　 ３ｂ４ ＋ ３ａ４ ＋ ２ａ２ｂ２( ) π４Ｄ
８ａ３ｂ３ Ａ２ － Ａ ｓｉｎ２ πξ

ａ
ｓｉｎ２ πη

ｂ
． （３４）
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对总势能式（３４）取 Ａ 的变分极值，则得

　 　 δΠｐ ＝
（３ｂ４ ＋ ３ａ４ ＋ ２ａ２ｂ２）π４Ｄ

４ａ３ｂ３ ＡδＡ － δＡ ｓｉｎ２ πξ
ａ

ｓｉｎ２ πη
ｂ

＝ ０． （３５）

由变分法基本预备定理，则得

　 　 （３ｂ４ ＋ ３ａ４ ＋ ２ａ２ｂ２）π４Ｄ
４ａ３ｂ３ Ａ － ｓｉｎ２ πξ

ａ
ｓｉｎ２ πη

ｂ
＝ ０． （３６）

解方程式（３６），则得

　 　 Ａ ＝ ４ａ３ｂ３

（３ｂ４ ＋ ３ａ４ ＋ ２ａ２ｂ２）π４Ｄ
ｓｉｎ２ πξ

ａ
ｓｉｎ２ πη

ｂ
． （３７）

设

　 　 Ｃ ≡ ４ａ３ｂ３

（３ｂ４ ＋ ３ａ４ ＋ ２ａ２ｂ２）π４Ｄ
， （３８）

最后则得

　 　 ｗ１（ｘ，ｙ；ξ，η） ＝ Ｃ ｓｉｎ２ πξ
ａ

ｓｉｎ２ πη
ｂ

ｓｉｎ２ πｘ
ａ

ｓｉｎ２ πｙ
ｂ
， （３９）

这就是小挠度 ４ 边固定矩形板基本系统的基本解．
在图 ７ 基本系统小挠度弯曲矩形板和图 ６ 实际系统大挠度弯曲矩形板之间应用功的互等

定理式（１７），则得

　 　 ｗ（ξ，η） ＝

　 　 　 　 ∫ａ
０
∫ｂ

０
ｑ ＋ ｈ ∂２Φ

∂２ｙ
∂２ｗ
∂２ｘ

＋ ｈ ∂２Φ
∂２ｘ

∂２ｗ
∂２ｙ

－ ２ｈ ∂２Φ
∂ｘ∂ｙ

∂２ｗ
∂ｘ∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｗ１（ｘ，ｙ；ξ，η）ｄｘｄｙ ． （４０）

如进一步假设

　 　
ｗ（ｘ，ｙ） ＝ ｆ１ ｓｉｎ２ πξ

ａ
ｓｉｎ２ πη

ｂ
，

ｗ（ξ，η） ＝ ｆ１ ｓｉｎ２ πｘ
ａ

ｓｉｎ２ πｙ
ｂ

．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（４１ａ，ｂ）

将式（４１ｂ）代入大挠度板的协调方程式

　 　 １
Ｅ

Ñ
４φ ＝ ∂２ｗ

∂ｘ∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ∂２ｗ
∂ｘ２

∂２ｗ
∂ｙ２ （４２）

中，则得

　 　 １
Ｅ

Ñ
４Φ ＝ ｆ ２

１
π４

ａ２ｂ２ ｓｉｎ２ ２πｘ
ａ

ｓｉｎ２ ２πｙ
ｂ

－ ４ｃｏｓ ２πｘ
ａ

ｓｉｎ２ πｘ
ａ

ｃｏｓ ２πｙ
ｂ

ｓｉｎ２ πｙ
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　
ｆ ２
１ π４

２ａ２ｂ２ ｃｏｓ ２πｘ
ａ

－ ｃｏｓ ４πｘ
ａ

＋ ｃｏｓ ２πｙ
ｂ

－ ｃｏｓ ４πｙ
ｂ

－ ２ｃｏｓ ２πｘ
ａ

ｃｏｓ ２πｙ
ｂ

æ

è
ç ＋

　 　 　 　 ｃｏｓ ２πｘ
ａ

ｃｏｓ ４πｙ
ｂ

＋ ｃｏｓ ４πｘ
ａ

ｃｏｓ ２πｙ
ｂ

ö

ø
÷ ． （４３）

设齐次方程 Ñ
４Φ ／ Ｅ ＝ ０ 的解为 Φ１， 则有

　 　 Φ１ ＝ １
２

ｐｘｙ２ ＋ １
２

ｐｙｘ２ ． （４４）

设特解形式为
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　 　 Φ２ ＝ Ｄ１ｃｏｓ
２πｘ
ａ

＋ Ｄ２ｃｏｓ
２πｙ
ｂ

＋ Ｄ３ｃｏｓ
４πｘ
ａ

＋ Ｄ４ｃｏｓ
４πｙ
ｂ

＋ Ｄ５ｃｏｓ
２πｘ
ａ

ｃｏｓ ２πｙ
ｂ

＋

　 　 　 　 Ｄ６ｃｏｓ
２πｘ
ａ

ｃｏｓ ４πｙ
ｂ

＋ Ｄ７ｃｏｓ
４πｘ
ａ

ｃｏｓ ２πｙ
ｂ

． （４５）

将式（４５）代入式（４３）中，比较其两边同类项系数，则得

　 　
Ｄ１ ＝ Ｅａ２

３２ｂ２ ｆ
２
１ ， Ｄ２ ＝ Ｅｂ２

３２ａ２ ｆ
２
１ ， Ｄ３ ＝ － Ｅａ２

５１２ｂ２ ｆ
２
１ ， Ｄ４ ＝ Ｅｂ２

５１２ａ２ ｆ
２
１ ，

Ｄ５ ＝ － Ｅａ２ｂ２

１６（ａ２ ＋ ｂ２） ２ ｆ
２
１ ， Ｄ６ ＝ Ｅａ２ｂ２

３２（ｂ２ ＋ ４ａ２） ２ ｆ
２
１ ， Ｄ７ ＝ Ｅａ２ｂ２

３２（４ｂ２ ＋ ａ２） ２ ｆ
２
１ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（４６）

由式（４４） ～ （４６）可得

　 　 Φ ＝ Φ１ ＋ Φ２ ＝

　 　 　 　 Ｅｆ ２
１

１
３２

ａ２

ｂ２ ｃｏｓ ２πｘ
ａ

＋ ｂ２

ａ２ ｃｏｓ ２πｙ
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － １

５１２
ａ２

ｂ２ ｃｏｓ ４πｘ
ａ

－ ｂ２

ａ２ ｃｏｓ ４πｙ
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋{

　 　 　 　 ａ２ｂ２

３２
１

（ａ２ ＋ ４ｂ２） ２ ｃｏｓ ４πｘ
ａ

ｃｏｓ ２πｙ
ｂ

＋ １
（４ａ２ ＋ ｂ２） ２ ｃｏｓ ２πｘ

ａ
ｃｏｓ ４πｙ

ｂ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú －

　 　 　 　
ａ２ｂ２

１６（ａ２ ＋ ｂ２） ２ ｃｏｓ ２πｘ
ａ

ｃｏｓ ２πｙ
ｂ } ＋ １

２
ｐｘｙ２ ＋ １

２
ｐｙｘ２ ． （４７）

并进而可求出

　 　 σｘ ＝
∂２Φ
∂ｙ２

＝ ｐｘ ＋ Ｅｆ ２
１ π２ － １

８ａ２ ｃｏｓ ２πｙ
ｂ

＋ １
３２ａ２ ｃｏｓ ４πｙ

ｂ
－{

　 　 　 　 ａ２

８
１

（ａ２ ＋ ４ｂ２） ２ ｃｏｓ ４πｘ
ａ

ｃｏｓ ２πｙ
ｂ

＋ ４
（４ａ２ ＋ ｂ２） ２ ｃｏｓ ２πｘ

ａ
ｃｏｓ ４πｙ

ｂ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＋

　 　 　 　
ａ２

４（ａ２ ＋ ｂ２） ２ ｃｏｓ ２πｘ
ａ

ｃｏｓ ２πｙ
ｂ } ， （４８）

　 　 σｙ ＝
∂２Φ
∂ｘ２

＝ ｐｙ ＋ Ｅｆ ２
１ π２ － １

８ｂ２ ｃｏｓ ２πｘ
ａ

＋ １
３２ｂ２ ｃｏｓ ４πｘ

ａ
－{

　 　 　 　 ｂ２

８
４

（ａ２ ＋ ４ｂ２） ２ ｃｏｓ ４πｘ
ａ

ｃｏｓ ２πｙ
ｂ

＋ １
（４ａ２ ＋ ｂ２） ２ ｃｏｓ ２πｘ

ａ
ｃｏｓ ４πｙ

ｂ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＋

　 　 　 　
ｂ２

４（ａ２ ＋ ｂ２） ２ ｃｏｓ ２πｘ
ａ

ｃｏｓ ２πｙ
ｂ } ， （４９）

　 　 － τｘｙ ＝
∂２Φ
∂ｘ∂ｙ

＝ Ｅａｂπ２

４
ｆ ２
１ － １

（ａ２ ＋ ｂ２） ２ ｓｉｎ ２πｘ
ａ

ｓｉｎ ２πｙ
ｂ

＋é

ë
ê
ê

　 　 　 　
１

（ａ２ ＋ ４ｂ２） ２ ｓｉｎ ４πｘ
ａ

ｓｉｎ ２πｙ
ｂ

＋ １
（４ａ２ ＋ ｂ２） ２ ｓｉｎ ２πｘ

ａ
ｓｉｎ ４πｙ

ｂ
ù

û
ú
ú ． （５０）

由挠度 ｗ 引起 ｘ 方向的伸长为

　 　 λ１ ＝ １
２ ∫

ａ

０

∂ｗ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄｘ ＝ － π２

３２ａ
ｆ ２
１ ４ｃｏｓ ２πｙ

ｂ
－ ｃｏｓ ４πｙ

ｂ
－ ３æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （５１）

另一方面，由于中面应力所引起的在 ｘ 方向的伸长量为

　 　 λ２ ＝ ∫ａ
０
εｘｄｘ ＝ １

Ｅ ∫
ａ

０
（σｘ － νσｙ）ｄｘ ＝
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　 　 　 　 － π２

３２ａ
ｆ ２
１ ４ｃｏｓ ２πｙ

ｂ
－ ｃｏｓ ４πｙ

ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ａ

Ｅ
（ｐｘ － νｐｙ） ． （５２）

令 λ１ 和 λ２ 相等，则得 ｘ 方向的边界条件为

　 　 ｐｘ － νｐｙ ＝
３Ｅπ２

３２ａ２ ｆ ２
１ ， （５３）

同理，可得 ｙ 方向的边界条件为

　 　 ｐｙ － νｐｘ ＝
３Ｅπ２

３２ｂ２ ｆ ２
１ ． （５４）

由式（５３）和式（５４）可解得

　 　
ｐｘ ＝

３Ｅπ２ ｆ ２
１

３２（１ － ν２）
１
ａ２

＋ ν
ｂ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ｐｙ ＝
３Ｅπ２ ｆ ２

１

３２（１ － ν２）
ν
ａ２

＋ １
ｂ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（５５）

表 ５　 均载大挠度 ４ 边固定矩形板在 ｘ ＝ １２５ ｍｍ 中线上的挠度分布

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ａｔ ｘ ＝ １２５ ｍｍ ｍｉｄｄｌｅ ｌｉｎｅ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅ ｏｆ ｌａｒｇｅ
ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ４ ｅｄｇｅｓ ｆｉｘｅｄ ｕｎｄｅｒ ｌｏａｄ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ

　
ｙ ／ ｍｍ

０ ５０ ５５ ６０ ６５ ７０

ｗ（ｙ） ／ ｍｍ
ＡＮＳＹＳ ０ ５．２５１ ４ ５．６６２ ４ ６．１２７ ７ ６．５４７ ９ ６．８２３ ６

ｔｈｅ ｐａｐｅｒ ０ ４．１３２ ２ ４．７７８ ６ ５．４０９ １ ６．００８ １ ６．５６１ ０

　
ｙ ／ ｍｍ

７５ ８０ ８５ ９０ ９５ １００

ｗ（ｙ） ／ ｍｍ
ＡＮＳＹＳ ７．１５５ ５ ７．３４４ ２ ７．４９０ ２ ７．５９４ ２ ７．６５６ ４ ７．７７４ ６

ｔｈｅ ｐａｐｅｒ ７．０５４ １ ７．４７５ ２ ７．８１３ ９ ８．０６２ ０ ８．２１３ ４ ８．２６４ ２

　
ｙ ／ ｍｍ

１０５ １１０ １１５ １２０ １２５ １３０

ｗ（ｙ） ／ ｍｍ
ＡＮＳＹＳ ７．６５６ ４ ７．５９４ ２ ７．４９０ ２ ７．３４４ ２ ７．１５５ ５ ６．８２３ ６

ｔｈｅ ｐａｐｅｒ ８．２１３ ４ ８．０６２ ０ ７．８１３ ９ ７．４７５ ２ ７．０５４ １ ６．５６１ ０

　
ｙ ／ ｍｍ

１３５ １４０ １４５ １５０ ２００

ｗ（ｙ） ／ ｍｍ
ＡＮＳＹＳ ６．５４７ ９ ６．１２７ ７ ５．６６２ ４ ５．２５１ ４ ０

ｔｈｅ ｐａｐｅｒ ６．００８ １ ５．４０９ １ ４．７７８ ６ ４．１３２ ２ ０

将式（３９）、（４１）、（４８） ～ （５０）和式（５５）代入式（４０）中，并比较两边同类项的系数，则得

　 　 ｆ１ ＝ ａｂｑＣ
４

－ Ｅｈπ４Ｃ
３２

１７
３２

ｂ
ａ３

＋ ａ
ｂ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ａｂ

（ａ２ ＋ ｂ２） ２
＋ ａｂ
４（ａ２ ＋ ４ｂ２） ２

＋é

ë
ê
ê

　 　 　 　
ａｂ

４（４ａ２ ＋ ｂ２） ２
＋ ９
１６（１ － ν２）

ｂ
ａ３

＋ ａ
ｂ３

＋ ２ν
ａｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
ú
ú ｆ

３
１ ． （５６）

用迭代法求解式（５６），然后将 ｆ１ 代入式（４１）即得挠曲面方程．
均载大挠度 ４ 边固定矩形板的原始数据参数列于表 １；本文算得的 ｘ ＝ ａ ／ ２ ＝ １２５ ｍｍ 剖面

上挠度的分布结果与用 ＡＮＳＹＳ 程序的计算结果比较，见表 ５ 和图 ８．
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图 ８　 均载大挠度四边固定矩形板在 ｘ ＝ １２５ ｍｍ 中线上的挠度分布曲线

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ａｔ ｘ ＝ １２５ ｍｍ ｍｉｄｄｌｅ ｌｉｎｅ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅ
ｏｆ ｌａｒｇｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ４ ｅｄｇｅｓ ｆｉｘｅｄ ｕｎｄｅｒ ｌｏａｄ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ

５　 结　 　 论

１） 本文首次提出有限位移理论三维线弹性力学功的互等定理的一般公式．
２） 基于该一般公式，导出了大挠度矩形板的功的互等定理．
３） 简化大挠度矩形板的功的互等定理，得到了大挠度板条的功的互等定理．
４） 作为应用，计算了在均载作用下两端固定大挠度板条的弯曲和在均载作用下 ４ 边固定

大挠度矩形板的弯曲．计算过程表明，计算是简单和有效的．
５） 小位移理论的修正的功的互等定理和有限位移理论的功的互等定理一起构成了一完

整的功的互等理论体系．
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