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摘要：　 目前大多数对随机⁃动力气候模式的研究都是在随机强迫项为白噪声的假定下进行的，而
实际上许多天气快变量往往表现为非线性的其它随机过程．该文运用 Ｍａｗｈｉｎ 重合度理论，探讨了

一类随机强迫项是其它随机过程，而非白噪声时的海气耦合随机⁃动力气候模式的周期解问题，得
到了一定条件下该模型存在周期解的结果．
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引　 　 言

气候系统是一个强迫耗散系统，受到天文因子、地球物理因子的强迫作用．完整的气候系

统可被看作是一个物理系统，它的活动受控于系统外一组地球物理条件．随机⁃动力气候模式

是将气候系统视为一个随机⁃动力系统，构造描述其运动的方程，从而研究气候成因和变化以

及气候系统的现状．１９７６ 年，Ｈａｓｓｅｌｍａｎｎ［１］将气候系统分解为两部分，快速变化的“天气”系统

和缓慢变化的“气候”系统．在气候变化中，气候变量除了自身缓慢演变以外，还要对快速变化

的短期天气扰动的随机激发作出总的响应．为了描述气候概率分布的变化，他引入了 Ｆｏｋｋｅｒ⁃
Ｐｌａｎｃｋ 方程，用方程中的扩散项来表示天气的随机激发效应，将天气过程对气候系统的作用作

为一个随机函数出现在气候模式中，从而开创了一个崭新的气候模式———随机气候模式，但是

他对 Ｆ⁃Ｐ 方程没有从气候研究角度作任何求解．由于模式不再具有确定性的解，模式方程也将

成为随机微分方程，这大大增加了求解模式的难度．
在长期天气过程和气候形成的理论中，海洋起着重要的作用．但海洋是一种缓慢流动的介

质，比热比也远比大气的比热比大，从大范围运动角度来看，大气运动特别大尺度天气过程，相
对来说比较活跃且变化速度较快，这种较快的天气起伏，将影响海水的潜热和感热输送，使海

温发生变化．然而海温的气候变化是一个缓慢过程，而且是一个大范围现象．因此可以将天气

过程的起伏看成一种随机强迫，从这一观点出发，Ｈａｓｓｅｌｍａｎ 和 Ｆｒａｎｋｉｇｎｏｕｌ 等采用简单的随机

模型，探讨了海温异常的成因与变化［１⁃３］ ．在此基础上，李麦村进一步考虑海气相互作用，建立

了海气耦合全球平均的随机模型，并进行了更为精确地模拟［４］ ．此后，海气相互作用随机模型
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引起了广泛的关注，并产生了一些令人注目的结果［５⁃８］ ．本文通过重合度拓展理论，讨论了一类

随机项为非白噪声时的海气耦合随机⁃动力气候模式的周期性问题．

１　 海气耦合随机⁃动力气候模式

文献［４］在研究天气气候异常时将海温与大气气温联合起来，形成了一个海气相互作用

的耦合系统，首次提出了海气耦合的随机⁃动力模型：

　 　

ｄＴ′
ｄｔ

＝ － λ１Ｔ′ ＋ λ２Ｔ′ｓ ＋ Ｗ１（ ｔ），

ｄＴ′ｓ
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（１）

模型（１）中两个方程分别描述了海洋和大气温度变化，随机项为 Ｗ１（ ｔ），Ｗ２（ ｔ） ．文献［９］在视

随机项为白噪声时，云对气候的影响是强负反馈作用的条件下，利用模式（１）分析得到了海温

准 ３ 年或准半年的振动周期．
文献［１０］建立了一个扰动的海气耦合动力模型：

　 　

ｄＴ
ｄｔ

＝ ＣＴ ＋ Ｄｈ ＋ ｆ（Ｔ），

ｄｈ
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＝ － ＥＴ － Ｒｈ ＋ ｇ（ｈ），
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（２）

其中 Ｔ为赤道东太平洋中的 ＳＳＴ 异常， ｈ为温跃层深度异常，模型参数Ｃ，Ｄ，Ｅ，Ｒ ＞ ０分别是联

系到海表温度异常和温跃层深度与变化率间的无量纲比例系数； ｆ（Ｔ），ｇ（ｈ） 是扰动项．由实

际资料分析表明，海温和气温都存在周期变化，在理论上能否用随机⁃气候模式来揭示这种模

型的周期振荡呢？ 考虑到目前对随机⁃动力气候模式的讨论都是在随机强迫项为白噪声的假

定下进行的，白噪声是自相关函数，不同时刻无相关性的特殊随机过程．对于一个连续过程，这
是不真实的，在物理上也是不能实现的．事实上，许多天气快变量往往表现为非线性的其它随

机过程．从理论上探讨随机气候模式中随机强迫项是其它随机过程，而非白噪声时的解的问题

是有意义的．
因此本文在模型（２）的基础上，考虑大气作为随机外力所产生的结果，同时又考虑海洋的

随机外力的影响，讨论如下的一类海气相互作用随机强迫项是其它随机过程的动力气候系统

模式：

　 　

ｄＴ
ｄｔ

＝ ＣＴ ＋ Ｄｈ ＋ ｆ（Ｔ） ＋ ｐ（ ｔ），

ｄｈ
ｄｔ

＝ － ＥＴ － Ｒｈ ＋ ｇ（ｈ） ＋ ｑ（ ｔ），
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（３）

其中扰动项 ｆ，ｇ ∈ Ｃ（Ｒ，Ｒ），随机强迫项 ｐ（ ｔ），ｑ（ ｔ） 连续．
显然，式（３）是非线性的随机模式，借助于 Ｍａｗｈｉｎ 重合度理论及泛函分析探讨了一定条

件下式（３）的周期解存在性问题．笔者等一些学者也曾用这种方法在大气物理、海洋气候、动力

系统等方面成功地解决了一些非线性模型的周期解问题［１１⁃１５］ ．

２　 周期解的研究

现考虑系统（３）的 ω⁃ 周期解存在性问题， ω 为一正常数．
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令 Ｃω ＝ { ｘ ｜ ｘ ∈ Ｃ（Ｒ，Ｒ２），ｘ（ ｔ ＋ ω） ≡ ｘ（ ｔ） } ，显然，Ｃω 为 Ｂａｎａｃｈ 空间．
∀ｘ ∈ Ｃω， 定义

　 　
‖ｘ‖∞ ＝ ｍａｘ

ｔ∈［０，ω］
｜ ｘ（ ｔ） ｜ ，

‖ｘ‖ｒ ＝ (∫ω
０
｜ ｘ（ ｔ） ｜ ｒｄｔ )

１ ／ ｒ
，

ì

î

í

ïï

ïï

　 　 ｒ ∈ （１， ＋ ∞） ．

引理 １［１６］ 　 设 Ｘ，Ｙ 是两个 Ｂａｎａｃｈ 空间， Ｌ：Ｄ（Ｌ） ⊂ Ｘ → Ｙ 是指标为 ０ 的 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子，

Ω ⊂ Ｘ 为有界开集，Ｎ： Ｘ → Ｙ 为 Ω
－
上 Ｌ⁃ 紧的，如果下列条件满足：

１） 对任意的 λ ∈ （０，１），ｘ ∈ ∂Ω ∩ Ｄ（Ｌ），均有 Ｌｘ ≠ λＮｘ；
２） 对任意的 ｘ ∈ ｋｅｒ Ｌ ∩ ∂Ω，均有 ＱＮｘ ≠ ０；
３） ｄｅｇ { ＪＱＮ，Ω ∩ ｋｅｒ Ｌ，０ } ≠ ０，其中 Ｊ：ｉｍ Ｑ → ｋｅｒ Ｌ 同构，

则方程 Ｌｘ ＝ Ｎｘ 在 Ω
－
∩ Ｄ（Ｌ） 上至少存在一个解．（其中 Ω

－
＝ ∂Ω ∪ Ω，∂Ω 为 Ω 的边界．）

定理 １　 设 ｐ（ ｔ），ｑ（ ｔ） ∈ Ｃω， 且满足条件：
［Ｈ１］ ∃σ ０，ａ０ ＞ ０，且 ｘｆ（ｘ） ≥ σ ０ ｘ ｍ， ｆ（ｘ） ≤ ａ０ ｘ ｍ－１，其中 ｍ ＞ １；
［Ｈ２］ ∃σ １，ａ１ ＞ ０，且 ｘｇ（ｘ） ≤－ σ １ ｘ ｎ， ｇ（ｘ） ≤ ａ１ ｘ ｎ－１，其中 ｎ ≥ ２；

［Ｈ３］
１
ｍ

＋ １
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＝ １， Ｄ
σ ０

Ｅ
σ １
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÷

ｍ－１

＜ １；

则方程（３）至少存在一个 ω⁃ 周期解．
证明　 分别定义算子

Ｌ：Ｄ（Ｌ） ⊂ Ｘ ＝ Ｃω → Ｙ ＝ Ｃω， Ｌ
Ｔ
ｈ
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　 　 Ｎ：Ｘ → Ｙ， Ｎ
Ｔ
ｈ
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ＣＴ ＋ Ｄｈ ＋ ｆ（Ｔ） ＋ ｐ（ ｔ）
－ ＥＴ － Ｒｈ ＋ ｇ（ｈ） ＋ ｑ（ ｔ）
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其中

　 　 Ｄ（Ｌ） ＝ Ｃ１
ω ＝ { ｘ ｜ ｘ ∈ Ｃ１（Ｒ，Ｒ２），ｘ（ ｔ ＋ ω） ≡ ｘ（ ｔ） } ．

易见，方程（２）可转换成算子方程：

　 　 Ｌ
Ｔ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ｎ

Ｔ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

此外，根据算子的定义，不难得出 Ｌ 的核空间和像空间分别为

　 　 ｋｅｒ Ｌ ＝ Ｒ２， ｉｍ Ｌ ＝ { ｕ ∈ Ｘ，∫ω
０
ｕ（ ｓ）ｄｓ ＝ ０ } ．

因此， Ｌ 是指标为 ０ 的 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子［１７］ ．
令投影算子 Ｐ，Ｑ 分别为

　 　 Ｐ：Ｘ → ｋｅｒ Ｌ， Ｐｖ ＝ ｖ（０），

　 　 Ｑ： Ｘ → ｉｍ Ｑ， Ｑｖ ＝ １
ω ∫

ω

０
ｖ（ ｓ）ｄｓ，

则 ｋｅｒ Ｌ ＝ ｉｍ Ｐ， ｋｅｒ Ｑ ＝ ｉｍ Ｌ ．
令 Ｋ：ｉｍ Ｌ → Ｄ（Ｌ） ∩ ｋｅｒ Ｐ 表示 Ｌ ｜ Ｄ（Ｌ）∩ｋｅｒ Ｐ：Ｄ（Ｌ） ∩ ｋｅｒ Ｐ → ｉｍ Ｌ 的唯一逆，
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　 　 ［Ｋｙ］（ ｔ） ＝ ∫ｔ
０
ｙ（ ｓ）ｄｓ ∈ Ｄ（Ｌ） ． （５）

由式（４）、（５）易证 Ｎ 在 Ω
－
上是 Ｌ⁃ 紧的，其中 Ω 为 Ｘ 中的任意有界开集．

令

　 　 Ω１ ＝ { ｕ ｕ ＝
Ｔ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈ Ｄ（Ｌ） ⊂ Ｃω， Ｌｕ ＝ λＮｕ， λ ∈ （０，１） } ，

则 ∀ｕ ∈ Ω１， 有

　 　

ｄＴ
ｄｔ

＝ λＣＴ ＋ λＤｈ ＋ λｆ（Ｔ） ＋ λｐ（ ｔ）， （６）

ｄｈ
ｄｔ

＝ － λＥＴ － λＲｈ ＋ λｇ（ｈ） ＋ λｑ（ ｔ） ． （７）
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ïï
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ï

式（６）两边同乘 Ｔ，并在［０，ω］ 上积分得

　 　 λＣ ∫ω
０
Ｔ２ｄｔ ＋ λＤ ∫ω

０
ｈＴｄｔ ＋ λ ∫ω

０
ｆ（Ｔ）Ｔｄｔ ＋ λ ∫ω

０
ｐ（ ｔ）Ｔｄｔ ＝ ０．

由条件［Ｈ１］有

　 　 σ ０ ∫ω
０

Ｔ ｍｄｔ ≤ ∫ω
０
ｆ（Ｔ）Ｔｄｔ ＝

　 　 　 　 － Ｃ ∫ω
０
Ｔ２ｄｔ － Ｄ ∫ω

０
ｈＴｄｔ － ∫ω

０
ｐ（ ｔ）Ｔｄｔ ≤

　 　 　 　 － Ｄ ∫ω
０
ｈＴｄｔ － ∫ω

０
ｐ（ ｔ）Ｔｄｔ ．

再由 Ｈöｌｄｅｒ 不等式得

　 　 σ ０ ∫ω
０

Ｔ ｍｄｔ ≤ Ｄ ∫ω
０

ｈ · Ｔ ｄｔ ＋ ∫ω
０

ｐ（ ｔ） · Ｔ ｄｔ ≤

　 　 　 　 Ｄ (∫ω
０

ｈ ｍ／ （ｍ－１）ｄｔ )
１－１ ／ ｍ

(∫ω
０

Ｔ ｍｄｔ )
１ ／ ｍ

＋

　 　 　 　 (∫ω
０

Ｔ ｍｄｔ )
１ ／ ｍ

(∫ω
０

ｐ（ ｔ） ｍ／ （ｍ－１）ｄｔ )
１－１ ／ ｍ

．

又条件［Ｈ３］中 １ ／ ｍ ＋ １ ／ ｎ ＝ １， 从而整理得到

　 　 ‖Ｔ‖ｍ－１
ｍ ≤ Ｄ

σ ０
‖ｈ‖ｎ ＋ １

σ ０
‖ｐ‖ｎ ． （８）

对式（７）两边同乘 ｈ，在［０，ω］ 上积分得

　 　 － λＥ ∫ω
０
Ｔｈｄｔ － λＲ ∫ω

０
ｈ２ｄｔ ＋ λ ∫ω

０
ｇ（ｈ）ｈｄｔ ＋ λ ∫ω

０
ｑ（ ｔ）ｈｄｔ ＝ ０．

由条件［Ｈ２］有

　 　 σ １ ∫ω
０

ｈ ｎｄｔ ≤－ ∫ω
０
ｇ（ｈ）ｈｄｔ ＝

　 　 　 　 － Ｅ ∫ω
０
Ｔｈｄｔ － Ｒ ∫ω

０
ｈ２ｄｔ ＋ ∫ω

０
ｑ（ ｔ）ｈｄｔ ≤

　 　 　 　 － Ｅ ∫ω
０
ｈＴｄｔ ＋ ∫ω

０
ｑ（ ｔ）ｈｄｔ ．

再由 Ｈöｌｄｅｒ 不等式得
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　 　 σ １ ∫ω
０

ｈ ｎｄｔ ≤ Ｅ ∫ω
０

ｈ · Ｔ ｄｔ ＋ ∫ω
０

ｑ（ ｔ） · ｈ ｄｔ ≤

　 　 　 　 Ｅ (∫ω
０

ｈ ｎｄｔ )
１ ／ ｎ

(∫ω
０

Ｔ ｎ ／ （ｎ－１）ｄｔ )
１－１ ／ ｎ

＋

　 　 　 　 (∫ω
０

ｈ ｎｄｔ )
１ ／ ｎ

(∫ω
０

ｑ（ ｔ） ｎ ／ （ｎ－１）ｄｔ )
１－１ ／ ｎ

．

又条件［Ｈ３］中 １ ／ ｍ ＋ １ ／ ｎ ＝ １， 上式整理得到

　 　 ‖ｈ‖ｎ－１
ｎ ≤ Ｅ

σ １
‖Ｔ‖ｍ ＋ １

σ １
‖ｑ‖ｍ ． （９）

将式（９）代入式（８），并由 １ ／ ｍ ＋ １ ／ ｎ ＝ １， 得

　 　 ‖Ｔ‖ｍ－１
ｍ ≤ Ｄ

σ ０

Ｅ
σ １

‖Ｔ‖ｍ ＋ １
σ １

‖ｑ‖ｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ （ｎ－１）

＋ １
σ ０

‖ｐ‖ｎ ≤

　 　 　 　 Ｄ
σ ０

Ｅ
σ １

‖Ｔ‖ｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ （ｎ－１）

＋ Ｄ
σ ０

１
σ １

‖ｑ‖ｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ （ｎ－１）

＋ １
σ ０

‖ｐ‖ｎ ＝

　 　 　 　 Ｄ
σ ０

Ｅ
σ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ （ｎ－１）

·‖Ｔ‖１ ／ （ｎ－１）
ｍ ＋ Ｄ

σ ０

１
σ １
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è
ç

ö

ø
÷

１ ／ （ｎ－１）

×

　 　 　 　 ‖ｑ‖１ ／ （ｎ－１）
ｍ ＋ １

σ ０
‖ｐ‖ｎ ＝

　 　 　 　 Ｄ
σ ０

Ｅ
σ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ－１

·‖Ｔ‖ｍ－１
ｍ ＋ Ｄ

σ ０

１
σ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ－１

·‖ｑ‖ｍ－１
ｍ ＋ １

σ ０
‖ｐ‖ｎ ．

再由条件［Ｈ３］，得到

　 　 ‖Ｔ‖ｍ ≤ １ － Ｄ
σ ０

Ｅ
σ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ－１
é

ë
êê

ù

û
úú

－１ ／ （ｍ－１）

×

　 　 　 　 Ｄ
σ ０

１
σ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ－１

·‖ｑ‖ｍ－１
ｍ ＋ １

σ ０
‖ｐ‖ｎ

é

ë
êê

ù

û
úú

１ ／ （ｍ－１）

􀰛 Ｍ０， （１０）

其中 Ｍ０ 为与 λ 无关的常数．
将式（１０）代入式（９） 得

　 　 ‖ｈ‖ｎ ≤ Ｅ
σ １

Ｍ０ ＋ １
σ １

‖ｑ‖ｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ （ｎ－１）

􀰛 Ｎ０， （１１）

其中 Ｎ０ 为与 λ 无关的常数．
又由积分中值定理， ∃ξ １ ∈ （０，ω）， 使

　 　 ∫ω
０

Ｔ（ ｔ） ｍｄｔ( )
１ ／ ｍ

＝ （ Ｔ（ξ １） ｍ·ω） １ ／ ｍ ≤ Ｍ０，

即

　 　 Ｔ（ξ １） ≤
Ｍ０
ｍω

􀰛 ｃ１，

其中 ｃ１ 为与 λ 无关的常数．
同理， ∃ξ ２ ∈ （０，ω）， 使

　 　 ｈ（ξ ２） ≤
Ｎ０
ｎω

􀰛 ｃ２，
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其中 ｃ２ 为与 λ 无关的常数．
由式（６）得
　 　 Ｔ′ ≤ Ｃ Ｔ ＋ Ｄ ｈ ＋ ｆ（Ｔ） ＋ ｐ（ ｔ） ，

由式（７）得
　 　 ｈ′ ≤ Ｅ Ｔ ＋ Ｒ ｈ ＋ ｇ（ｈ） ＋ ｑ（ ｔ） ．

对 ｔ ∈ （０，ω）， 有

　 　 Ｔ（ ｔ） ＝ Ｔ（ξ １） ＋ ∫ｔ
ξ１
Ｔ′（ ｓ）ｄｓ，

则

　 　 Ｔ（ ｔ） ≤ Ｔ（ξ １） ＋ ∫ω
０

Ｔ′（ ｓ） ｄｓ ≤

　 　 　 　 ｃ１ ＋ Ｃ ∫ω
０

Ｔ ｄｔ ＋ Ｄ ∫ω
０

ｈ ｄｔ ＋ ∫ω
０

ｆ（Ｔ） ｄｔ ＋ ∫ω
０

ｐ（ ｔ） ｄｔ ．

由条件［Ｈ１］，Ｈöｌｄｅｒ 不等式及式（９）、（１０）得
　 　 Ｔ（ ｔ） ≤ ｃ１ ＋ Ｃ‖Ｔ‖ｍω １ ／ ｎ ＋ Ｄ‖ｈ‖ｎω １ ／ ｍ ＋

　 　 　 　 ａ０ ∫ω
０

Ｔ ｍ－１ｄｔ ＋ ω·ｍａｘ
ｔ∈［０，ω］

ｐ（ ｔ） ≤

　 　 　 　 ｃ１ ＋ Ｃ‖Ｔ‖ｍω １ ／ ｎ ＋ Ｄ‖ｈ‖ｎω １ ／ ｍ ＋

　 　 　 　 ａ０ (∫ω
０
１ｍｄｔ )

１ ／ ｍ

(∫ω
０
（ Ｔ ｍ－１）ｍ／ （ｍ－１）ｄｔ )

（ｍ－１） ／ ｍ
＋ ω·ｍａｘ

ｔ∈［０，ω］
ｐ（ ｔ） ≤

　 　 　 　 ｃ１ ＋ Ｃ‖Ｔ‖ｍω １ ／ ｎ ＋ Ｄ‖ｈ‖ｎω １ ／ ｍ ＋ ａ０ω １ ／ ｍ‖Ｔ‖ｍ－１
ｍ ＋ ω·ｍａｘ

ｔ∈［０，ω］
ｐ（ ｔ） ≤

　 　 　 　 ｃ１ ＋ Ｃω １ ／ ｎＭ０ ＋ Ｄω １ ／ ｍＮ０ ＋ ａ０ω １ ／ ｍＭｍ－１
０ ＋ ω·ｍａｘ

ｔ∈［０，ω］
ｐ（ ｔ） 􀰛 Ｍ１，

其中 Ｍ１ 为与 λ 无关的常数．从而有

　 　 ‖Ｔ‖∞ ≤ Ｍ１ ．
同理，对 ｔ ∈ （０，ω）， 有

　 　 ｈ（ ｔ） ＝ ｈ（ξ ２） ＋ ∫ｔ
ξ２
ｈ′（ ｓ）ｄｓ，

则

　 　 ｈ（ ｔ） ≤ ｈ（ξ ２） ＋ ∫ω
０

ｈ′（ ｓ） ｄｓ ≤

　 　 　 　 ｃ２ ＋ Ｅ ∫ω
０

Ｔ ｄｔ ＋ Ｒ ∫ω
０

ｈ ｄｔ ＋ ∫ω
０

ｇ（ｈ） ｄｔ ＋ ∫ω
０

ｑ（ ｔ） ｄｔ ．

由条件［Ｈ２］，Ｈöｌｄｅｒ 不等式及式（１０）、（１１）得

　 　 ｈ（ ｔ） ≤ ｃ２ ＋ Ｅ‖Ｔ‖ｍω １ ／ ｎ ＋ Ｒ‖ｈ‖ｎω １ ／ ｍ ＋ ａ１ ∫ω
０

ｈ ｎ－１ｄｔ ＋ ω·ｍａｘ
ｔ∈［０，ω］

ｑ（ ｔ） ≤

　 　 　 　 ｃ２ ＋ Ｅ‖Ｔ‖ｍω １ ／ ｎ ＋ Ｒ‖ｈ‖ｎω １ ／ ｍ ＋ ａ１ω １ ／ ｎ‖ｈ‖ｎ－１
ｎ ＋ ω·ｍａｘ

ｔ∈［０，ω］
ｑ（ ｔ） ≤

　 　 　 　 ｃ２ ＋ Ｅω １ ／ ｎＭ０ ＋ Ｒω １ ／ ｍＮ０ ＋ ａ１ω １ ／ ｎＮｎ－１
０ ＋ ω·ｍａｘ

ｔ∈［０，ω］
ｑ（ ｔ） 􀰛 Ｎ１，

其中 Ｎ１ 为与 λ 无关的常数．从而有

　 　 ‖ｈ‖∞ ≤ Ｎ１ ．
设 Ｔ０，ｈ０ 为方程组
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ＣＴ ＋ Ｄｈ ＋ ｆ（Ｔ） ＋ ｐ－ ＝ ０，
－ ＥＴ － Ｒｈ ＋ ｇ（ｈ） ＋ ｑ－ ＝ ０{ （１２）

的 ０ 点，其中

　 　 ｐ－ ＝ １
ω ∫

ω

０
ｐ（ ｔ）ｄｔ， ｑ－ ＝ １

ω ∫
ω

０
ｑ（ ｔ）ｄｔ，

则

　 　 ＣＴ２
０ ＋ Ｄｈ０Ｔ０ ＋ Ｔ０ ｆ（Ｔ０） ＋ ｐ－Ｔ０ ＝ ０．

由条件［Ｈ１］得
　 　 σ ０ Ｔ０

ｍ ＋ ＣＴ２
０ ＋ Ｄｈ０Ｔ０ ＋ ｐ－Ｔ０ ≤

　 　 　 　 Ｔ０ ｆ Ｔ０( ) ＋ ＣＴ２
０ ＋ Ｄｈ０Ｔ０ ＋ ｐ－Ｔ０ ＝ ０，

即

　 　 σ ０ Ｔ０
ｍ－１ ＋ ＣＴ０ ＋ Ｄｈ０ ＋ ｐ－ ≤ ０，

从而 ∃Ｍ２ ＞ ０，使得 Ｔ０ ≤ Ｍ２ ．
同理

　 　 ＥＴ０ｈ０ ＋ Ｒｈ２
０ － ｈ０ｇ（ｈ０） － ｑ－ｈ０ ＝ ０．

由条件［Ｈ２］得
　 　 σ １ ｈ０

ｎ ＋ ＥＴ０ｈ０ ＋ Ｒｈ２
０ － ｑ－ｈ０ ≤ ０，

即

　 　 σ １ ｈ０
ｎ－１ ＋ ＥＴ０ ＋ Ｒｈ０ － ｑ－ ≤ ０，

从而 ∃Ｎ２ ＞ ０，使得 ｈ０ ≤ Ｎ２ ．
令

　 　 Ω０ ＝ { （ｘ，ｙ）
Ｃｘ ＋ Ｄｙ ＋ ｆ（ｘ） ＋ ｐ－

－ Ｅｘ － Ｒｙ ＋ ｇ（ｙ） ＋ ｑ－
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０， ｘ ≤ Ｍ２， ｙ ≤ Ｎ２ } ，

显然，式（１２）的 ０ 点在闭区域 Ω０ 内．作
　 　 Ω ＝ { （Ｔ，ｈ） Ｔ ∈ Ｘ， ｈ ∈ Ｘ， ‖Ｔ‖∞ ＜ ｍａｘ {Ｍ１ ＋ １，Ｍ２ ＋ １ } ，
　 　 　 　 ‖ｈ‖∞ ＜ ｍａｘ {Ｎ１ ＋ １，Ｎ２ ＋ １ } } ，

则

　 　 ∀
Ｔ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈ ∂Ω ∩ ｋｅｒ Ｌ， ＱＮ

Ｔ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≠ ０．

再令

　 　 Ｊ
ｘ１

ｘ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

ｘ１

－ ｘ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，

作同伦映射

　 　 Ｈ μ，
Ｔ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ μ

Ｔ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ （１ － μ）ＪＱＮ

Ｔ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

从而

　 　 Ｈ μ，
Ｔ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ μ

Ｔ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ （１ － μ）

１
ω ∫

ω

０
［ＣＴ ＋ Ｄｈ ＋ ｆ（Ｔ） ＋ ｐ（ ｔ）］ｄｔ

１
ω ∫

ω

０
［ＥＴ ＋ Ｒｈ － ｇ（ｈ） － ｑ（ ｔ）］ｄｔ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

．
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且对

　 　 ∀
Ｔ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈ ∂Ω ∩ ｋｅｒ Ｌ，

有

　 　 Ｔ，ｈ( ) Ｈ μ，
Ｔ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ μ Ｔ２ ＋ ｈ２( ) ＋ １ － μ( )

ＣＴ２ ＋ ＤｈＴ ＋ Ｔｆ（Ｔ） ＋ ｐ－Ｔ
ＥＴｈ ＋ Ｒｈ２ － ｈｇ（ｈ） － ｑ－ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

即

　 　 ∀
Ｔ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈ ∂Ω ∩ ｋｅｒ Ｌ， Ｈ μ，

Ｔ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≠ ０．

所以有

　 　 ｄｅｇ（ＪＱＮ，Ω ∩ ｋｅｒ Ｌ，０） ＝ ｄｅｇ（Ｈ（０，·），Ω ∩ ｋｅｒ Ｌ，０） ＝
　 　 　 　 ｄｅｇ（Ｈ（１，·），Ω ∩ ｋｅｒ Ｌ，０） ＝ ｄｅｇ（ Ｉ，Ω ∩ ｋｅｒ Ｌ，０） ≠ ０．

从而引理 １ 中的条件 ３）成立．因此，由引理 １，系统（３）存在 ω⁃ 周期解．

３　 结　 　 论

１） 本文研究了一个简化的，在主要特征方面能代表气候系统的，而又方便于应用新的数

学理论和方法的海气耦合随机⁃动力气候模式．显然模式（３）是非线性的随机过程．由于方程

（３）难以求解，因此本文中所使用的重合度理论有别于一般的数学物理理论，其中的延拓定理

是解决动力系统周期解存在性问题的非常有效和常用的方法，它直接从方程本身的特点来了

解方程解的性态，而并不需要求出方程的解，在物理、力学、偏微分方程等学科中都有广泛的应

用．在本文所得结果的基础上，还可以进一步探讨该模式的平衡态及其稳定性等其它动力学行

为，我们将另文讨论．
２） 对于一个连续过程，随机⁃动力气候模式中随机强迫项为白噪声是不真实的，在物理上

也是不能实现的．一般情况下，随机输入项为白噪声，模式很难进行周期振荡分析，而假定输入

项为一般随机过程则具有更普遍更实际的意义，且有利于周期性的讨论．因此，本文讨论了一

类随机项为非白噪声时的海气耦合随机⁃动力气候模式，得到了一定条件下模型存在周期解的

结果．对海气耦合随机模式周期性的研究，有助于气候系统演变机制的研究，而且为它们的非

线性特征以及气候系统的预测问题提供了重要的理论依据．
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