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一类具有非线性发生率的时滞
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摘要：　 充分考虑人口统计效应、疾病的潜伏期与传播规律的复杂性，研究了一类具有非线性发生

率的时滞 ＳＩＲＳ 传染病模型的动力学行为．通过分析对应的线性化近似系统的特征方程，证明了无

病平衡点的局部稳定性．利用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃ＬａＳａｌｌｅ 不变集原理，当基本再生数 Ｒ０ ＜ １ 时，证明了无病

平衡点是全局渐近稳定的；当 Ｒ０ ＞ １ 时，得到了地方病平衡点全局渐近稳定的充分条件．所得结论

可为人们有效预防和控制传染病传播提供一定的理论依据．
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引　 　 言

传染病因为其可传染性，严重地危及着人们的健康乃至生命，给人类生存和国民经济造成

不可估量的损失［１］ ．因此，传染病的研究一直是医学界和生态环境学界倍受关注的对象之一．
传染病动力学的建模与研究是分析疾病传播规律的一种重要方法［２］ ．许多学者利用动力学的

研究方法建立了相应的数学模型［３⁃７］ ．在传染病模型中，疾病发生率起着重要的作用，除了双线

性发生率、标准发生率外，越来越多的学者研究非线性发生率［８⁃９］，因为它能更为精确地揭示传

染病的传播机理．另一方面，时滞在传染病的传播过程中发挥着不可忽视的重要作用［１０⁃１１］，它
可用来描述传染病的潜伏期、患者对疾病的感染期以及恢复者对疾病的免疫期等．因此，许多

传染病模型用非线性时滞微分方程来描述更为符合实际，能很好地反映疾病的传播规律，从而

能为预防和控制疾病传播提供有效的防御策略．关于具有时滞和非线性发生率的传染病模型

的研究已经取得了丰富的成果［１２⁃１６］ ．
目前，大多数针对传染病模型的研究没有考虑人口统计效应．由于实际情况下人口有增

长，忽略它会使得模型的动力学行为便于分析，但结果往往不能客观反映疾病的传播机理．充
分考虑非线性发生率、时滞因素和人口统计效应，本文研究如下一类 ＳＩＲＳ 传染病模型：
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Ｓ′（ ｔ） ＝ Ａ － ｄＳ（ ｔ） － ｆ
　
（Ｓ（ ｔ － τ），Ｉ（ ｔ － τ）） ＋ δＲ（ ｔ），

Ｉ′（ ｔ） ＝ ｆ
　
（Ｓ（ ｔ － τ），Ｉ（ ｔ － τ）） － （γ ＋ ｄ ＋ μ） Ｉ（ ｔ），

Ｒ′（ ｔ） ＝ γＩ（ ｔ） － （ｄ ＋ δ）Ｒ（ ｔ），
Ｎ′（ ｔ） ＝ Ａ － ｄＮ（ ｔ） － μＩ（ ｔ），
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（１）

式中， Ｓ（ ｔ），Ｉ（ ｔ） 和 Ｒ（ ｔ） 分别为 ｔ时刻易感者、染病者和恢复者的人数；Ｎ ＝ Ｓ ＋ Ｉ ＋ Ｒ表示人口

的总数；Ａ 为单位时间内新增的人口数；ｄ 为各类人员的自然死亡率； ｆ
　

为疾病的非线性发生

率；γ，μ分别为染病者的康复率和因病死亡率；δ为恢复者的免疫失去率；τ为时滞，表示疾病的

潜伏期．所有参数均为正常数．系统（１）是一个典型的具有人口统计结构的非线性时滞 ＳＩＲＳ 传

染病模型．
令 Ｋ ＝ Ａ ／ ｄ， 则由系统（１）可知 Ｋ 表示人口的环境容纳量．作变换

　 　 ｘ（ ｔ） ＝ Ｓ（ ｔ） ／ Ｋ， ｙ（ ｔ） ＝ Ｉ（ ｔ） ／ Ｋ， ｚ（ ｔ） ＝ Ｒ（ ｔ） ／ Ｋ， ｕ（ ｔ） ＝ Ｎ（ ｔ） ／ Ｋ，
并记

　 　 ｆ（ｘ，ｙ） ＝ ｆ
　
（Ｋｘ，Ｋｙ） ／ Ｋ，

则系统（１）可化为如下等价系统：

　 　

ｘ′（ ｔ） ＝ ｄ（１ － ｘ（ ｔ）） － ｆ（ｘ（ ｔ － τ），ｙ（ ｔ － τ）） ＋ δｚ（ ｔ），
ｙ′（ ｔ） ＝ ｆ（ｘ（ ｔ － τ），ｙ（ ｔ － τ）） － （γ ＋ ｄ ＋ μ）ｙ（ ｔ），
ｚ′（ ｔ） ＝ γｙ（ ｔ） － （ｄ ＋ δ） ｚ（ ｔ），
ｕ′（ ｔ） ＝ ｄ － ｄｕ（ ｔ） － μｙ（ ｔ） ．
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（２）

依据生物学意义，考虑系统（２）满足如下初始条件：

　 　

ｘ（ ｔ） ＝ ϕ１（ ｔ） ≥ ０，
ｙ（ ｔ） ＝ ϕ２（ ｔ） ≥ ０，
ｚ（ ｔ） ＝ ϕ３（ ｔ） ≥ ０，
ｕ（ ｔ） ＝ ϕ４（ ｔ），
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　 　 － τ ≤ ｔ ≤ ０， （３）

式中 ϕｉ（ ｔ）（ ｉ ＝ １，２，３，４） 为连续可微的初始值函数，且
　 　 ϕ４（ ｔ） ＝ ϕ１（ ｔ） ＋ ϕ２（ ｔ） ＋ ϕ３（ ｔ） ≤ １，　 　 ∀ｔ ∈ ［ － τ，０］ ．

１　 基本再生数和平衡点

为便于研究系统（２）的基本再生数和平衡点，先给出如下定义、假设与引理．
定义 １　 对于定义在 Ｕ ＝ ［０， ＋ ∞） × ［０， ＋ ∞） 上的 ２ 元连续实函数 ｆ（ｘ，ｙ）， 如果它满

足如下条件：
􀃠 ｆ（０，ｙ） ＝ ｆ（ｘ，０） ＝ ０，且 ∀（ｘ，ｙ） ∈ （０， ＋ ∞） × （０， ＋ ∞）， 有

　 　 ｆ（ｘ，ｙ） ＞ ０；
􀃡 ｆ（ｘ，ｙ） 在定义域内具有连续的 ２ 阶偏导数，且 ∀（ｘ，ｙ） ∈ Ｕ， 有

　 　 ｆｘｘ（ｘ，ｙ） ≤ ０， ｆｘｙ（ｘ，ｙ） ≥ ０， ｆｙｙ（ｘ，ｙ） ≤ ０，
则称 ｆ 属于 Ｆ 函数类，记为 ｆ ∈ Ｆ ．

由定义 １ 易证， Ｆ 函数类具有如下 ３ 条重要性质：
① 若常数 α ＞ ０， ｆ ∈ Ｆ，则 αｆ ∈ Ｆ；
② 若常数 β ＞ ０， ｆ１ ∈ Ｆ，且 ｆ２（ｘ，ｙ） ＝ ｆ１（βｘ，βｙ），则 ｆ２ ∈ Ｆ；
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③ 若 ｆ ∈ Ｆ，则当（ｘ，ｙ） ∈ Ｕ 时， 有

　 　 ｆｘ（ｘ，０） ＝ ｆｙ（０，ｙ） ＝ ０， ｆｘ（ｘ，ｙ） ≥ ０， ｆｙ（ｘ，ｙ） ≥ ０．
在定义 １ 的基础上，为研究方便，作如下假设：

假设条件 Ｈ　 假设非线性时滞 ＳＩＲＳ 传染病模型（１）中的疾病发生率 ｆ
　

∈ Ｆ， 即疾病发生

率在没有易感者或染病者时为 ０，同时存在易感者和染病者时大于 ０，且随着易感者、染病者增

加而增加的增长率非增．
假设条件 Ｈ 是符合生物学意义与实际情况的．事实上，有许多被广泛研究的疾病发生率都

满足假设条件 Ｈ，如被广泛研究的双线性发生率 βＳＩ； 文献［１］提到的如下疾病传染率：

　 　

ａＳｂＩ， ａ ＞ ０， ０ ＜ ｂ ＜ １，
ａＩ（１ － ｅ －ｂＳ）， ａ ＞ ０， ｂ ＞ ０，
ｂＳＩ
ａ ＋ Ｓ

， ａ ＞ ０， ｂ ＞ ０；
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文献［７］研究的非线性发生率 βＳＩ（１ ＋ αＩ） －１，α ＞ ０，β ＞ ０；文献［８］ 提到的形如 βＳｐＩｑ 的疾病

发生率，当０ ＜ ｐ，ｑ≤１ 时满足假设条件 Ｈ；文献［１６］研究的非线性发生率 ＳＦ（ Ｉ），当满足文献

［１６］中的 ３ 个假设条件时也满足假设条件 Ｈ ．
引理 １　 对于具有如下形式的代数方程：

　 　
ｘ ＋ ａｙ ＝ ｂ，
ｈ（ｘ，ｙ） － ｙ ＝ ０ ．{ （４）

如果满足如下条件：
􀃠 ａ ＞ ０，ｂ ＞ ０ 为常数；
􀃡 ｈ ∈ Ｆ；

令 ｃ ＝ ｈｙ（ｂ，０），则当 ｃ ≤１ 时，方程（４） 在区域 Ｄ ＝ { （ｘ，ｙ）：０ ≤ ｘ ≤ ｂ，０ ≤ ｙ ≤ ｂ ／ ａ } 内仅存

在解（ｂ，０）；当 ｃ ＞ １时，方程（４） 在区域Ｄ存在解（ｂ，０），且存在唯一的正解（ｘ∗，ｙ∗）（ｘ∗ ＞ ０，
ｙ∗ ＞ ０） ．

证明　 仔细分析方程（４）及其满足的条件易得，方程（４）在区域 Ｄ 内始终存在解（ｂ，０） ．
利用反证法易证，若方程（４） 存在正解（ｘ∗，ｙ∗），则必有（ｘ∗，ｙ∗） ∈ Ｄ 且 ｙ∗ ＜ ｂ ／ ａ ．

由方程（４）的第 １ 式可解出 ｘ ＝ ｂ － ａｙ， 代入方程（４）的第 ２ 式得

　 　 Ｈ（ｙ） 􀰛 ｈ（ｂ － ａｙ，ｙ） － ｙ ＝ ０．
由 ｈ ∈ Ｆ，可得 Ｈ（ｙ） 在区间［０，ｂ ／ ａ］ 上是 ２ 阶可导的函数，且有

　 　 Ｈ（０） ＝ ｈ（ｂ，０） － ０ ＝ ０，
　 　 Ｈ（ｂ ／ ａ） ＝ ｈ（０，ｂ ／ ａ） － ｂ ／ ａ ＝ － ｂ ／ ａ ＜ ０，
　 　 Ｈ′（ｙ） ＝ － ａｈｘ（ｂ － ａｙ，ｙ） ＋ ｈｙ（ｂ － ａｙ，ｙ） － １，
　 　 Ｈ′（０） ＝ － ａｈｘ（ｂ，０） ＋ ｈｙ（ｂ，０） － １ ＝ ｈｙ（ｂ，０） － １，
　 　 Ｈ″（ｙ） ＝ ａ２ｈｘｘ（ｂ － ａｙ，ｙ） － ２ａｈｘｙ（ｂ － ａｙ，ｙ） ＋ ｈｙｙ（ｂ － ａｙ，ｙ） ≤ ０．
由 Ｈ″（ｙ） ≤ ０ 可得，Ｈ（ｙ） 在区间［０，ｂ ／ ａ］ 上是凹函数．利用反证法易证，不存在这样的区

间使得当 ｙ ∈ ［ｅ，ｇ］（０ ≤ ｅ ＜ ｇ ≤ ｂ ／ ａ） 时，有 Ｈ（ｅ） ＝ ０ 且 Ｈ′（ｙ） ≡ ０ 成立．
考虑到 Ｈ（０） ＝ ０，Ｈ（ｂ ／ ａ） ＜ ０，则当 Ｈ′（０） ＝ ｈｙ（ｂ，０） － １ ≤ ０，即 ｃ≤１ 时，Ｈ（ｙ） ＝ ０ 在区

间［０，ｂ ／ ａ］ 上仅有解 ｙ ＝ ０，从而方程（４） 仅有解（ｂ，０）；当 Ｈ′（０） ＞ ０，即 ｃ ＞ １时，Ｈ（ｙ） ＝ ０在

区间 ｙ∈［０，ｂ ／ ａ］ 上有解 ｙ ＝ ０，且存在唯一的正解 ｙ∗，故方程（４） 有解（ｂ，０），且存在唯一的正
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解（ｘ∗，ｙ∗） ．证毕．
考虑到模型的生物学意义，有 ｘ（ ｔ） ≥０，ｙ（ ｔ） ≥０，ｚ（ ｔ） ≥０．由系统（２）的第 ４ 个方程可得

　 　 ｕ′（ ｔ） ＝ ｄ － ｄｕ（ ｔ） － μｙ（ ｔ） ≤ ｄ － ｄｕ（ ｔ） ． （５）
由式（５）、初始条件（３）和比较定理可得： ∀ｔ ≥ ０， 有

　 　 ｘ（ ｔ） ＋ ｙ（ ｔ） ＋ ｚ（ ｔ） ＝ ｕ（ ｔ） ≤ １ ＋ （ｕ（０） － １）ｅ －ｄｔ ≤ １．
令

　 　 Ｒ ＋ ＝ { ｘ ∈ Ｒ： ｘ ≥ ０ } ，
　 　 Ｒｎ

＋ ＝ { （ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ） ∈ Ｒｎ：ｘｉ ∈ Ｒ ＋， ｉ ＝ １，２，…，ｎ } 　 　 （∀ｎ ∈ Ｎ ＋），
则可定义等价系统（２）的可行域为

　 　 Ω ＝ { （ｘ，ｙ，ｚ，ｕ） ∈ Ｒ４
＋：ｕ ＝ ｘ ＋ ｙ ＋ ｚ ≤ １ } ． （６）

易知，区域 Ω 是系统（２）在满足初始条件（３）下的有意义的范围．因此，系统（２）的动力学

行为将仅在区域 Ω 内进行讨论．
研究表明，传染病模型的全局动力学行为往往取决于基本再生数［１７］，通常记为 Ｒ０ ．基本再

生数是指一个染病者进入全是易感者的种群中，在其平均染病期内所引起的继发性染病者的

人数．一般来说，当 Ｒ０ ＜ １ 时，染病者人数会不断减少直至疾病绝灭；当 Ｒ０ ＞ １ 时，染病者人数

会不断增加使得疾病持续发展成地方病．定义系统（２）的基本再生数为

　 　 Ｒ０ ＝
ｆｙ（１，０）
γ ＋ ｄ ＋ μ

． （７）

分析计算可得，对应系统（１）的基本再生数为

　 　 Ｒ０ ＝
ｆ

　
Ｉ（Ｋ，０）

γ ＋ ｄ ＋ μ
＝ Ｒ０ ．

定理 １　 在假设条件 Ｈ 下，系统（２）始终存在无病平衡点 Ｅ０ ＝ （１，０，０，１），且当Ｒ０ ≤１时，
系统（２） 仅存在无病平衡点 Ｅ０；当 Ｒ０ ＞ １时，系统（２） 还存在唯一的地方病平衡点 Ｅ∗ ＝ （ｘ∗，
ｙ∗，ｚ∗，ｕ∗）， 且满足如下关系式：

　 　

ｘ∗ ＝ １ － Ｂｙ∗，
ｆ（１ － Ｂｙ∗，ｙ∗） ／ （γ ＋ ｄ ＋ μ） － ｙ∗ ＝ ０，
ｚ∗ ＝ γｙ∗ ／ （ｄ ＋ δ），
ｕ∗ ＝ （ｄ － μｙ∗） ／ ｄ，
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（８）

式中

　 　 Ｂ ＝ ｄ２ ＋ ｄγ ＋ ｄδ ＋ ｄμ ＋ δμ
ｄ（ｄ ＋ δ）

＞ １．

证明　 令系统（２）的右端为 ０，有

　 　

ｄ（１ － ｘ） － ｆ（ｘ，ｙ） ＋ δｚ ＝ ０，
ｆ（ｘ，ｙ） － （γ ＋ ｄ ＋ μ）ｙ ＝ ０，
γｙ － （ｄ ＋ δ） ｚ ＝ ０，
ｄ － ｄｕ － μｙ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（９）

从而，在假设条件 Ｈ 下， Ｅ０ ＝ （１，０，０，１） 总是式（９）的解，即系统（２）始终存在无病平衡点．对
式（９）进行计算可得
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ｘ ＋ Ｂｙ ＝ １，
ｆ（ｘ，ｙ） ／ （γ ＋ ｄ ＋ μ） － ｙ ＝ ０，
ｚ ＝ γｙ ／ （ｄ ＋ δ），
ｕ ＝ （ｄ － μｙ） ／ ｄ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１０）

易证，若方程（１０）存在正解 Ｅ∗，则必有 ｙ∗ ∈（０，１ ／ Ｂ），且当存在唯一的 ｙ∗ ∈（０，１ ／ Ｂ） 使

得方程（１０） 成立时，则方程（１０） 存在唯一的正解 Ｅ∗ 且 Ｅ∗ ∈ Ω ．事实上，当 ｙ∗ ∈ （０，１ ／ Ｂ）
时，由式（１０） 易得，ｘ∗ ＞ ０，ｚ∗ ＞ ０ 且 ０ ＜ ｕ∗ ＜ １，即 Ｅ∗ ∈ Ω ．从而，要证地方病平衡点的存

在唯一性，转化为证明如下方程：

　 　
ｘ ＋ Ｂｙ ＝ １，
ｆ（ｘ，ｙ） ／ （γ ＋ ｄ ＋ μ） － ｙ ＝ ０{ （１１）

在区域 { （ｘ，ｙ）：０ ≤ ｘ ≤１，０ ≤ ｙ ≤１ ／ Ｂ } 内存在唯一的正解．由假设条件 Ｈ 及 Ｆ 函数类的性

质，并利用引理 １易得，若 Ｒ０ ≤１， 方程（１１）仅有解（１，０），从而系统（２）仅存在无病平衡点；若
Ｒ０ ＞ １，方程（１１） 存在唯一的正解（ｘ∗，ｙ∗），从而系统（２） 还存在唯一的地方病平衡点 Ｅ∗，
且满足关系式（８）．证毕．

２　 无病平衡点的局部稳定性

在本节中，利用线性化近似系统的特征方程和时滞系统的稳定性切换原理，研究系统（２）
的无病平衡点的局部稳定性．

定理 ２　 在假设条件 Ｈ 下，当 Ｒ０ ＜ １时，系统（２） 的无病平衡点Ｅ０ ＝ （１，０，０，１） 是全时滞

局部渐近稳定的；当 Ｒ０ ＞ １ 时，系统（２） 的无病平衡点 Ｅ０ 是不稳定的．
证明　 因为系统（２）只有 ３ 个独立方程，可得系统（２）平衡点的稳定性与如下系统等价：

　 　
ｘ′（ ｔ） ＝ ｄ（１ － ｘ（ ｔ）） － ｆ（ｘ（ ｔ － τ），ｙ（ ｔ － τ）） ＋ δｚ（ ｔ），
ｙ′（ ｔ） ＝ ｆ（ｘ（ ｔ － τ），ｙ（ ｔ － τ）） － （γ ＋ ｄ ＋ μ）ｙ（ ｔ），
ｚ′（ ｔ） ＝ γｙ（ ｔ） － （ｄ ＋ δ） ｚ（ ｔ） ．

ì

î

í

ïï

ïï

（１２）

作变换 ｘ（ ｔ） ＝ ｘ（ ｔ） － １，ｙ（ ｔ） ＝ ｙ（ ｔ），ｚ（ ｔ） ＝ ｚ（ ｔ） 代入系统（１２），并在平衡点处（０，０，０）线
性化得

　 　
ｘ′（ ｔ） ＝ － ｄｘ（ ｔ） ＋ δ ｚ（ ｔ） － ｆｘ（１，０）ｘ（ ｔ － τ） － ｆｙ（１，０）ｙ（ ｔ － τ），
ｙ′（ ｔ） ＝ － （γ ＋ ｄ ＋ μ）ｙ（ ｔ） ＋ ｆｘ（１，０）ｘ（ ｔ － τ） － ｆｙ（１，０）ｙ（ ｔ － τ），
ｚ′（ ｔ） ＝ γｙ（ ｔ） － （ｄ ＋ δ） ｚ（ ｔ） ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１３）

考虑到 ｆｘ（１，０） ＝ ０， 则线性化近似系统（１３）对应的特征方程为

　 　 Δ（λ，τ） 􀰛 （λ ＋ ｄ）（λ ＋ ｄ ＋ δ）（λ ＋ γ ＋ ｄ ＋ μ － ｆｙ（１，０）ｅ
－λτ） ＝ ０． （１４）

显然，方程（１４）有 ２ 个负实根 λ １ ＝ － ｄ，λ ２ ＝ － （ｄ ＋ δ）， 其余的根由以下方程决定：
　 　 Δ（λ，τ） 􀰛 λ ＋ γ ＋ ｄ ＋ μ － ｆｙ（１，０）ｅ

－λτ 􀰛 Ｐ（λ） ＋ Ｑ（λ）ｅ －λτ ＝ ０， （１５）
式中

　 　 Ｐ（λ） ＝ λ ＋ γ ＋ ｄ ＋ μ， Ｑ（λ） ＝ － ｆｙ（１，０） ．
当 τ ＝ ０ 时，方程（１５）仅有根 λ ３ ＝ － （γ ＋ ｄ ＋ μ）（１ － Ｒ０），则当 Ｒ０ ＜ １ 时，有 λ ３ ＜ ０，即

此时系统（１３） 的无病平衡点稳定；当 Ｒ０ ＞ １ 时，有 λ ３ ＞ ０， 即此时系统（１３）的无病平衡点不

稳定．为考察时滞对系统稳定性的影响，定义

　 　 Ｆ（ｗ） 􀰛 Ｐ（ｉｗ） ２ － Ｑ（ｉｗ） ２ ＝ ω ２ ＋ （γ ＋ ｄ ＋ μ） ２（１ － Ｒ２
０） ＝ ０，

　 　 ω ∈ Ｒ ． （１６）
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当 Ｒ０ ＜ １ 时，方程（１６）没有正实数根，由时滞系统的稳定性切换原理得［１７］，系统（１３）此
时不发生稳定性切换，即系统（１３）的无病平衡点对任意的 τ ≥ ０ 都是局部渐近稳定的；当 Ｒ０

＞ １ 时，方程（１６）仅有一个简单的正实数根，而对应的常微系统 （τ ＝ ０） 是不稳定的，故系统

（１３）此时也不发生稳定性切换，即系统（１３）的无病平衡点对任意的 τ ≥ ０ 都是不稳定的．证毕．

３　 各类平衡点的全局稳定性

本节进一步研究系统（２）的无病平衡点和地方病平衡点的全局稳定性．利用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃Ｌａ⁃
Ｓａｌｌｅ 不变集原理，通过构造适当的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函，当 Ｒ０ ＜ １ 时，证明了系统（２）的无病平衡点是

全局渐近稳定的；当 Ｒ０ ＞ １ 时，得到了系统（２）的地方病平衡点是全局渐进稳定的充分条件．
定理 ３　 在假设条件 Ｈ 下，当 Ｒ０ ＜ １ 时，系统（２）的无病平衡点 Ｅ０ ＝ （１，０，０，１） 在可行域

Ω 内是全局渐近稳定的，即疾病将最终消除，其中 Ω 由式（６）给定．
证明　 令 ϕｔ ＝ （ｘ（ ｔ ＋ θ）， ｙ（ ｔ ＋ θ）， ｚ（ ｔ ＋ θ））， θ ∈ ［ － τ，０］， 构造如下形式的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ

泛函：

　 　 Ｖ０（ϕｔ） ＝ ｙ（ ｔ） ＋ ∫ｔ
ｔ －τ
ｆ（ｘ（ ｓ），ｙ（ ｓ））ｄｓ ．

显然， Ｖ（ϕｔ） 在可行域 Ω 内是正定的．计算 Ｖ（ϕｔ） 沿着系统（１２） 对 ｔ 的导数得

　 　 Ｖ′０（ϕｔ） ＝ ｙ′（ ｔ） ＋ ｄ
ｄｔ ∫

ｔ

ｔ －τ
ｆ（ｘ（ ｓ），ｙ（ ｓ））ｄｓ ＝

　 　 　 　 ｆ（ｘ（ ｔ － τ），ｙ（ ｔ － τ）） － （γ ＋ ｄ ＋ μ）ｙ（ ｔ） ＋
　 　 　 　 ｆ（ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ）） － ｆ（ｘ（ ｔ － τ），ｙ（ ｔ － τ）） ＝
　 　 　 　 － （γ ＋ ｄ ＋ μ）ｙ（ ｔ） ＋ ｆ（ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ）） ≤
　 　 　 　 － （γ ＋ ｄ ＋ μ）ｙ（ ｔ） ＋ ｆ（１，ｙ（ ｔ）） ≤
　 　 　 　 － （γ ＋ ｄ ＋ μ）ｙ（ ｔ） ＋ ｆｙ（１，０）ｙ（ ｔ） ≤
　 　 　 　 － （γ ＋ ｄ ＋ μ）（１ － Ｒ０）ｙ（ ｔ） ．
因此，当 Ｒ０ ＜ １ 时，有 Ｖ′０（ϕｔ） ≤ ０ 在 Ω 内恒成立．令 Ｍ０ 为集合 { （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ），ｚ（ ｔ））：

Ｖ′０（ϕｔ） ＝ ０ } 的最大不变集，则Ｍ０ ＝ { （１，０，０） } 是单点集．由 Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃ＬａＳａｌｌｅ 不变集原理［１８］

得，系统（１２）的平衡点（１，０，０）是全局渐近稳定的，从而系统（２）的无病平衡点 Ｅ０ 是全局渐近

稳定的．证毕．
定理 ４　 在假设条件 Ｈ 下，当 Ｒ０ ＞ １ 时，若如下矩阵 Ｃ 是正定的，则系统（２）的地方病平

衡点 Ｅ∗ ＝ （ｘ∗，ｙ∗，ｚ∗，ｕ∗） 在 Ω 内是全局渐近稳定的，即疾病将持续存在，（ｘ∗，ｙ∗，ｚ∗，ｕ∗）
由式（８）决定，且

　 　 Ω ＝ Ω － { （ｘ，ｙ，ｚ，ｕ）： ｙ ＝ ０ } ，

　 　 Ｃ ＝
２ｄ － ３ｆ∗ｘ － ｆ∗ｙ ０ － δ

０ ２ｄ２ － ｆ∗ｘ － ３ｆ∗ｙ － γ
－ δ － γ ２ｄ１

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

，

式中

　 　 ｆ∗ｘ ＝ ｆｘ（ｘ∗，ｙ∗）， ｆ∗ｙ ＝ ｆｙ（ｘ∗，ｙ∗） ．
证明　 令 ω １（ ｔ） ＝ ｘ（ ｔ） － ｘ∗，ω ２（ ｔ） ＝ ｙ（ ｔ） － ｙ∗，ω ３（ ｔ） ＝ ｚ（ ｔ） － ｚ∗， 代入系统（１２）并在（０，

０，０）处线性化得
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ω′１（ ｔ） ＝ － ｄω １（ ｔ） ＋ δω ３（ ｔ） － ｆ∗ｘ ω １（ ｔ － τ） － ｆ∗ｙ ω ２（ ｔ － τ），

ω′２（ ｔ） ＝ － ｄ２ω ２（ ｔ） ＋ ｆ∗ｘ ω １（ ｔ － τ） ＋ ｆ∗ｙ ω ２（ ｔ － τ），
ω′３（ ｔ） ＝ γω ２（ ｔ） － ｄ１ω ３（ ｔ） ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１７）

显然，系统（２）的地方病平衡点 Ｅ∗ ＝ （ｘ∗，ｙ∗，ｚ∗，ｕ∗） 的稳定性等价于系统（１７）的零点

稳定性．令 ω ｔ ＝ （ω １（ ｔ ＋ θ），ω ２（ ｔ ＋ θ），ω ３（ ｔ ＋ θ）），θ ∈ ［ － τ，０］，定义 Ｖ１ｉ（ω ｔ） ＝ ω ２
ｉ（ ｔ），ｉ ＝ １，

２，３，计算 Ｖ１ｉ（ω ｔ） 沿着系统（１７）对 ｔ 的导数得

　 　 Ｖ′１１（ω ｔ） ＝ － ２ｄω ２
１（ ｔ） ＋ ２δω １（ ｔ）ω ３（ ｔ） －

　 　 　 　 ２ｆ∗ｘ ω １（ ｔ）ω １（ ｔ － τ） － ２ｆ∗ｙ ω １（ ｔ）ω ２（ ｔ － τ） ≤
　 　 　 　 － ２ｄω ２

１（ ｔ） ＋ ２δω １（ ｔ）ω ３（ ｔ） ＋ ｆ∗ｘ （ω ２
１（ ｔ） ＋ ω ２

１（ ｔ － τ）） ＋
　 　 　 　 ｆ∗ｙ （ω ２

１（ ｔ） ＋ ω ２
２（ ｔ － τ）），

　 　 Ｖ′１２（ω ｔ） ＝ － ２ｄ２ω ２
２（ ｔ） ＋ ２ｆ∗ｘ ω ２（ ｔ）ω １（ ｔ － τ） ＋ ２ｆ∗ｙ ω ２（ ｔ）ω ２（ ｔ － τ） ≤

　 　 　 　 － ２ｄ２ω ２
２（ ｔ） ＋ ｆ∗ｘ （ω ２

２（ ｔ） ＋ ω ２
１（ ｔ － τ）） ＋ ｆ∗ｙ （ω ２

２（ ｔ） ＋ ω ２
２（ ｔ － τ）），

　 　 Ｖ′１３（ω ｔ） ＝ ２γω ２（ ｔ）ω ３（ ｔ） － ２ｄ１ω ２
３（ ｔ） ．

定义

　 　 Ｖ１４（ω ｔ） ＝ ２ｆ∗ｘ ∫ｔ
ｔ －τ

ω ２
１（ ｓ）ｄｓ ＋ ２ｆ∗ｙ ∫ｔ

ｔ －τ
ω ２

２（ ｓ）ｄｓ，

计算 Ｖ１ｉ（ω ｔ）（ ｉ ＝ １，２，３） 沿着系统（１７）对 ｔ 的导数得

　 　 Ｖ′１４（ω ｔ） ＝ ２ｆ∗ｘ （ω ２
１（ ｔ） － ω ２

１（ ｔ － τ）） ＋ ２ｆ∗ｙ （ω ２
２（ ｔ） － ω ２

２（ ｔ － τ）） ．
综上，构造如下形式的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函：
　 　 Ｖ１（ω ｔ） ＝ Ｖ１１（ω ｔ） ＋ Ｖ１２（ω ｔ） ＋ Ｖ１３（ω ｔ） ＋ Ｖ１４（ω ｔ） ．
显然， Ｖ１（ω ｔ） 是正定的，计算 Ｖ１（ω ｔ） 沿着系统（１７）对 ｔ 的导数得

　 　 Ｖ′１（ω ｔ） ≤－ （２ｄ － ３ｆ∗ｘ － ｆ∗ｙ ）ω ２
１（ ｔ） － （２ｄ２ － ｆ∗ｘ － ３ｆ∗ｙ ）ω ２

２（ ｔ） －
　 　 　 　 ２ｄ１ω ２

３（ ｔ） ＋ ２δω １（ ｔ）ω ３（ ｔ） ＋ ２γω ２（ ｔ）ω ３（ ｔ） ＝
　 　 　 　 － （ω １（ ｔ），ω ２（ ｔ），ω ３（ ｔ））Ｃ（ω １（ ｔ），ω ２（ ｔ），ω ３（ ｔ）） Ｔ ．
由矩阵 Ｃ 的正定性可得，Ｖ′１（ω ｔ） 是负定的．令 Ｍ１ 为集合 { （ω １（ ｔ），ω ２（ ｔ），ω ３（ ｔ））：Ｖ′１（ω ｔ）

＝ ０ } 的最大不变集，则Ｍ１ ＝ { （０，０，０） } 是单点集．由 Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃ＬａＳａｌｌｅ 不变集原理［１８］得，系统

（１７）的平衡点（０，０，０）是全局渐近稳定的，从而系统（２）的地方病平衡点 Ｅ∗ 在 Ω 内是全局渐

近稳定的．证毕．
推论 １　 在假设条件 Ｈ 下，若 Ｒ０ ＞ １，且常数 Ｃ１ ＞ ０，Ｃ２ ＞ ０，２ｄ１Ｃ１Ｃ２ － Ｃ１γ ２ － Ｃ２δ ２ ＞ ０，

则系统（２） 的地方病平衡点 Ｅ∗ 在 Ω 内是全局渐近稳定的，其中

　 　 Ｃ１ ＝ ２ｄ － ３ ｆ
　

ｘ － ｆ
　

ｙ， Ｃ２ ＝ ２ｄ２ － ｆ
　

ｘ － ３ ｆ
　

ｙ，
式中

　 　 ｆ
　

ｘ ＝ ｆｘ（０，１ ／ Ｂ）， ｆ
　

ｙ ＝ ｆｙ（１，０） ．
证明　 由于 （ｘ，ｙ） ∈ Ｕ 时，有 ｆｘｘ（ｘ，ｙ） ≤ ０， ｆｘｙ（ｘ，ｙ） ≥ ０， ｆｙｙ ≤ ０；又由于 ｘ∗ ∈ （０，１），

ｙ∗ ∈（０，１ ／ Ｂ），从而 ｆｘ（ｘ∗，ｙ∗） ≤ ｆｘ（０，１ ／ Ｂ）， ｆｙ（ｘ∗，ｙ∗） ≤ ｆｙ（１，０），因此２ｄ － ３ｆ∗ｘ － ｆ∗ｙ ≥Ｃ１，
２ｄ２ － ｆ∗ｘ － ３ｆ∗ｙ ≥ Ｃ２ ．不妨设 ２ｄ － ３ｆ∗ｘ － ｆ∗ｙ ＝ Ｃ１ ＋ ΔＣ１，２ｄ２ － ｆ∗ｘ － ３ｆ∗ｙ ＝ Ｃ２ ＋ ΔＣ２，则 ΔＣ１ ≥
０，ΔＣ２ ≥ ０．

由 Ｃ１ ＞ ０，Ｃ２ ＞ ０ 与 ２ｄ１Ｃ１Ｃ２ － Ｃ１γ ２ － Ｃ２δ ２ ＞ ０，可得
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　 　 ２ｄ１Ｃ１Ｃ２ ＞ Ｃ１γ ２ ＋ Ｃ２δ ２ ≥ Ｃ１γ ２， ２ｄ１Ｃ１Ｃ２ ＞ Ｃ１γ ２ ＋ Ｃ２δ ２ ≥ Ｃ２δ ２，
　 　 Ｃ１ ＋ ΔＣ１ ＞ ０， Ｃ２ ＋ ΔＣ２ ＞ ０．

从而 ２ｄ１Ｃ２ ＞ γ ２，２ｄ１Ｃ１ ＞ δ ２，故矩阵 Ｃ 的 ２ 阶主子式为（Ｃ１ ＋ ΔＣ１）（Ｃ２ ＋ ΔＣ２） ＞ ０， 其 ３ 阶

主子式为

　 　 ｄｅｔ（Ｃ） ＝ ２ｄ１（Ｃ１ ＋ ΔＣ１）（Ｃ２ ＋ ΔＣ２） － （Ｃ１ ＋ ΔＣ１）γ ２ － （Ｃ２ ＋ ΔＣ２）δ ２ ＝
　 　 　 　 （２ｄ１Ｃ１Ｃ２ － Ｃ１γ ２ － Ｃ２δ ２） ＋ ΔＣ１（２ｄ１Ｃ２ － γ ２） ＋
　 　 　 　 ΔＣ２（２ｄ１Ｃ１ － δ ２） ＋ ２ｄ１ΔＣ１ΔＣ２ ＞ ０．

因此，矩阵 Ｃ是正定的，满足定理 ４的条件，从而系统（２） 的地方病平衡点 Ｅ∗ 在Ω内是全局渐

近稳定的．证毕．

４　 结 束 语

传染病的传播是一个很复杂、涉及因素多的生物现象，需要将其简化并建立基本模型，然
后利用微分方程理论研究模型的动力学行为．本文研究了一类非线性时滞 ＳＩＲＳ 传染病模型，
该模型既考虑了具有常数输入率的人口统计效应，又考虑了不容忽略的时滞因素与更符合实

际的非线性发生率，比一般的传染病模型考虑的因素更多，也更复杂．从而，该模型能更精准地

描述也更加贴近实际，能更好地反映人口变化和疾病的传播机理，具有重要的生物学意义．通
过理论分析，得到了模型的基本再生数 Ｒ０、 无病平衡点的始终存在性和地方病平衡点的存在

唯一性．通过分析对应的线性化近似系统的特征方程，利用时滞系统的稳定性切换原理，证明

了模型的无病平衡点的全时滞局部稳定性．利用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃ＬａＳａｌｌｅ 不变集原理，若 Ｒ０ ＜ １，证明

了模型的无病平衡点是全局渐近稳定的，即疾病将最终消除；若 Ｒ０ ＞ １， 证明了在一定条件

下，模型的地方病平衡点是全局渐近稳定的，即疾病将持续存在．通过增强人们的防病意识、切
断传播途径及提高卫生条件、医疗水平等有力的措施以控制疾病的发生率和增加染病者的康

复率．调控 Ｒ０ 使之小于 １，能避免传染病持续发展成地方病，从而最大限度地减少疾病带来的

损失．因此，本文的研究成果能为人们科学有效地预防和控制传染病的传播提供极具价值的理

论依据，并且对其它类型传染病模型的研究具有一定的借鉴意义．
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５１１１一类具有非线性发生率的时滞传染病模型的全局稳定性
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