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摘要：　 海洋表面波的 ３⁃波至 ５⁃波约化 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程由于其对称多项式简化结构以及保能量等独

特优点，得到广泛应用．但是，据相关近似假设，其适用范围局限于波陡很小的弱非线性波．于是进

一步探讨下述推广问题： 对一定范围内的有限幅非线性波，在足够精确意义上是否也能获得具对

称多项式简化结构的约化 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程？ 由于涉及复杂非线性强耦合，在该重要方面至今尚未取

得进展．提出基于 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ（切比雪夫）多项式逼近处理精确水波方程强非线性耦合的新简化途

径，导出具对称多项式简化结构的新约化 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程．新结果将波数与波陡之积为小量的弱非线

性情形拓广到该积直至 １．０３５ 的非线性情形．分析表明，在该范围内新结果的误差不超过 ５％，特
别，当前述积邻近于 ０．９ 时新结果给出精确结果．
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引　 　 言

深入了解并定量表征海面波浪的动力学行为有多方面重要意义，这激发了近些年来人们

对非线性海洋表面波的兴趣［１⁃５］ ．Ｚａｋｈａｒｏｖ［６］ 以及 Ｚａｋｈａｒｏｖ 和 Ｋｈａｒｉｔｏｎｏｖ［７］ 分别在无限深度和

有限深度情形首次给出了海洋表面波的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 表述；之后，Ｍｉｌｅｓ［８］ 给出基于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理

的另一表述．按照 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 表述，理想流体无旋表面波的演化方程由一对 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 正则方程所

表征，其中的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 量是波的总能量，广义坐标是自由表面位移，广义动量则是自由表面速

度势．Ｈａｍｉｌｔｏｎ 表述将表面水波动力学行为的本质特征纳入其独特的正则对称结构，为研究表

面水波演化的动力学行为开辟了一条有效途径．
由于涉及高度复杂的非线性强耦合，处理精确意义上的水波动力学方程十分困难．通常，

可在一定的近似条件下简化精确水波方程，导出在一定范围内适用的约化方程，从而基于后者
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研究表面水波的动力学行为．在此意义上，许多学者基于各种简化途径做了大量研究，取得了

许多重要成果，其中一些代表性工作参见文献［９⁃２１］．特别地，在波数与波陡之积为小量的近

似假设下，基于 Ｔａｙｌｏｒ 级数展开，可从精确意义上的非线性强耦合水波方程导出 ３⁃波直至 ５⁃波
约化 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 正则方程［９⁃１０］ ．该方程由于其对称多项式简化结构以及保证能量守恒等优点，得
到广泛应用．

由于相关近似假设，上述广泛应用的约化 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 水波方程只适用于波陡很小的弱非线

性情形．然而，在各种现实情形下，海面波浪可表现出远不同于弱非线性的非线性特征．例如，
波流反向流动时波峰可变得更高和陡峭，波谷变得更低而平坦，在此情形下波浪的非线性特征

由于增强而变得更为突出．原则上，超出弱非线性范畴在更广泛意义上的非线性水波由精确水

波方程所表征．如前所述，后者由于非线性强耦合的高度复杂性，除某些特殊情形外难以处理．
参照关于弱非线性情形所获得的简化结果，本文进一步探讨下述推广问题： 对一定范围内的

有限幅非线性波，在足够精确意义上是否也能获得具对称多项式简化结构的约化 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 演

化方程？
目前，在上述重要方面尚未取得进展．本文将提出处理精确水波方程非线性强耦合的新简

化途径，导出具对称多项式简化结构的新约化 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程．新结果将波数与波陡之积为小量

的弱非线性情形拓广到该积直至约 １．０３５ 的非线性情形．分析表明，在该范围内新结果的误差

不超过 ５％，且当前述积邻近于 ０．９ 时给出精确结果．本文主要内容如下：第 １ 节简述精确意义

上水波演化方程的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 表述及其在弱非线性情形的约化形式；第 ２ 节引入基于 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ
多项式逼近的新简化途径，处理精确水波方程的非线性耦合，导出新的约化 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程；第
３ 节给出误差分析并确定适用范围；第 ４ 节讨论主要结果．

１　 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 表述及其弱非线性约化形式

考虑水平方向无界深度为 ｈ的理想无旋流体．设 ζ（ｘ，ｔ） 为静止自由表面上点 ｘ ＝ （ｘ，ｙ） 在

ｔ 时刻的竖向位移； ϕ（ｘ，ｚ，ｔ） 为在重力和表面张力影响下流体的速度势； ｚ 为铅直坐标指向朝

上， 在 ｔ时刻流体表面 ｚ ＝ ζ（ｘ，ｔ），在底边 ｚ ＝ － ｈ，于是 － ｈ≤ ｚ≤ ζ（ｘ，ｔ）；此外，ψ（ｘ，ｔ） ＝ ϕ［ｘ，
ζ（ｘ，ｔ），ｔ］ 为自由表面速度势．
１．１　 表面波的流体动力学方程

速度势 ϕ（ｘ，ｚ，ｔ） 在 － ∞ ＜ ｘ，ｙ ＜ ＋ ∞， － ｈ ＜ ｚ ＜ ζ（ｘ，ｔ） 范围内定义，须满足 Ｌａｐｌａｃｅ 方程

　 　 Ñ
２ϕ ＋ ∂２ϕ ／ ∂ｚ２ ＝ ０　 　 （ － ｈ ≤ ｚ ≤ ζ（ｘ，ｔ））， （１）

以及底边条件

　 　 ∂ϕ ／ ∂ｚ ＝ ０　 　 （ ｚ ＝ － ｈ） （２）
和自由表面条件［９⁃１０］

　 　 ∂ζ ／ ∂ｔ ＋ （Ñψ）·（Ñζ） － ｖ（１ ＋ Ñζ ２） ＝ ０， （３）
　 　 ∂ψ ／ ∂ｔ ＋ ｇζ ＋ ０．５ Ñψ ２ － ０．５ｖ２（１ ＋ Ñζ ２） ＝ ０． （４）

上列各式中， ｇ 为重力加速度， Ñ＝ （∂ｘ，∂ｙ） 和Ñ
２ ＝ （∂ｘｘ，∂ｙｙ） 分别为二维水平面上梯度算符和

Ｌａｐｌａｃｅ 算符；此外， ｖ ＝ ｖ（ｘ，ｔ） 为表面速度的竖向分量，即
　 　 ｖ ＝ （∂ϕ ／ ∂ｚ） ｜ ｚ ＝ ζ（ｘ，ｔ） ．

由 Ｌａｐｌａｃｅ 方程（１）和底边条件（２）经由 Ｆｏｕｒｉｅｒ（傅立叶）变换可将速度势用一个波矢函数
χ（ｋ，ｔ） 的下述积分形式表出：
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　 　 ϕ（ｘ，ｚ，ｔ） ＝ １
２π ∫χ（ｋ，ｔ）［ｃｏｓｈ（ ｋ （ ｚ ＋ ｈ）） ／ ｓｉｎｈ（ ｋ ｈ）］ｅｉｋ·ｘｄｋ ． （５）

于是，表面速度势 ψ 和表面速度竖向分量 ｖ 可由函数 χ（ｋ，ｔ） 和表面位移 ζ 给出如下：

　 　 ψ（ｘ，ｔ） ＝ １
２π ∫χ（ｋ，ｔ）［ｃｏｓｈ（ ｋ （ζ ＋ ｈ）） ／ ｓｉｎｈ（ ｋ ｈ）］ｅｉｋ·ｘｄｋ， （６）

　 　 ｖ（ｘ，ｔ） ＝ １
２π ∫ ｋ χ（ｋ，ｔ）［ｓｉｎｈ（ ｋ （ζ ＋ ｈ）） ／ ｓｉｎｈ（ ｋ ｈ）］ｅｉｋ·ｘｄｋ， （７）

其中， ｋ ＝ （ｋｘ，ｋｙ） 为水平波矢，其值 ｋ ＝ （ｋｘ） ２ ＋ （ｋｙ） ２ 为波数．上述以及后继给出的关于波

矢的积分范围从－∞到＋∞ ．
上述方程是表面水波动力学的标准表述，参见文献［９⁃１０］．

１．２　 Ｈａｍｉｌｔｏｎ表述

式（６）、（７）和式（３）、（４）共同给出表面水波演化方程的精确流体动力学表述．进一步的

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 表述归功于 Ｚａｋｈａｒｏｖ［６］的开创性工作及其后继发展．按照该表述，表面水波演化的动

力学可由关于正则共轭变量对 （ζ，ψ） 的一对 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 正则方程表征（例如，参见文献［６］）：

　 　 ∂ζ（ｘ，ｔ）
∂ｔ

＝ δＥ
δψ（ｘ，ｔ）

， ∂ψ（ｘ，ｔ）
∂ｔ

＝ － δＥ
δζ（ｘ，ｔ）

． （８）

其中 δ（） 表示泛函导数， Ｅ为流体的总能量，Ｅ ＝ Ｋ ＋ Ｐ，即动能 Ｋ与势能 Ｐ 的和．后两者由下式

给出：

　 　 Ｋ ＝ １
２ ∫ ∫

ζ

－ｈ
（Ñϕ） ２ ＋ ∂ϕ

∂ｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
êê

ù

û
úú ｄｚｄｘ， （９）

　 　 Ｐ ＝ １
２ ∫ζ ２ｄｘ ＋ γ∫{ ［１ ＋ Ñζ ２］ １ ／ ２ － １ } ｄｘ， （１０）

其中， γ 为表面张力系数，关于 ｘ 的积分范围遍及整个水平面．
Ｈａｍｉｌｔｏｎ 量即总能量 Ｅ 可经由下述途径表为正则共轭变量对表面位移 ζ 和表面速度势 ψ

的泛函：从方程（６） 将波矢函数 χ（ｋ，ｔ） 作为积分方程解表为表面速度势 ψ 和表面位移 ζ 的

Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换的函数，然后将此解代入式（５）和式（９）、（１０）．
１．３　 弱非线性 ３⁃波和 ４⁃波约化形式

由于高度复杂的非线性强耦合，前述精确意义上的表面水波演化方程难以处理．然而，可
在一定近似情形下简化这些精确表面水波方程，导出其约化形式，从而从后者获得系统性结

果．最简单情形为波陡 ζ 为无穷小量的线性表面波．这时可引入下述近似：
　 　 ｃｏｓｈ（ ｋ （ζ ＋ ｈ）） ＝ ｃｏｓｈ（ ｋ ｈ），
　 　 ｓｉｎｈ（ ｋ （ζ ＋ ｈ）） ＝ ｓｉｎｈ（ ｋ ｈ） ．

将精确表面波方程线性化，从而导出关于线性表面波的约化方程．
进一步的工作考虑波数与波陡之积 ｋ ζ 为小量但非无穷小的所谓弱非线性情形．业已发

现［９⁃１０］，对该情形可引入简化途径近似处理精确表面波方程的非线性耦合，从而导出 ４ 次多项

式形式的 ４⁃波约化方程．该简化途径的主要步骤如下：
􀃠 对小量 ｋ ζ， 引入下述 Ｔａｙｌｏｒ 级数近似：
　 　 ｃｏｓｈ（ ｋ ζ） ＝ １ ＋ ０．５（ ｋ ζ） ２， ｓｉｎｈ（ ｋ ζ） ＝ ｋ ζ， （１１）

分别替换式（６）、（７）中的双曲正弦和双曲余弦函数；
􀃡 然后将替换后积分中出现的每个幂函数 ζｍ 代换为关于 ｍ 个 ζ∗ 乘积的重积分；
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􀃢 将如此得到的两个表达式进行关于水平坐标 ｘ 的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换；
􀃣 从变换后的表达式之一经由迭代求解将波矢函数 χ（ｋ，ｔ） 表为关于 ζ∗ 和 ψ∗ 的多重积

分之和，然后将 ｖ∗ 也表为后两者的多重积分之和．
关于这些步骤及相关结果的进一步讨论将在下节给出．
在上述以及后继发展中， ζ∗ 和 ψ∗ 分别是 ζ 和 ψ 的关于 ｘ 的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换，即

　 　 ζ（ｘ，ｔ） ＝ １
２π ∫ζ∗（ｋ，ｔ）ｅｉｋ·ｘｄｋ，　 　 ζ∗（ｋ，ｔ） ＝ ζ

－∗（ － ｋ，ｔ）， （１２）

　 　 ψ（ｘ，ｔ） ＝ １
２π ∫ψ∗（ｋ，ｔ）ｅｉｋ·ｘｄｋ， ψ∗（ｋ，ｔ） ＝ ψ

－ ∗（ － ｋ，ｔ）， （１３）

其中上划线表示复共轭．
基于前述简化途径和步骤， Ｓｔｉａｓｓｎｉｅ 和 Ｓｈｅｍｅｒ ［１１］从方程（３）、 （４）和（６）、 （７）导出弱非

线性表面水波的 ４⁃波约化方程以及修正的 Ｚａｋｈａｒｏｖ 型方程并应用这些方程分析了波列的线

性稳定性问题．此外， 早期结果给出 ３⁃波约化方程［６］ ．后继分析表明， 这些结果不必保证能量

守恒［１１］ ．
进一步工作指出，上述能量不守恒问题起因于约化方程中的多项式积分核的非对称性，可

经由基于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变换的对称化步骤予以消除．基于此理解以及前述简化途径，Ｋｒａｓｉｔｓｋｉｉ［９⁃１０］

导出具对称多项式积分核的 ３⁃波至 ５⁃波约化 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程．这些方程的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 正则对称结

构自动保证能量守恒，且该性质在正则变换下保持不变，该方面的进一步结果参见前述文献以

及 Ｚａｋｈａｒｏｖ，Ｍｕｓｈｅｒ 等［１２］和 Ｊａｎｓｓｅｎ［１３］等．

２　 新简化途径与新约化 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程

至今所获得的表面水波约化方程适用于波陡很小的弱非线性情形．双曲正弦和双曲余弦

函数 ｓｉｎｈ（ ｋ ζ） 和 ｃｏｓｈ（ ｋ ζ） 在 ｋ ζ ＝ ０ 邻域的幂级数近似（参见式（１１））是它们的共同出

发点．由该近似可导出约化方程的关键在于幂函数 （ ｋ ζ）ｍ 的引入可将式（６）、（７） 中的积分

简化为 ｍ 个 ζ∗ 的乘积的显式重积分（详情在后文中给出）．
上述理解启发下述新简化途径：寻求在更大范围内有效的多项式，取代在 ０ 点邻域的 Ｔａｙ⁃

ｌｏｒ 近似式（１１），逼近双曲正弦和双曲余弦函数 ｓｉｎｈ（ ｋ ζ） 和 ｃｏｓｈ（ ｋ ζ） ．如果该想法是可

能的，则可获得超出弱非线性情形的非线性表面水波的新约化 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程．
上述想法可由 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多项式逼近予以实现．新简化途径的出发点基于下述 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ

逼近：
　 　 ｃｏｓｈ ｋ ζ( ) ＝ １ ＋ （ｃｏｓｈ ０．９ － １）（ ｋ ζ ／ ０．９） ２， （１４）

　 　 ｓｉｎｈ（ ｋ ζ） ＝ ｓｉｎｈ ０．９
０．９

ｋ ζ ． （１５）

上述两式分别给出双曲余弦和双曲正弦函数在区间 －１．８ ／ ３ ，１．８ ／ ３[ ] 的 ２ 次和 １ 次 Ｃｈｅｂｙ⁃
ｓｈｅｖ 多项式逼近．不同于 Ｔａｙｌｏｒ 逼近式（１１），这些逼近不再限于 ｋ ζ 很小的弱非线性情形．有
关它们的详细性质，包括 ０ 点，逼近精度以及适用范围等将在下节给出．

下面将基于式（１４）、（１５），应用 １．３ 小节所述的简化步骤导出新的约化 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程．
为简便计算，引进下述压缩符号：带下标符号 ｋ ｊ 表示波矢变量，下标 ｊ取值 ０，１，２，…，特别

地，让 ｋ０ ＝ ｋ； 进一步地，引入波矢函数的如下简化表示：
　 　 ω ｊ ＝ ω（ｋ ｊ，ｔ）， Ｋ（ｎ）

０，１，２ ＝ Ｋ（ｎ）（ｋ，ｋ１，ｋ２）， δ ０－１－２ ＝ δ（ｋ － ｋ１ － ｋ２），
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等等；此外， ｋ －ｊ 表示与 ｋ ｊ 方向相反的波矢变量，微分使用缩写： ｄｋ０ ＝ ｄｋ，ｄｋ０１２ ＝ ｄｋｄｋ１ｄｋ２， …；
积分符号表示相应的多重积分，积分限从－∞到＋∞ ．

结果分 ３ 步导出：
第 １步　 从方程（６）导出经由 ψ∗ 和 ζ∗ 表示的波矢函数 χ ．用新逼近式（１４）、（１５）替换式

（６）中的双曲正弦和双曲余弦函数，循 １．３ 小节所述简化步骤􀃡和􀃢可推出：

　 　 ψ∗
０ ＝ ｃｏｔｈ（ ｋ ｈ）χ ０ ＋ ｓｉｎｈ ０．９

０．９
１
２π ∫ ｋ１

χ
１ζ∗

２ δ ０－１－２ｄｋ１２ ＋

　 　 　 　 ｃｏｓｈ ０．９ － １
（０．９） ２

１
（２π） ２ ∫ ｋ１

２ｃｏｔｈ（ ｋ１ ｈ）χ １ζ∗
２ ζ∗

３ δ ０－１－２－３ｄｋ１２３ ． （１６）

然后对上式循环迭代直至 ３ 阶项，并通过适当的对称化得到

　 　 χ
０ ＝ ｔａｎｈ（ ｋ ｈ） ψ∗

０ － １
２π ∫ａ１ｑ１ψ∗

１ ζ∗
２ δ ０－１－２ｄｋ１２

é

ë
êê －

　 　 　 　
１

（２π） ２ ∫χ （３）
０，１，２，３ψ∗

１ ζ∗
２ ζ∗

３ δ ０－１－２－３ｄｋ１２３
ù

û
ú
ú ， （１７）

其中

　 　 χ （３）
０，１，２，３ ＝ ａ２ ｋ１

２ － １
２

ａ２
１（ｑ１ｑ０－２ ＋ ｑ１ｑ０－３）， （１８）

　 　 ａ１ ＝ ｓｉｎｈ ０．９
０．９

， ａ２ ＝ ｃｏｓｈ ０．９ － １
（０．９） ２ ， （１９）

　 　 ｑ（ｋ） ＝ ｋ ｔａｎｈ（ ｋ ｈ） ． （２０）
第 ２步　 导出经由 ψ∗ 和 ζ∗ 表示的动能和势能．首先， 将式（５）代入动能表达式（９）可以

推出：

　 　 １
２ ∫ ∫

ζ

－ｈ
（Ñϕ） ２ ＋ ∂ϕ

∂ｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
êê

ù

û
úú ｄｚｄｘ ＝

　 　 　 　
－ １

２（２π） ２ ∫∫∫［（ｋ·ｋ１） Ｉ
＋ － ｋ ｋ１ Ｉ －］χ（ｋ）χ（ｋ１）ｅｉ（ｋ＋ｋ１）ｘｄｋｄｋ１ｄｘ， （２１）

其中

　 　 Ｉ ±＝ ｎｓｉｎｈ［ｍ（ｈ ＋ ζ）］ ± ｍｓｉｎｈ［ｎ（ｈ ＋ ζ）］
ｍｎ［ｃｏｓｈ（ｍｈ） － ｃｏｓｈ（ｎｈ）］

，

　 　 ｍ ＝ ｋ ＋ ｋ１ ， ｎ ＝ ｋ － ｋ１ ． （２２）
将式（２２）的分子用变量分别为 ｋ ζ 和 ｋ１ ζ 的双曲正弦和双曲余弦函数表示，代入逼近式

（１４）、（１５），将所得结果代入式（２１）得到下述表达式：

　 　 Ｋ ＝ １
２（２π） ∫ ｋ ｃｏｔｈ（ ｋ ｈ）χ

－
０
χ
０ｄｋ０ － １

２（２π） ２ ∫Ｋ（３）
０，１

χ
０
χ
１ζ∗

２ δ ０＋１＋２ｄｋ０１２ －

　 　 　 　 １
２（２π） ３ ∫Ｋ（４）

０，１
χ
０
χ
１ζ∗

２ ζ∗
３ δ ０＋１＋２＋３ｄｋ０１２３， （２３）

其中， χ 由式（１７）给出，而系数给出如下：
　 　 Ｋ（３）

０，１ ＝ ａ１ｃｏｔｈ（ ｋ ｈ）ｃｏｔｈ（ ｋ１ ｈ）［（ｋ·ｋ１） － ｑ０ｑ１］， （２４）
　 　 Ｋ（４）

０，１ ＝ ａ２ｃｏｔｈ（ ｋ ｈ）ｃｏｔｈ（ ｋ１ ｈ） ×
　 　 　 　 { ［（ｋ·ｋ１） － ｋ１

２］ｑ０ ＋ ［（ｋ·ｋ１） － ｋ ２］ｑ１ } ． （２５）
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其次，导出经由 ζ∗ 表出的势能 Ｐ （参见式（１０））．为此，应用下述 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 逼近：

　 　 １ ＋ Ñζ ２ ＝ １ ＋ ０．２５（ ５ ＋ １）［（ ２ － １） Ñζ ２（２ Ñζ ２ － ３ ＋ ５ ） ＋

　 　 　 　 （１ ＋ ５ － １０ ＋ ２ ５ ） Ñζ ２（ Ñζ ２ － １）］ ． （２６）
上式右边是左边平方根函数在区间［ －１ ／ ｃｏｓ（π ／ １０），１ ／ ｃｏｓ（π ／ １０）］上的 ４ 次 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 逼近

多项式．将上述逼近代入式（１０）得到

　 　 Ｐ ＝ １
２（２π） ∫Ｐ（１）

０ ζ
－∗
０ ζ∗

０ ｄｋ０ ＋ ∫Ｐ（４）
０，１，２，３ζ∗

０ ζ∗
１ ζ∗

２ ζ∗
３ δ ０＋１＋２＋３ｄｋ０１２３， （２７）

其中

　 　 Ｐ（１）
０ ＝ ｇ ＋ ２γｄ１ ｋ０

２， （２８）

　 　 Ｐ（４）
０，１，２，３ ＝

γｄ２

３（２π） ３［（ｋ·ｋ１）（ｋ２·ｋ３） ＋ （ｋ·ｋ２）（ｋ１·ｋ３） ＋ （ｋ·ｋ３）（ｋ１·ｋ２）］， （２９）

　 　 ｄ１ ＝ － ０．２５（ ５ ＋ １）［（ ２ － １）（３ － ５ ） ＋ （１ ＋ ５ － １０ ＋ ２ ５ ）］， （３０）

　 　 ｄ２ ＝ ０．２５（ ５ ＋ １）［２（ ２ － １） ＋ （１ ＋ ５ － １０ ＋ ２ ５ ）］ ． （３１）
于是，由式（２３）和（２７）得到 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 量如下：

　 　 Ｅ ＝ １
２（２π） ∫ ｋ ｃｏｔｈ（ ｋ ｈ）χ

－
０
χ
０ｄｋ０ － １

２（２π） ２ ∫Ｋ（３）
０，１

χ
０
χ
１ζ∗

２ δ ０＋１＋２ｄｋ０１２ －

　 　 　 　 １
２（２π） ３ ∫Ｋ（４）

０，１
χ
０
χ
１ζ∗

２ ζ∗
３ δ ０＋１＋２＋３ｄｋ０１２３ ＋ １

２（２π） ∫Ｐ（１）
０ ζ

－∗
０ ζ∗

０ ｄｋ０ ＋

　 　 　 　 ∫Ｐ（４）
０，１，２，３ζ∗

０ ζ∗
１ ζ∗

２ ζ∗
３ δ ０＋１＋２＋３ｄｋ０１２３ ． （３２）

第 ３步　 将 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 正则方程（８）进行 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换，代入所得到的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 量给出下述

方程：

　 　
∂ζ·０^
∂ｔ

＝ １
２π ∫ ｋ ｃｏｔｈ（ ｋ ｈ）χ ０

δ χ－
０

δψ
－ ∗

０

ｄｋ － １
４π ２ ∫Ｋ（３）

１，－０

δ χ－
０

δψ
－ ∗

０

χ
１ζ∗

２ δ ０－１－２ｄｋ０１２ －

　 　 　 　 １
８π ３ ∫Ｋ（４）

１，－０

δ χ－
０

δψ
－ ∗

０

χ
１ζ∗

２ ζ∗
３ δ ０－１－２－３ｄｋ０１２３， （３３）

　 　
∂ψ·

０^

∂ｔ
＝ － １

２π ∫ ｋ ｃｏｔｈ（ ｋ ｈ）χ ０

δ χ－
０

δζ
－∗
０

ｄｋ ＋

　 　 　 　 １
４π ２ ∫ Ｋ（３）

１，－０

δ χ－
０

δζ
－∗
０

χ
１ζ∗

２ ＋ １
２

Ｋ（３）
２，１

χ
１
χ
２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ δ ０－１－２ｄｋ０１２ ＋

　 　 　 　 １
８π ３ ∫ Ｋ（４）

１，－０

δ χ－
０

δζ
－∗
０

χ
１ζ∗

２ ζ∗
３ ＋ Ｋ（４）

２，１
χ
１
χ
２ζ∗

３
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ δ ０－１－２－３ｄｋ１２３ －

　 　 　 　 １
２π

Ｐ（１）
０ ζ∗

０ － ４∫Ｐ（４）
－０，１，２，３ζ∗

１ ζ∗
２ ζ∗

３ δ ０－１－２－３ｄｋ０１２３ ． （３４）

其中关于 χ－
０ 的两个泛函导数从式（１７）导出， 结果如下：

　 　 ｃｏｔｈ（ ｋ ｈ）
δ χ－

０^

δψ
－ ∗

０

＝ δ（ｋ － ｋ） －
ａ１

２π ∫ｑ（ｋ）ζ
－∗（ｋ１）δ ０－ ０^－ １^ｄｋ１ －
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　 　 　 　 １
４π ２ ∫χ （３）

０，０^，１^，２^ζ
－∗（ｋ１）ζ

－∗（ｋ２）δ ０－ ０^－ １^－ ２^ｄｋ１ｄｋ２， （３５）

　 　 ｃｏｔｈ（ ｋ ｈ）
δ χ－

０^

δζ
－∗
０

＝ －
ａ１

２π ∫ｑ（ｋ）ψ
－ ∗（ｋ１）δ ０－ ０^－ １^ｄｋ１ －

　 　 　 　 １
４π ２ ∫χ （３）

０，０^，１^，２^ψ
－ ∗（ｋ１）ζ

－∗（ｋ２）δ ０－ ０^－ １^－ ２^ｄｋ１ｄｋ２ ． （３６）

在式（３３） ～ （３６）中引入下述记号：

　 　 χ－
０^ ＝ χ－（ｋ，ｔ），

　 　 χ－ （３）
０，０^，１^，２^

＝ χ－ （３）（ｋ，ｋ，ｋ１，ｋ２），
　 　 δ ０，０^，１^ ＝ δ（ｋ － ｋ － ｋ１），
　 　 δ ０，０^，１^，２^ ＝ δ（ｋ － ｋ － ｋ１ － ｋ２） ．
如前所述， 基于式（１１）的 Ｔａｙｌｏｒ 近似适用于 ｋ ζ 很小的弱非线性情形， 其对应的约化

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程参见 Ｋｒａｓｉｔｓｋｉｉ［９］ 以及稍后给出的式（３７）、（３８）．基于 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 逼近式（１４）、
（１５）的新约化 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程式（３３） ～ （３６）适用于更广泛情形．下面说明对 ｋ ζ 很小的弱非

线性情形，所导出的新方程式（３７）、（３８）将给出弱非线性情形的相同形式结果，从而将后者纳

入特殊情形．
事实上，将式（３５）、（３６）代入式（３３）、（３４），略去 ３ 阶以上高阶项并经合并以及对称化步

骤后，最终可获得弱非线性情形的约化 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程如下：

　 　
∂ζ∗

０

∂ｔ
－ １
２π

ｑ０ψ∗
０ ＝

　 　 　 　 ２∫Ｋ（３）
－０，１，２ψ∗

１ ζ∗
２ δ ０－１－２ｄｋ１２ ＋ ２∫Ｋ（４）

－０，１，２，３ψ∗
１ ζ∗

２ ζ∗
３ δ ０－１－２－３ｄｋ１２３， （３７）

　 　
∂ψ∗

０

∂ｔ
＋ １
２π

Ｐ（１）
０ ζ∗

０ ＝

　 　 　 　 － ∫Ｋ（３）
１，２，－０ψ∗

１ ψ∗
２ δ ０－１－２ｄｋ１２ － ２∫Ｋ（４）

１，２，３，－０ψ∗
１ ψ∗

２ ζ∗
３ δ ０－１－２－３ｄｋ１２３ －

　 　 　 　 ４∫Ｐ（４）
１，２，３，－０ζ∗

１ ζ∗
２ ζ∗

３ δ ０－１－２－３ｄｋ１２３， （３８）

其中

　 　 Ｋ（３）
０，１，２ ＝ －

ａ１

２（２π） ２［（ｋ·ｋ１） ＋ ｑ０ｑ１］， （３９）

　 　 Ｋ（４）
０，１，２，３ ＝ － １

２（２π） ３［２ａ２ ｋ１
２ｑ０ － ａ２

１（ｑ０＋２ ＋ ｑ０＋３）ｑ０ｑ１］ －

　 　 　 　
ａ２

２（２π） ３［（ｋ·ｋ１）ｑ０ － ｋ１
２ｑ０ ＋ （ｋ·ｋ１）ｑ１ － ｋ ２ｑ１］ ＋

　 　 　 　
ａ２

１

８（２π） ３［ － ２ ｋ ２ｑ１ ＋ ２（ｋ·ｋ１）ｑ１ － ２ ｋ１
２ｑ０ ＋

　 　 　 　 ２（ｋ·ｋ１）ｑ０ － （ｑ１＋２ ＋ ｑ１＋３ ＋ ｑ０＋２ ＋ ｑ０＋３）ｑ０ｑ１］ ． （４０）
方程式（３７）、（３８）与现有结果一致［９］ ．另一方面，将正则共轭变量对 ζ∗ 和 ψ∗ 组合成 １ 个复变
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量，则上述共轭方程对可进一步表示为关于该复变量的单个 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程，其中的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
量表为该量及其复共轭的多项式形式泛函．

上述分析表明，新约化 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程适用于更广泛情形，且当 ｋ ζ很小时，给出与已有弱

非线性情形相同的结果．对超出弱非线性范围之情形，即当 ｋ ζ 不必很小时，从新方程式（３３）
～ （３６）将导出包含不可忽略非线性效应的新结果．进一步的考察需就某些典型的非线性波问

题导出新方程的数值结果并与实验数据相比较．由于所涉及的强非线性复杂性，这一重要方面

本身需专题探讨，有赖于发展有效的相应数值计算方案，相关结果将另文给出．

３　 误差分析与适用范围

新结果的适用范围取决于式（１４）、（１５）和（２６）给出的 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 逼近的精度．
考虑下述逼近误差：
　 　 Ｑ１ ＝ １ ＋ （ｃｏｓｈ ０．９ － １）（ω ／ ０．９） ２ － ｃｏｓｈ ω， （４１）

　 　 Ｑ２ ＝ ｓｉｎｈ ０．９
０．９

ω － ｓｉｎｈ ω， （４２）

　 　 Ｑ０ ＝ １ ＋ ０．２５（ ５ ＋ １）ω ２［（ ２ － １）（２ω ２ － ３ ＋ ５ ） ＋

　 　 　 　 （１ ＋ ５ － １０ ＋ ２ ５ ）（ω ２ － １）］ － １ ＋ ω ２ ． （４３）
图 １ 示出上述 ３ 个逼近误差函数在区间［０，１．０３５］的图像．

图 １　 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多项式逼近的误差

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒｓ

如图 １ 所示，最大误差由 Ｑ２ 给出．在区间［０，１．０３５］上逼近误差极值由函数 Ｑ２ 在右端 ω ＝
１􀆰 ０３５和ω ＝ ａｒｃｃｏｓｈ（ｓｉｎｈ ０．９ ／ ０．９） 达到，分别为 ０．０４９ ４５ 和 ０．０４９ ３５．此外，在所讨论区间范围

内，逼近误差 Ｑ１ 的最大值在ω ＝ １．０３５达到， 约为 １％，而逼近误差Ｑ０ 接近于 ０．作为比较，函数

ｓｉｎｈ ω 的一阶 Ｔａｙｌｏｒ 逼近误差为 ω － ｓｉｎｈ ω，其在 ω ＝ １．０３５ 的误差约为 ２０％．
上述分析表明，对 ω ≤ １．０３５， Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 逼近式（１５）的误差不超过 ５％，而逼近式（１４）

和（２６）具有更高精度．特别，当 ω ＝ ０．９ 时，误差为 ０．
由此可推断，所导出的新约化方程适用于积 ｋ ζ 的值直至 １．０３５ 的非线性范围，在此范

围内误差不超过 ５％，特别，当此积邻近于 ０．９ 时，给出精确结果．

４　 结　 　 论

在海岸工程中，对海上表面波尤其极端波的准确描述是设计固定及浮动结构体的关键之

一，给出一个充分反映实际海洋表面波的演化方程显得尤为重要．本文基于 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多项式

２４１１ 王　 　 兆　 　 玲　 　 　 肖　 　 衡



逼近的新简化途径，构建了有限波陡的非线性海洋表面波的约化 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程，将关于弱非

线性情形的经典结果推广到 ｋ ζ 值直至约 １．０３５ 的有限波陡的非线性情形，首次将适用范围

具体化，以更实际地反映波浪演化状况．预期所给出结果有助于进一步开展波⁃流混合与海洋

工程结构物作用问题的计算机模拟研究，从而为海洋工程安全设计奠定更有效的基础．

致谢　 作者衷心感谢上海大学研究创新基金（Ａ．１０⁃０４０１⁃１２⁃００１）对本文的资助．

参考文献（Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ）：

［１］　 Ｂｏｕｓｃａｓｓｅ Ｂ， Ｃｏｌａｇｒｏｓｓｉ Ａ， Ｍａｒｒｏｎｅ Ｓ， Ａｎｔｕｏｎｏ Ｍ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｗａｔｅｒ ｗａｖｅ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ｗｉｔｈ
ｆｌｏａｔｉｎｇ ｂｏｄｉｅｓ ｉｎ ＳＰＨ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｆｌｕｉｄ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１３， ４２： １１２⁃１２９．

［２］　 Ｂｅｌｉｂａｓｓａｋｉｓ Ｋ Ａ， Ａｔｈａｎａｓｓｏｕｌｉｓ Ｇ Ａ． Ａ ｃｏｕｐｌｅｄ⁃ｍｏｄｅ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｔｏ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ｗａｔｅｒ ｗａｖｅｓ ｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇ ｉｎ ｆｉｎｉｔｅ ｗａｔｅｒ ｄｅｐｔｈ ａｎｄ ｉｎ ｖａｒｉａｂｌｅ ｂａｔｈｙｍｅｔｒｙ ｒｅｇｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｃｏａｓｔａｌ
Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１１， ５８（４）： ３３７⁃３５０．

［３］ 　 ＴＡＯ Ｌｏｎｇ⁃ｂｉｎ， ＳＯＮＧ Ｈａｏ， Ｃｈａｋｒａｂａｒｔｉ Ｓ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｐｒｏｇｒｅｓｓｉｖｅ ｗａｖｅｓ ｉｎ ｗａｔｅｒ ｏｆ ｆｉｎｉｔｅ
ｄｅｐｔｈ—ａｎ ａｎａｌｙｔｉｃ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｃｏａｓｔａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２００７， ５４（１１）： ８２５⁃８３４．

［４］　 ＬＩ Ｂｉｎ． Ａ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｗｅａｋｌｙ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｗａｔｅｒ ｗａｖｅ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ［ Ｊ］ ． Ｗａｖｅ Ｍｏ⁃
ｔｉｏｎ， ２０１０， ４７（５）： ２６５⁃２７８．

［５］　 Ｂａｔｅｍａｎ Ｗ Ｊ Ｄ， Ｋａｔｓａｒｄｉ Ｖ， Ｓｗａｎ Ｃ． Ｅｘｔｒｅｍｅ ｏｃｅａｎ ｗａｖｅｓ—ｐａｒｔ Ｉ： ｔｈｅ ｐｒａｃｔｉｃａｌ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ
ｏｆ ｆｕｌｌｙ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｗａｖｅ ｍｏｄｅｌｉｎｇ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｏｃｅａｎ Ｒｅｓｅａｒｃｈ， ２０１２， ３４： ２０９⁃２２４．

［６］　 Ｚａｋｈａｒｏｖ Ｖ． Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｗａｖｅｓ ｏｆ ｆｉｎｉｔｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｏｎ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ａ ｄｅｅｐ ｆｌｕｉｄ［Ｊ］ ．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｉｃａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， １９６８， ９（２）： １９０⁃１９８．

［７］　 Ｚａｋｈａｒｏｖ Ｖ Ｅ， Ｋｈａｒｉｔｏｎｏｖ Ｖ Ｇ． Ｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｍｏｎｏｃｈｒｏｍａｔｉｃ ｗａｖｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ａ ｌｉｑｕｉｄ
ｏｆ ａｒｂｉｔｒａｒｙ ｄｅｐｔｈ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｉｃａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， １９７０， １１（５）：
７４１⁃７５１．

［８］　 Ｍｉｌｅｓ Ｊ Ｗ． Ｏｎ Ｈａｍｉｌｔｏｎ’ｓ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ｆｏｒ ｓｕｒｆａｃｅ ｗａｖｅｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｆｌｕｉｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， １９７７，
８３： １５３⁃１５８．

［９］　 Ｋｒａｓｉｔｓｋｉｉ Ｖ Ｐ． Ｃａｎｏｎｉｃａｌ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ ｉｎ ａ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｗｅａｋｌｙ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｗａｖｅｓ ｗｉｔｈ ａ ｎｏｎｄｅ⁃
ｃａｙ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｌａｗ［Ｊ］ ． Ｓｏｖｉｅｔ Ｐｈｙｓｉｃｓ ＪＥＴＰ， １９９０， ７１（５）： ９２１⁃９２７．

［１０］ 　 Ｋｒａｓｉｔｓｋｉｉ Ｖ Ｐ． Ｏｎ ｒｅｄｕｃｅｄ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｔｈｅ Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｗｅａｋｌｙ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｕｒｆａｃｅ
ｗａｖｅｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｆｌｕｉｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， １９９４， ２７２： １⁃２０．

［１１］　 Ｓｔｉａｓｓｎｉｅ Ｍ， Ｓｈｅｍｅｒ Ｌ． Ｏｎ ｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｚａｋｈａｒｏｖ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｓｕｒｆａｃｅ ｇｒａｖｉｔｙ ｗａｖｅｓ
［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｆｌｕｉｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， １９８４， １４３： ４７⁃６７．

［１２］　 Ｚａｋｈａｒｏｖ Ｖ Ｅ， Ｍｕｓｈｅｒ Ｓ Ｌ， Ｒｕｂｅｎｃｈｉｃｋ Ａ Ｍ． Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ ａｐｐｒｏａｃｈ ｔｏ ｔｈｅ ｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎ ｏｆ ｎｏｎ⁃
ｌｉｎｅａｒ ｐｌａｓｍａ ｐｈｅｎｏｍｅｎａ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｒｅｐｏｒｔｓ， １９８５， １２９（５）： ２８５⁃３６６．

［１３］　 Ｊａｎｓｓｅｎ Ｐ Ａ Ｅ Ｍ． Ｏｎ ｓｏｍｅ ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｃｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｏｎｉｃａｌ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅ Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ
ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｗａｔｅｒ ｗａｖｅｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｆｌｕｉｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２００９， ６３７： １⁃４４．

［１４］　 Ｂｅｎｎｅｙ Ｄ Ｊ， Ｒｏｓｋｅｓ Ｇ Ｊ． Ｗａｖｅ ｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｉｅｓ［Ｊ］ ． Ｓｔｕｄｉｅｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， １９６９， ４８：
３７７⁃３８５．

［１５］　 Ｃｈｕ Ｖ Ｈ， Ｍｅｉ Ｃ Ｃ． Ｏｎ ｓｌｏｗｌｙ⁃ｖａｒｙｉｎｇ Ｓｔｏｋｅｓ ｗａｖｅｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｆｌｕｉｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， １９７０，
４１（４）： ８７３⁃８８７．

［１６］　 Ｄａｖｅｙ Ａ， Ｓｔｅｗａｒｔｓｏｎ Ｋ． Ｏｎ ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｐａｃｋｅｔｓ ｏｆ ｓｕｒｆａｃｅ ｗａｖｅｓ［ Ｊ］ ． Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ
ｔｈｅ Ｒｏｙａｌ Ｓｏｃｉｅｔｙ ｏｆ Ｌｏｎｄｏｎ （ Ｓｅｒｉｅｓ Ａ： Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ａｎｄ Ｐｈｙｓｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ）， １９７４， ３３８
（１６１３）： １０１⁃１１０．

［１７］　 Ｌａｖｒｏｖａ Ｏ Ｔ． Ｏｎ ｔｈｅ ｌａｔｅｒａｌ ｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｗａｖｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ａ ｆｉｎｉｔｅ⁃ｄｅｐｔｈ ｆｌｕｉｄ［Ｊ］ ． Ｉｚ⁃
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