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摘要：　 提出了一种求解非齐次线性两点边值问题的高精度和高稳定的扩展精细积分方法

（ＥＰＩＭ）．首先引入了区段量（即区段矩阵和区段向量）来离散非齐次线性微分方程，建立了非齐次

两点边值问题基于区段量的求解框架．在该框架下，不同区段的区段量可以并行计算，整体代数方

程组的集成不依赖于边界条件．然后引入区段响应矩阵来处理两点边值问题的非齐次项，导出了多

项式函数、指数函数、正 ／余弦函数及其组合函数形式的非齐次项对应的区段响应矩阵的加法定

理，结合增量存储技术提出了 ＥＰＩＭ ．对具有上述函数形式的非齐次项，该方法可以得到计算机上

的精确解，一般形式的非齐次项则利用上述函数近似求解．最后通过两个具有刚性特征的数值算例

验证了该方法的高精度和高稳定性．
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引　 　 言

两点边值问题广泛地存在于科学和工程的重要领域，包括热传导、化学反应模型、扩散以

及最优控制和滤波问题的求解等［１⁃２］ ．两点边值问题的解更为复杂，可能存在一个解、多个解或

者没有解，因此两点边值问题的数值计算方法的研究非常重要［３］ ．目前学者们已经发展了许多

有效方法，例如打靶法［４］、有限元和有限体积法［５］、扩展的 Ａｄｏｍｉａｎ分解方法［６］、Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项

式函数近似方法［７］和半扫掠迭代方法［８］等，这些工作有效促进了两点边值问题计算方法的研

究．这些方法基于传统的差分技术进行离散，简便易行，精度也会随着差分步长减小而不断提

高，但计算量的增加往往也是显著的，同时对于刚性问题还会出现算法稳定性问题．
Ｚｈｏｎｇ等［９］首先提出了线性结构动力方程初值问题的精细积分方法，并应用于求解线性

Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的齐次两点边值问题及其相关的矩阵 Ｒｉｃｃａｔｉ方程［１０］，以及最优控制和滤波等领
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域［１１］ ．对于非齐次两点边值问题，Ｃｈｅｎ 等［１２］通过增维方法将非齐次方程转化为齐次方程，发
展了增维的矩阵指数方法和 Ｒｉｃｃａｔｉ 方法；富明慧等［１３］和 Ｚｈａｎｇ 等［１４］则基于区段传递矩阵的

描述关系，提出了基于精细积分的循环约化求解方法．然而增维方法将导致计算量增加，甚至

会改变原系统结构和定常特性从而影响求解精度．另外，上述基于传递矩阵的方法本质上属于

初参数方法，对于系统同时含有增长模态和衰减模态的情况存在数值溢出的潜在危险［２］ ．
本文将 Ｚｈｏｎｇ等［９］针对 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统齐次两点边值问题提出的精细积分法，推广到一般

形式线性定常系统的非齐次两点边值问题的求解，提出了处理非齐次项的扩展精细积分方

法［１５］ ．首先基于区段量（区段矩阵和向量）建立了求解非齐次两点边值问题的求解框架，该方

法具有很高的并行性和处理边界条件的灵活性；然后借鉴文献［１６］处理初值问题非齐次项的

方法，提出了计算区段量的扩展精细积分方法，对于具有多项式函数、指数函数、正 ／余弦函数

及其组合函数形式的非齐次项，可以给出计算机上的精确解；对于一般形式的非齐次项则可通

过上述函数的近似得到．最后通过两个数值算例验证了算法的精度和稳定性．

１　 问 题 描 述

非齐次线性定常系统的两点边值问题可以描述为

　 　 ｑ ＝ Ａｑ ＋ Ｄｐ ＋ ｆｑ， （１）
　 　 ｐ ＝ Ｂｑ － Ｃｐ ＋ ｆｐ， （２）

其中， ｑ和 ｐ分别是 ｎｑ 和 ｎｐ 维的向量，Ａ，Ｄ，Ｂ，Ｃ是具有相容维数的定常矩阵，ｆｑ 和 ｆｐ 分别是 ｎｑ

和 ｎｐ 维的非齐次项向量．式（１） 和（２） 描述的非齐次线性系统需要补充 ｎ（ｎ ＝ ｎｑ ＋ ｎｐ） 个边界

条件才能进行求解，对于两点边值问题则是在 ｔ０，ｔｆ 两端给定，例如

　 　 ｑ（ ｔ ＝ ｔ０） ＝ ｑ０， ｐ（ ｔ ＝ ｔｆ） ＝ ｐｆ ． （３）
当然边界条件的形式是多样的．本文以上述标准形式进行研究，其方法可以方便地应用于其他

形式的边界条件．
可以看出，本文研究的非齐次两点边值问题具有一般性， ｑ 和 ｐ 的维数可以不相等，而且

系统矩阵 Ａ，Ｄ，Ｂ，Ｃ 只需要满足维数相容条件，并不局限于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统．

２　 基于区段量的求解框架

２．１　 利用区段量进行离散

由于式（１） ～ （３）是线性系统，因此任意区段 ［ ｔａ，ｔｂ］ 两端的状态 ｑａ，ｐａ 和 ｑｂ，ｐｂ 之间是线

性关系，可以描述为

　 　 ｑｂ ＝ Ｆ（ ｔａ，ｔｂ）ｑａ ＋ Ｇ（ ｔａ，ｔｂ）ｐｂ ＋ ｒｑ（ ｔａ，ｔｂ）， （４）
　 　 ｐａ ＝ － Ｑ（ ｔａ，ｔｂ）ｑａ ＋ Ｅ（ ｔａ，ｔｂ）ｐｂ ＋ ｒｐ（ ｔａ，ｔｂ）， （５）

其中， Ｑ（ ｔａ，ｔｂ），Ｇ（ ｔａ，ｔｂ），Ｆ（ ｔａ，ｔｂ），Ｅ（ ｔａ，ｔｂ）是连续系统Ａ，Ｄ，Ｂ，Ｃ在区段［ ｔａ，ｔｂ］上的离散化

区段矩阵，ｒｑ（ ｔａ，ｔｂ），ｒｐ（ ｔａ，ｔｂ） 则是非齐次项 ｆｑ， ｆｐ 在区段［ ｔａ，ｔｂ］ 上的离散化区段向量．上面描

述也适合于线性时变系统．为了描述上的方便，在下文不易混淆的地方采用Ｑ，Ｇ，Ｆ，Ｅ，ｒｑ，ｒｐ 来
表示 Ｑ（ ｔａ，ｔｂ），Ｇ（ ｔａ，ｔｂ），Ｆ（ ｔａ，ｔｂ），Ｅ（ ｔａ，ｔｂ），ｒｑ（ ｔａ，ｔｂ），ｒｐ（ ｔａ，ｔｂ），但要注意它们是区段量．

离散化区段量 Ｑ（ ｔａ，ｔｂ），Ｇ（ ｔａ，ｔｂ），Ｆ（ ｔａ，ｔｂ），Ｅ（ ｔａ，ｔｂ）和 ｒｑ（ ｔａ，ｔｂ），ｒｐ（ ｔａ，ｔｂ）与连续系统的

Ａ，Ｄ，Ｂ，Ｃ 和 ｆｑ， ｆｐ 之间是对应的，下面的微分方程揭示了它们之间的联系［１１］：

　 　
∂Ｑ（ ｔａ，ｔ）
∂ｔ

＝ ＥＢＦ， （６）
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∂Ｇ（ ｔａ，ｔ）
∂ｔ

＝ Ｄ ＋ ＡＧ ＋ ＧＣ － ＧＢＧ， （７）

　 　
∂Ｆ（ ｔａ，ｔ）
∂ｔ

＝ （Ａ － ＧＢ）Ｆ， （８）

　 　
∂Ｅ（ ｔａ，ｔ）
∂ｔ

＝ Ｅ（Ｃ － ＢＧ）， （９）

　 　
∂ｒｑ（ ｔａ，ｔ）
∂ｔ

＝ （Ａ － ＧＢ）ｒｑ － Ｇｆｐ ＋ ｆｑ， （１０）

　 　
∂ｒｐ（ ｔａ，ｔ）
∂ｔ

＝ － Ｅ（Ｂｒｑ ＋ ｆｐ） ． （１１）

微分方程式（６） ～ （１１）描述了区段量 Ｑ，Ｇ，Ｆ，Ｅ，ｒｑ，ｒｐ 与系统矩阵 Ａ，Ｄ，Ｂ，Ｃ和非齐次项 ｆｑ， ｆｐ
之间随区段［ ｔａ，ｔ］ 右端变化的关系．

根据式（４）和（５）可以得到 Ｑ，Ｇ，Ｆ，Ｅ，ｒｑ，ｒｐ 的初值条件，即
　 　 Ｑ（ ｔａ，ｔａ） ＝ ０， Ｇ（ ｔａ，ｔａ） ＝ ０， Ｆ（ ｔａ，ｔａ） ＝ Ｉｑ， Ｅ（ ｔａ，ｔａ） ＝ Ｉｐ， （１２）
　 　 ｒｑ（ ｔａ，ｔａ） ＝ ０ｎｑ×１， ｒｐ（ ｔａ，ｔａ） ＝ ０ｎｐ×１ ． （１３）

由式（６） ～ （１１）可以看出，区段矩阵 Ｑ（ ｔａ，ｔｂ），Ｇ（ ｔａ，ｔｂ），Ｆ（ ｔａ，ｔｂ），Ｅ（ ｔａ，ｔｂ） 由完全系统矩阵

Ａ，Ｄ，Ｂ，Ｃ 决定，因此对于定常系统，区段矩阵只是区段长度 η ＝ ｔｂ － ｔａ 的函数，标记为 Ｑ（η），
Ｇ（η），Ｆ（η），Ｅ（η） ．区段向量 ｒｑ（ ｔａ，ｔｂ），ｒｐ（ ｔａ，ｔｂ）则还受到非齐次项 ｆｑ（ ｔ）， ｆｐ（ ｔ） 的影响．本文

第 ３节将给出区段量计算的扩展精细积分方法．

说明 １　 不同区段的区段矩阵和向量的计算完全是独立的，可以并行运算．

２．２　 整体分析

将区段 ［ ｔ０，ｔｆ］ 均匀划分为 Ｎ个区段，标记为 ｔ０，ｔ１，…，ｔｋ，ｔｋ＋１，…，ｔＮ，本节假设各区段矩阵

和区段向量已经根据式（６） ～ （１１）及式（１２）和（１３）计算得到．将第 ｋ区段［ ｔｋ－１，ｔｋ］的区段量记

为 Ｑｋ，Ｇｋ，Ｆｋ，Ｅｋ 和 ｒｑ，ｋ，ｒｐ，ｋ ．
将式（４）和（５）描述的两端关系应用于区段 ［ ｔｋ－１，ｔｋ］，即
　 　 ｑｋ ＝ Ｆｋｑｋ－１ ＋ Ｇｋｐｋ ＋ ｒｑ，ｋ，　 　 　 　 ｋ ＝ １，２，…，Ｎ， （１４）
　 　 ｐｋ－１ ＝ － Ｑｋｑｋ－１ ＋ Ｅｋｐｋ ＋ ｒｐ，ｋ，　 　 ｋ ＝ １，２，…，Ｎ ． （１５）
引入广义变量 ｑｇ ＝ ［ｑＴ０，ｑＴ１，…，ｑＴＮ］ Ｔ，ｐｇ ＝ ［ｐＴ０，ｐＴ１，…，ｐＴＮ］ Ｔ，组合式（１４）和（１５）可以得到

　 　
Ｆｇ Ｇｇ
－ Ｑｇ Ｅｇ
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ê
ê

ù

û
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ｑｇ
ｐｇ
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－ ｒｐ，ｇ
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ú
ú
， （１６）

其中，矩阵 Ｆｇ，Ｇｇ，Ｑｇ 和 Ｅｇ 的维数分别为 Ｎ·ｎｑ × （Ｎ ＋ １）ｎｑ，Ｎ·ｎｑ × （Ｎ ＋ １）ｎｐ，Ｎ·ｎｐ × （Ｎ ＋
１）ｎｑ 和 Ｎ·ｎｐ × （Ｎ ＋ １）ｎｐ；向量 ｒｑ，ｇ 和 ｒｐ，ｇ 的维数分别为 Ｎ·ｎｑ 和 Ｎ·ｎｐ，其表达如下：

　 　 Ｆｇ ＝

Ｆ１ － Ｉｑ
Ｆ２ － Ｉｑ
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ＦＮ － Ｉｑ
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⋱ ⋱
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　 　 Ｑｇ ＝
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可以看出代数方程组（１６）有 Ｎ（ｎｑ ＋ ｎｐ）个方程，但是有（Ｎ ＋ １）（ｎｑ ＋ ｎｐ）个未知数，完成

两端（ｎｑ ＋ ｎｐ） 个边界条件的处理，正好满足定解条件．下面针对边界条件式（３）给出处理结

果，用（·） 标记处理后的式（１６）中的矩阵和向量．
在边界条件式（３）中， ｑ０ ＝ ｑ（ ｔ０） 和 ｐＮ ＝ ｐ（ ｔｆ） 为已知值，因此未知量为 ｑｇ ＝ ［ｑＴ１，ｑＴ２，…，

ｑＴＮ－１，ｑＴＮ］ Ｔ和 ｐｇ ＝ ［ｐＴ０，ｐＴ１，…，ｐＴＮ－１］ Ｔ ．将式（１６）中与已知量 ｑ０和 ｐＮ 相关的项移到方程右端，得
到处理后的区段矩阵 Ｑｇ，Ｇｇ，Ｆｇ，Ｅｇ 和非齐次项 ｒ ｐ，ｇ，ｒ ｑ，ｇ 为

　 　 Ｆｇ ＝

－ Ｉｑ
Ｆ２ － Ｉｑ
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é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

， Ｇｇ ＝

０ Ｇ１
０ ⋱
⋱ ＧＮ－１

０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，

　 　 ｒ ｑ，ｇ ＝

ｒｑ，１ － Ｆ１ｑ０
ｒｑ，２
︙

ｒｑ，Ｎ－１

ｒｑ，Ｎ － ＧＮｐＮ
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ë
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，

　 　 Ｅｇ ＝

－ Ｉｐ Ｅ１
－ Ｉｐ ⋱

⋱ ＥＮ－１

－ Ｉｐ
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ë
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， ｒ ｐ，ｇ ＝
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，

同样的方法可以处理其他形式的边值条件．以上推导完全适用时变系统．

说明 ２　 对式（１）和（２）描述的同一个系统而言，整体分析的代数方程组（１６）可以用于不同形式边界条

件的求解，即整体分析代数方程组的组集不依赖于边界条件，从而大大提高了不同形式边界条件两点边值问

题的求解效率．

３　 区段量的精细计算

根据上节给出的基于区段量的求解框架可以看出，基于区段量的代数方程组（１６）的集成

是没有近似的，因此区段量的计算是构造非齐次线性两点边值问题高精度算法的关键．
在基于微分方程式（７） ～ （１１）及式（１２）和（１３）进行区段量计算时，需要注意这套非线性

微分方程是从线性微分方程式（１）和（２）导出的，因此应该利用这个特点，而不宜直接套用差

分法离散．Ｚｈｏｎｇ等［９］对区段矩阵的计算提出了精细积分方法，本文则进一步将该方法应用于

计算非齐次项引起的区段向量，提出了相应的扩展精细积分方法．本节首先介绍区段合并消元

公式，在此基础上构造不同形式非齐次项对应的区段向量的扩展精细积分方法．
３．１　 区段合并消元

区段合并消元公式是构造区段传递矩阵和区段向量的加法定理的基础．根据文献［１１］的
结论，记区段 ［ ｔａ，ｔｂ］ 为第 １区段，区段［ ｔｂ，ｔｃ］ 为第 ２区段，两区段在 ｔ ＝ ｔｂ 处相连，合成一个区

段，记为第 ｃ区段．如图 １所示．合并后第 ｃ区段的区段量Ｑｃ，Ｇｃ，Ｆｃ，Ｅｃ 和 ｒｑ，ｃ，ｒｐ，ｃ 可以由第 １区
段和第 ２区段的区段量得到：
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　 　 Ｇｃ ＝ Ｇ２ ＋ Ｆ２（Ｉｑ ＋ Ｇ１Ｑ２）
－１Ｇ１Ｅ２， （１７）

　 　 Ｑｃ ＝ Ｑ１ ＋ Ｅ１（Ｉｐ ＋ Ｑ２Ｇ１）
－１Ｑ２Ｆ１， （１８）

　 　 Ｆｃ ＝ Ｆ２（Ｉｑ ＋ Ｇ１Ｑ２）
－１Ｆ１， （１９）

　 　 Ｅｃ ＝ Ｅ１（Ｉｐ ＋ Ｑ２Ｇ１）
－１Ｅ２， （２０）

　 　 ｒｑ，ｃ ＝ ｒｑ，２ ＋ Ｆ２（Ｉｑ ＋ Ｇ１Ｑ２）
－１（ｒｑ，１ ＋ Ｇ１ｒｐ，２）， （２１）

　 　 ｒｐ，ｃ ＝ ｒｐ，１ ＋ Ｅ１（Ｉｐ ＋ Ｑ２Ｇ１）
－１（ｒｐ，２ － Ｑ２ｒｑ，１） ． （２２）

图 １　 相连的两个区段的合并

Ｆｉｇ． １　 Ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ ｏｆ ２ ａｄｊａｃｅｎｔ ｉｎｔｅｒｖａｌｓ

３．２　 区段矩阵的精细积分方法

对于定常系统，区段传递只与区段长度有关，因此相邻等区段的区段矩阵是相等的，即

　 　
Ｑ（τ，２τ） ＝ Ｑ（０，τ）， Ｇ（τ，２τ） ＝ Ｇ（０，τ），
Ｅ（τ，２τ） ＝ Ｅ（０，τ）， Ｆ（τ，２τ） ＝ Ｆ（０，τ） ．{ （２３）

因此，将式（２３）代入式（１７） ～ （２０），即可由 ［０，τ］ 的区段矩阵得到［０，２τ］ 区段的矩阵，这就

是区段矩阵的加法定理［１７］，也称之为倍加公式．
加法定理使得我们可以通过增加基本区段的精细划分来提高数值精度．将基本区段 η 划

分为 ２Ｎ０ 份，得到精细区段 τ：
　 　 τ ＝ η ／ ２Ｎ０， （２４）

其中 Ｎ０ 为加权参数，可以采用 Ｚｈｏｎｇ等［９］的方案保守选取 Ｎ０ ＝ ２０，也可以根据误差准则优化

选取［１８⁃１９］ ．由于 τ 是非常精细的区段，Ｑ（τ），Ｇ（τ），Ｆ（τ），Ｅ（τ） 的计算可以采用传统的近似

方法求解，如 Ｔａｙｌｏｒ级数近似、Ｐａｄé近似等［１９］ ．有了精细区段值 Ｑ（τ），Ｇ（τ），Ｆ（τ），Ｅ（τ），理
论上我们利用式（２３）重复执行区段合并式（１７） ～ （２０） Ｎ０ 次就得到了基本区段的 Ｑ（η），
Ｇ（η），Ｆ（η），Ｅ（η） ．

然而，值得注意的是当 τ 很小时，Ｆ（τ） 和 Ｅ（τ） 分别接近于单位阵 Ｉｑ 和 Ｉｐ，直接应用式

（１９） 和（２０） 计算 Ｆ（２τ），Ｅ（２τ） 时，计算机的截断误差会对精度产生严重影响［１１， １９］ ．对此，
Ｚｈｏｎｇ等［９， １１］提出了增量存储技术，将 Ｆ（τ） 和 Ｅ（τ） 中的单位阵及其增量阵分别存储，即

　 　 Ｆ ＝ Ｉｑ ＋ Ｆ′， Ｅ ＝ Ｉｐ ＋ Ｅ′， （２５）
其中 Ｆ′ 和 Ｅ′分别是区段阵 Ｆ和 Ｅ的增量部分．将式（２５） 代入关于 Ｆ和 Ｅ的区段合并式（１９）
和（２０），整理得到关于其增量 Ｆ′ 和 Ｅ′ 的合并公式，如下：

　 　 Ｆ′ｃ ＝ Ｆ′１ ＋ （Ｆ′２ － Ｆ２Ｇ１（Ｉｐ ＋ Ｑ２Ｇ１）
－１Ｑ２）Ｆ１， （２６）

　 　 Ｅ′ｃ ＝ Ｅ′２ ＋ （Ｅ′１ － Ｅ１Ｑ２（Ｉｑ ＋ Ｇ１Ｑ２）
－１Ｇ１）Ｅ２ ． （２７）

增量存储技术避免了精细区段时计算机截断误差的影响，对于初始精细区段 τ 的区段阵

Ｑ（τ），Ｇ（τ） 和 Ｆ′（τ），Ｅ′（τ） 重复执行区段合并式（１７） 和（１８） 以及式（２６） 和（２７）Ｎ０ 次，得
到基本区段的区段阵Ｑ（η），Ｇ（η），Ｆ′（η），Ｅ′（η），此时Ｆ′（η），Ｅ′（η）已不是很小的量了，再
执行 Ｆ（η） ＝ Ｉｑ ＋ Ｆ′（η） 和 Ｅ（η） ＝ Ｉｐ ＋ Ｅ′（η） 得到 Ｆ（η） 和 Ｅ（η） ．
３．３　 区段向量的扩展精细积分方法

文献［１６］针对动力初值问题提出了非齐次项响应矩阵的扩展精细积分方法，不但具有精
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细积分法同样的高精度，更重要的是避免了系统矩阵的求逆运算，增强了算法稳定性并扩展了

应用范围．本文将这套方法扩展应用于两点边值问题的非齐次项的处理．
３．３．１　 非齐次项的处理和区段响应矩阵

不失一般性，非齐次项可以表述成下面形式：
　 　 ｆｑ（ ｔ） ＝ Ｘｑ ｆｑ，ｓ（ ｔ）， ｆｐ（ ｔ） ＝ Ｘｐ ｆｐ，ｓ（ ｔ）， （２８）

其中， Ｘｑ，Ｘｐ 可称之为非齐次项 ｆｑ，ｓ（ ｔ）， ｆｐ，ｓ（ ｔ） 的位置矩阵．例如在最优控制系统中，一般有

ｆｑ（ ｔ） ＝ Ｂｕｕ（ ｔ） 等，其中 Ｂｕ 是控制输入 ｕ（ ｔ） 作用的位置矩阵［２］ ．
区段向量 ｒｑ，ｒｐ 满足的微分方程式（１０）和（１１）是线性系统，适用于叠加原理．因此，如果将

一般形式的非齐次项 ｆｑ，ｓ（ ｔ）， ｆｐ，ｓ（ ｔ） 利用某些基函数进行展开（或近似），只要获得这些特殊

基函数对应的响应矩阵，那么区段向量就可以由响应矩阵和展开系数组合得到．即

　 　 ｆｑ，ｓ（ ｔ） ＝ ｆ
　 ０

ｑ，ｓϕ０（ ｔ） ＋ ｆ
　 １

ｑ，ｓϕ１（ ｔ） ＋ …， （２９）

其中， ϕ０（ ｔ），ϕ１（ ｔ），…表示展开的基函数， ｆ
　 ０

ｑ，ｓ， ｆ
　 １

ｑ，ｓ，…则是 ｆｑ，ｓ（ ｔ）的展开（近似）系数．将式

（１０） 和（１１） 改写成基函数 ϕ（ ｔ） 的响应矩阵的微分方程：
　 　 Ｒϕ

ｑ，ｑ ＝ （Ａ － ＧＢ）Ｒϕ
ｑ，ｑ ＋ Ｘｑϕ（ ｔ），　 　 Ｒϕ

ｑ，ｑ（０） ＝ ０， （３０）
　 　 Ｒϕ

ｐ，ｑ ＝ － ＥＢＲϕ
ｑ，ｑ， Ｒϕ

ｐ，ｑ（０） ＝ ０， （３１）
其中， Ｒ（·）（·），（·） 表示基函数产生的区段响应矩阵，第 １个下标 ｑ或 ｐ与区段向量 ｒｑ 和 ｒｐ 的下标对

应，第 ２个下标 ｑ或 ｐ与非齐次项 ｆｑ，ｓ和 ｆｐ，ｓ的下标对应，上标表示基函数的形式．因此，Ｒϕ
ｑ，ｑ 表示

由 ｆｑ，ｓ（ ｔ） 的 ϕ（ ｔ） 产生的 ｒｑ 对应的响应矩阵．
基于区段响应矩阵，非齐次项 ｆｑ，ｓ（ ｔ）产生的区段向量 ｒｑ 和 ｒｐ 可以由式（２９）的展开系数组

合得到

　 　 ｒｑ ＝ Ｒϕ０
ｑ，ｑ ｆ
　 ０

ｑ，ｓ ＋ Ｒϕ１
ｑ，ｑ ｆ
　 １

ｑ，ｓ ＋ …， （３２）

　 　 ｒｐ ＝ Ｒϕ０
ｐ，ｑ ｆ
　 ０

ｑ，ｓ ＋ Ｒϕ１
ｐ，ｑ ｆ
　 １

ｑ，ｓ ＋ … ． （３３）
因此，对于相同的基函数，等长度的区段响应矩阵只需计算一次．

同样，非齐次项 ｆｐ，ｓ（ ｔ） 对 ｒｑ，ｒｐ 的贡献也可以由基函数响应矩阵得到，其响应矩阵满足如

下微分方程：
　 　 Ｒϕ

ｑ，ｐ ＝ （Ａ － ＧＢ）Ｒϕ
ｑ，ｐ － ＧＸｐϕ（ ｔ），　 　 Ｒϕ

ｑ，ｐ（０） ＝ ０， （３４）
　 　 Ｒϕ

ｐ，ｐ ＝ － Ｅ（ＢＲϕ
ｑ，ｐ ＋ Ｘｐϕ（ ｔ））， Ｒϕ

ｐ，ｐ（０） ＝ ０． （３５）
根据 ｒｑ，ｒｐ 的区段合并式（２１）和（２２）得到区段响应矩阵的合并公式为

　 　 Ｒϕ
ｑ，·，ｃ ＝ Ｒϕ

ｑ，·，２ ＋ Ｆ２（Ｉｑ ＋ Ｇ１Ｑ２）
－１（Ｒϕ

ｑ，·，１ ＋ Ｇ１Ｒϕ
ｐ，·，２）， （３６）

　 　 Ｒϕ
ｐ，·，ｃ ＝ Ｒϕ

ｐ，·，１ ＋ Ｅ１（Ｉｐ ＋ Ｑ２Ｇ１）
－１（Ｒϕ

ｐ，·，２ － Ｑ２Ｒϕ
ｑ，·，１）， （３７）

其中， Ｒ的第 ３个下标 １，２，ｃ分别表示相连的第 １区段、第 ２区段和合并后的区段，第 ２个下标

（·）表示对 ｑ 或 ｐ 都成立．
可以看出，非齐次项处理的关键在于基函数对应的区段响应矩阵的计算．然而，与区段矩

阵的性质（２３）不同的是，由于基函数在相连区段 ［０，τ］ 和［０，２τ］ 的值不同，必然导致两个相

连等长区段的响应矩阵不同，因此，如何导出区段响应矩阵的加法定理是构造区段响应矩阵精

细积分方法的难点．下面给出当基函数 ϕ（ ｔ） 为多项式函数、指数函数、正 ／余弦函数以及这些

函数的组合形式时，产生的区段响应矩阵 Ｒϕ
ｑ，ｑ，Ｒϕ

ｐ，ｑ 和 Ｒϕ
ｑ，ｐ，Ｒϕ

ｐ，ｐ 的加法定理．
３．３．２　 区段响应矩阵的加法定理

多项式函数、指数函数、正 ／余弦函数以及这些函数组合形式的基函数可以用下面两种形
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式描述，即
　 　 ϕｎ（ ｔ） ＝ ｅρｔ ｔｎ， （３８）
　 　 ϕｓ，ｎ（ ｔ） ＝ ｅρｔ ｔｎｓｉｎ（ωｔ）， ϕｃ，ｎ（ ｔ） ＝ ｅρｔ ｔｎｃｏｓ（ωｔ）， （３９）

其中， ｎ ＝ ０，１，２，…表示多项式的阶次，ρ 是指数函数的幂，ω 是正 ／余弦函数的角频率．
相连等长的区段响应矩阵 Ｒ（０，τ） 和 Ｒ（τ，２τ） 虽然不同，但式（３０） 和（３１） 以及式（３４）

和（３５）表明，Ｒϕ
ｑ，ｑ，Ｒϕ

ｐ，ｑ 和Ｒϕ
ｑ，ｐ，Ｒϕ

ｐ，ｐ 均满足线性微分方程，因此Ｒ（０，τ）和Ｒ（τ，２τ）之间的关系

可以由非齐次项的基函数在区段［０，τ］ 和［τ，２τ］ 上的关系得到．
同时式（２３）表明 Ｑ，Ｇ，Ｆ，Ｅ在区段［０，τ］和［τ，２τ］上值是一样的，因此Ｒϕ

ｑ，ｑ，Ｒϕ
ｐ，ｑ 和Ｒϕ

ｑ，ｐ，
Ｒϕ

ｐ，ｐ 在区段［０，τ］ 和［τ，２τ］ 的关系仅仅由基函数 ϕ（ ｔ） 决定，而与下标 ｑ 和 ｐ 无关．因此，可以

用 Ｒϕ
·，·（０，τ）和 Ｒϕ

·，·（τ，２τ）之间的关系来统一描述 Ｒϕ
ｑ，ｑ，Ｒϕ

ｐ，ｑ 和 Ｒϕ
ｑ，ｐ，Ｒϕ

ｐ，ｐ 在相连等长区段上的

关系．下面给出式（３８）和（３９）所示基函数作用下，相连等长区段的响应矩阵之间的关系．
情形 １　 ϕｎ（ ｔ） ＝ ｅρｔ ｔｎ

当 ｔ∈ ［τ，２τ］ 时，做变量替换 ｔ ＝ ｔ１ ＋ τ， ｔ１ ∈ ［０，τ］，得到

　 　 ϕｎ（ ｔ） ＝ ϕｎ（ ｔ１ ＋ τ） ＝
　 　 　 　 ｅρτ（τ ｎϕ０（ ｔ１） ＋ τ ｎ－１Ｃ１ｎϕ１（ ｔ１） ＋ τ ｎ－２Ｃ２ｎϕ２（ ｔ１） ＋ … ＋ ϕｎ（ ｔ１））， （４０）

其中 Ｃｋ
ｎ ＝ ｎ！ ／ （ｋ！ （ｎ － ｋ）！ ） 是二项式展开系数，上面推导过程用到了二项式展开定理．

用 Ｒｅｐｎ·，·（ ｔａ，ｔｂ） 标记基函数 ϕｎ（ ｔ） 在区段［ ｔａ，ｔｂ］ 上产生的区段响应矩阵．根据线性系统的

叠加原理，有
　 　 Ｒｅｐｎ·，·（τ，２τ） ＝ ｅρτ（τ ｎＲｅｐ０·，·（０，τ） ＋
　 　 　 　 τ ｎ－１Ｃ１ｎＲｅｐ１·，·（０，τ） ＋ τ ｎ－２Ｃ２ｎＲｅｐ２·，·（０，τ） ＋ … ＋ Ｒｅｐｎ·，·（０，τ）） ． （４１）
为了使用上的方便，下面给出了 ｎ ＝ ０，１，２时 Ｒｅｐｎ·，·（τ，２τ） 的具体表达式，即
　 　 Ｒｅｐ０·，·（τ，２τ） ＝ ｅρτＲｅｐ０·，·（０，τ）， （４２）
　 　 Ｒｅｐ１·，·（τ，２τ） ＝ ｅρτ（τＲｅｐ０·，·（０，τ） ＋ Ｒｅｐ１·，·（０，τ））， （４３）
　 　 Ｒｅｐ２·，·（τ，２τ） ＝ ｅρτ（τ ２Ｒｅｐ０·，·（０，τ） ＋ ２τＲｅｐ１·，·（０，τ） ＋ Ｒｅｐ２·，·（０，τ）） ． （４４）
情形 ２　 ϕｓ，ｎ（ ｔ） ＝ ｅρｔ ｔｎｓｉｎ（ωｔ）， ϕｃ，ｎ（ ｔ） ＝ ｅρｔ ｔｎｃｏｓ（ωｔ）
当 ｔ∈ ［τ，２τ］ 时，做变量替换 ｔ ＝ ｔ１ ＋ τ， ｔ１ ∈ ［０，τ］，得到

　 　
ϕｓ，ｎ（ ｔ） ＝ ϕｓ，ｎ（ ｔ１ ＋ τ） ＝ ｅρτ（ｓｉｎ（ωτ）·ϕｃ，ｎ（ ｔ１） ＋ ｃｏｓ（ωτ）·ϕｓ，ｎ（ ｔ１）），

ϕｃ，ｎ（ ｔ） ＝ ϕｃ，ｎ（ ｔ１ ＋ τ） ＝ ｅρτ（ｃｏｓ（ωτ）·ϕｃ，ｎ（ ｔ１） － ｓｉｎ（ωτ）·ϕｓ，ｎ（ ｔ１）），
{ （４５）

其中 ϕｓ，ｎ（ ｔ１），ϕｃ，ｎ（ ｔ１） 表示如下：

　 　

ϕｓ，ｎ（ ｔ１） ＝ ｅρｔ１（ ｔ１ ＋ τ） ｎｓｉｎ（ωｔ１） ＝

　 　 τ ｎϕｓ，０（ ｔ１） ＋ τ ｎ－１Ｃ１ｎϕｓ，１（ ｔ１） ＋ τ ｎ－２Ｃ２ｎϕｓ，２（ ｔ１） ＋ … ＋ ϕｓ，ｎ（ ｔ１），

ϕｃ，ｎ（ ｔ１） ＝ ｅρｔ１（ ｔ１ ＋ τ） ｎｃｏｓ（ωｔ１） ＝

　 　 τ ｎϕｃ，０（ ｔ１） ＋ τ ｎ－１Ｃ１ｎϕｃ，１（ ｔ１） ＋ τ ｎ－２Ｃ２ｎϕｃ，２（ ｔ１） ＋ … ＋ ϕｃ，ｎ（ ｔ１） ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（４６）

上面的推导利用了二项式定理和弦函数的倍角公式．
用 Ｒｓｅｐｎ·，· 和 Ｒｃｅｐｎ·，· 分别标记基函数 ϕｓ，ｎ（ ｔ） 和 ϕｃ，ｎ（ ｔ） 在区段［ ｔａ，ｔｂ］ 上产生的区段响应矩阵．

根据线性系统叠加原理，可以得到区段［τ，２τ］ 的响应矩阵：

　 　
Ｒｓｅｐｎ·，·（τ，２τ） ＝ ｅρτ（ｓｉｎ（ωτ）·Ｒｃｅｐｎ·，·（０，τ） ＋ ｃｏｓ（ωτ）·Ｒｓｅｐｎ·，·（０，τ）），

Ｒｃｅｐｎ·，·（τ，２τ） ＝ ｅρτ（ｃｏｓ（ωτ）·Ｒｃｅｐｎ·，·（０，τ） － ｓｉｎ（ωτ）·Ｒｓｅｐｎ·，·（０，τ）），
{ （４７）
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其中，引入了标记 Ｒｓｅｐｎ·，·（０，τ），Ｒｃｅｐｎ·，·（０，τ），表示式（４６） 中 ϕｓ，ｎ（ ｔ１），ϕｃ，ｎ（ ｔ１） 在 ｔ１ ∈ ［０，τ］ 的响

应矩阵：

　 　

Ｒｓｅｐｎ·，·（０，τ） ＝ τ ｎＲｓｅｐ０·，·（０，τ） ＋

　 　 τ ｎ－１Ｃ１ｎＲｓｅｐ１·，·（０，τ） ＋ τ ｎ－２Ｃ２ｎＲｓｅｐ２·，·（０，τ） ＋ … ＋ Ｒｓｅｐｎ·，·（０，τ），

Ｒｃｅｐｎ·，·（０，τ） ＝ τ ｎＲｃｅｐ０·，·（０，τ） ＋

　 　 τ ｎ－１Ｃ１ｎＲｃｅｐ１·，·（０，τ） ＋ τ ｎ－２Ｃ２ｎＲｃｅｐ２·，·（０，τ） ＋ … ＋ Ｒｃｅｐｎ·，·（０，τ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（４８）

为了使用上的方便，下面给出了 ｎ ＝ ０，１，２时 Ｒｓｅｐｎ·，·（τ，２τ），Ｒｃｅｐｎ·，·（τ，２τ） 的具体表达式，即

　 　
Ｒｓｅｐ０·，·（０，τ） ＝ Ｒｓｅｐ０·，·（０，τ），

Ｒｃｅｐ０·，·（０，τ） ＝ Ｒｃｅｐ０·，·（０，τ），
{ （４９）

　 　
Ｒｓｅｐ１·，·（０，τ） ＝ τＲｓｅｐ０·，·（０，τ） ＋ Ｒｓｅｐ１·，·（０，τ），

Ｒｃｅｐ１·，·（０，τ） ＝ τＲｃｅｐ０·，·（０，τ） ＋ Ｒｃｅｐ１·，·（０，τ），
{ （５０）

　 　
Ｒｓｅｐ２·，·（０，τ） ＝ τ ２Ｒｓｅｐ０·，·（０，τ） ＋ ２τＲｓｅｐ１·，·（０，τ） ＋ Ｒｓｅｐ２·，·（０，τ），

Ｒｃｅｐ２·，·（０，τ） ＝ τ ２Ｒｃｅｐ０·，·（０，τ） ＋ ２τＲｃｅｐ１·，·（０，τ） ＋ Ｒｃｅｐ２·，·（０，τ） ．
{ （５１）

基于上述关系， 由 ［０，τ］ 的区段响应矩阵 Ｒϕ
·，·，１ 就可以得到［τ，２τ］ 的区段响应矩阵

Ｒϕ
·，·，２，然后利用区段合并式（３６） 和（３７） 就可以得到区段［０，２τ］ 的响应矩阵 Ｒϕ

·，·，ｃ，再执行区段

矩阵的合并式（１７） 和（１８） 以及式（２６） 和（２７）Ｎ０ 次，就得到基本区段 η 的区段响应矩阵了．

说明 ３　 观察本文对非齐次项的基函数（多项式函数、正 ／余弦函数、指数函数及其组合函数）对应的区段

响应矩阵加法定理的推导过程，可以发现只要基函数在平移区段上的形式不变，那么对应的区段响应矩阵加

法定理就存在．而这种不变性可望通过群论从更深层次上来揭示．

４　 算　 　 例

本节采用两个刚性算例来验证本文提出的扩展精细积分方法的高精度和稳定性．
算例 １　 采用文献［４］中的一个 ２维刚性问题，描述如下：

　 　
ｑ
ｐ

é

ë
êê

ù

û
úú ＝

９９８ １ ９９８
－ ９９９ － １ ９９９

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｑ
ｐ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＋

１
１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｆ（ ｔ），

该问题系统矩阵具有两个相差很大的本征值， λ １ ＝ － １， λ ２ ＝ － １ ０００，表现出很强的刚性特征．
作为初值问题，当 ｆ（ ｔ） 为某些函数时可得到解析解 ｑ（ ｔ），ｐ（ ｔ） ．我们将该问题转化为在区间

［０，１］上的两点边值问题，边界条件给定为

　 　 ｑ（０） ＝ ｑ（ ｔ ＝ ０）， ｐ（１） ＝ ｐ（ ｔ ＝ １） ．
采用本文提出的 ＥＰＩＭ进行计算，并把计算结果与解析解进行比较．为了说明 ＥＰＩＭ 广泛的适

用性，本文对下面 ６种函数形式 ｆ（ ｔ） 进行求解与比较：
　 　 （ａ） ｆ（ ｔ） ＝ ０； （ｂ） ｆ（ ｔ） ＝ ｔ； （ｃ） ｆ（ ｔ） ＝ ｔ２； （ｄ） ｆ（ ｔ） ＝ ｅ －ｔ；
　 　 （ｅ） ｆ（ ｔ） ＝ （１ ＋ ｔ）·ｅ －ｔ； （ｆ） ｆ（ ｔ） ＝ （１ ＋ ｔ）·ｅ －ｔ·ｓｉｎ（ ｔ） ．
表 １给出了将整个区段［０，１］划分成一个区段 （η ＝ １．０） 时得到两端未知状态 ｑ（ ｔ ＝ １），

ｐ（ ｔ ＝ ０） 的数值解和解析解比较．可以看出，本文 ＥＰＩＭ只需一步（大步长）就可以获得很高精

度（１０－１０以上）的计算结果，说明 ＥＰＩＭ方法在算法精度和稳定性上的优势．图 ２～７ 给出了 η ＝
０．１时，针对不同形式的函数 ｆ（ ｔ） ＥＰＩＭ得到的数值解和解析解的绝对误差的对数分布，绝对

误差都小于１０－１０，是高度精确的．
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表 １　 刚性问题的数值解

Ｔａｂｌｅ １　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｔｈｅ ｓｔｉｆｆ ｐｒｏｂｌｅｍ

ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ （η ＝ １）

ｃａｓｅ（ａ）
ｑ（ ｔ ＝ １） ０．７３５ ７５８ ８８２ ３４２ ８８５ ０．７３５ ７５８ ８８２ ３４２ ８８５

ｐ（ ｔ ＝ ０） ０ －１．４３５ ２９６ ３２６ ２３Ｅ－０１２

ｃａｓｅ （ｂ）
ｑ（ ｔ ＝ １） ２．２０４ ２７９ ６４７ ０２８ ６５ ２．２０４ ２７９ ６４７ ０２８ ６６

ｐ（ ｔ ＝ ０） ０ －２．２４０ ２０８ ０１９ ０８Ｅ－０１２

ｃａｓｅ （ｃ）
ｑ（ ｔ ＝ １） １．７８９ ７２９ ３４６ ９７１ ３５ １．７８９ ７２９ ３４６ ９７１ ３５

ｐ（ ｔ ＝ ０） ０ －１．８７７ ３８７ １３４ ６４Ｅ－０１２

ｃａｓｅ（ｄ）
ｑ（ ｔ ＝ １） ２．２０６ １７１ ９０３ ９６２ ０７ ２．２０６ １７１ ９０３ ９６２ ０７

ｐ（ ｔ ＝ ０） ０ －２．８６８ ４８３ ２２８ ７２Ｅ－０１２

ｃａｓｅ （ｅ）
ｑ（ ｔ ＝ １） ２．９４０ ８２７ １４９ ０８７ ２９ ２．９４０ ８２７ １４９ ０８７ ２９

ｐ（ ｔ ＝ ０） ０ －３．３４５ ７６８ １０７ ０１Ｅ－０１２

ｃａｓｅ （ ｆ）
ｑ（ ｔ ＝ １） １．８５３ ５３０ １７４ ５８５ ３９ １．８５３ ５３０ １７４ ５８５ ３９

ｐ（ ｔ ＝ ０） ０ －２．１１２ ３１０ ３２６ ６５Ｅ－０１２

图 ２　 绝对误差的对数分布（对于函数形式（ａ））
Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｌｏｇａｒｉｔｈｍｉｃ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ｆｏｒ ｆｏｒｍ （ａ）

图 ３　 绝对误差的对数分布（对于函数形式（ｂ））
Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｌｏｇａｒｉｔｈｍｉｃ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ｆｏｒ ｆｏｒｍ （ｂ）

　 　 算例 ２　 考虑文献［２０］一个无限长时间的非齐次两点边值问题，表示为

　 　 － ｙ（ ｔ） － ２ｙ（ ｔ） ＋ ２ｙ（ ｔ） ＝ ｅ －２ｔ，
其中　 　 ｙ（０） ＝ １．０， ｙ（ ｔｆ ＝ ∞） ＝ ０．０．
该问题的解析解为

　 　 ｙ（ ｔ） ＝ （ｅ －（１＋ ３） ｔ ＋ ｅ －２ｔ） ／ ２．
引入 ｑ ＝ ｙ（ ｔ）， ｐ ＝ ｙ（ ｔ），将方程改写为式（１）的形式，即

　 　
ｑ
ｐ

é

ë
êê

ù

û
úú ＝

０ １
２ － ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｑ
ｐ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＋

０
－ ｅ －２ｔ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， ｑ（０） ＝ １．０， ｑ（∞ ） ＝ ０．０，
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该线性系统具有正、负两个本征值－１± ３ ，无论向哪个方向积分都存在数值溢出的危险．对于

１６位精度的计算机而言，当区段长度 ｔｆ － ｔ０ ＝ ２１０时，状态传递矩阵Φ（ ｔ０，ｔｆ）的值就超出了计算

机浮点数表示的范围，因此采用状态传递矩阵的初参数法［１２］会产生数值稳定性问题．而本文

提出的 ＥＰＩＭ则不存在这个问题．表 ２给出了采用 ｔｆ ＝ ２和 ｔｆ ＝ ２１０ 来近似无限长时间区段的数

值结果与解析解的比较．可以看出，选用 ｔｆ ＝ ２１０ 来近似，本文方法得到了几乎与解析解完全一

致的结果，不存在数值溢出问题．图 ８ 给出了区段矩阵 Ｑ（ ｔ），Ｇ（ ｔ），Ｆ（ ｔ），Ｅ（ ｔ） 随区段长度增

加的变化，可见 Ｑ（ ｔ），Ｇ（ ｔ） 稳定收敛于常数，而 Ｆ（ ｔ）， Ｅ（ ｔ） 稳定收敛于 ０．

图 ４　 绝对误差的对数分布（对于函数形式（ｃ））
Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｌｏｇａｒｉｔｈｍｉｃ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ｆｏｒ ｆｏｒｍ （ｃ）

图 ５　 绝对误差的对数分布（对于函数形式（ｄ））
Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｌｏｇａｒｉｔｈｍｉｃ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ｆｏｒ ｆｏｒｍ （ｄ）

图 ６　 绝对误差的对数分布（对于函数形式（ｅ））
Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｌｏｇａｒｉｔｈｍｉｃ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ｆｏｒ ｆｏｒｍ （ｅ）

表 ２　 取不同长度区段近似无限长区段的数值结果

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｄ ｗｉｔｈ ｆｉｎｉｔｅ ｉｎｔｅｒｖａｌｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｌｅｎｇｔｈｓ

ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ
ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

ｔｆ ＝ ２ ｔｆ ＝ ２１０

ｙ（０） －２．３６６ ０２５ ４０３ ７８４ ４３８ －２．３７５ ０６８ ４７５ ７９９ １５２ －２．３６６ ０２５ ４０３ ７８４ ４３９

ｙ（∞ ） ０ －３．２３９ ５１５ ４１８ ７４３Ｅ－０２ ０

４５１１ 谭　 述　 君　 　 　 周　 文　 雅　 　 　 吴　 志　 刚



图 ７　 绝对误差的对数分布（对于函数形式（ｆ））
Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｌｏｇａｒｉｔｈｍｉｃ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ｆｏｒ ｆｏｒｍ （ｆ）

图 ８　 区段矩阵的变化趋势（对于函数形式（ｆ））
Ｆｉｇ． ８　 Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｖａｌ ｍａｔｒｉｃｅｓ

５　 结　 　 论

非齐次线性两点边值问题在众多科学和工程领域都有重要应用，研究它的高精度算法是

很有必要的．本文针对非齐次线性两点边值问题，建立了基于区段量的求解框架，并提出了计

算区段量（特别是区段响应矩阵）的扩展精细积分方法．
在基于区段量的求解框架下，各个区段的区段量计算是完全独立的，可以并行运算；而且

整体分析的代数方程组只需集成一次，从而可以大大简化研究不同边值条件对系统影响的计

算流程．针对非齐次项产生的区段向量的计算，提出了基于区段响应矩阵的扩展精细积分方

法．对于多项式函数、指数函数、正 ／余弦函数及其组合函数对应的区段响应矩阵，可以得到计

算机精度的数值解．算例验证了本文的扩展精细积分方法是一种高精度和高稳定性的算法．本
文的思路和方法还可以推广到线性时变系统两点边值问题的求解，而对于一类可以通过拟线

性化处理的非线性系统边值问题，也有望在本文的框架下求解，这将作为后续的研究工作．
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ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｆｏｒｍｓ． Ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌ ｆｏｒｍｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｔｅｒｍｓ ｃａｎ ｂｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ
ｍｅｎｔｉｏｎｅｄ ｆｏｒｍｓ． Ｉｎ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ， ｔｗｏ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘａｍｐｌｅｓ ｏｆ ｓｔｉｆｆ
ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｇｉｖｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｈｏｗｉｎｇ ｔｈｅ ｈｉｇｈ ａｃｃｕｒａｃｙ ａｎｄ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｔｗｏ⁃ｐｏｉｎｔ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｐｒｏｂｌｅｍ； ｉｎｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｔｅｒｍ； ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｍａｔｒｉｘ； ｐｒｅｃｉｓｅ ｉｎｔｅ⁃
ｇｒａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ； ａｄｄｉｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｅｍ

Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ （ １１００２０３２； １１３７２０５６；
１１４３２０１０）

７５１１线性定常系统非齐次两点边值问题的扩展精细积分方法


