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摘要：　 研究了利用 Ａｄｏｍｉａｎ 分解求解分数阶微分代数系统的方法．分析了代数约束对 Ａｄｏｍｉａｎ 方

法求解的影响，指出直接解出代数约束变量，将原系统转化为微分系统进行 Ａｄｏｍｉａｎ 分解的困难．
提出确定代数变量级数解各分量的新方法，据此进行 Ａｄｏｍｉａｎ 分解，得到整个系统的级数解．特别

研究了代数约束为线性的分数阶微分代数系统的 Ａｄｏｍｉａｎ 解法，证明了各变量间的线性代数约束

关系可以转化为相应级数解中各分量的线性关系，从而方便求解，并结合具体例子证明了该方法

简便有效．
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引　 　 言

分数阶微分代数系统一般具有 Ｆ（ ｔ，ｘ，ｘ（α）） ＝ ０ 的形式，它同时包含分数阶微分方程以及

代数方程（此时方程中不出现分数阶导数 ｘ（α）） 作为约束，可以更真实地刻画诸如多体系统等

模型．分数阶微分代数系统的求解则是一个值得关注的现实问题，Ｚｕｒｉｇａｔ 等给出的同伦分析解

法的求解过程受主观影响较大，实际应用上不太方便［１］ ．Ｄｉｎｇ 等提出了有价值的波形松弛方

法，同时如何加快其收敛速度需进一步研究［２］ ．另一方面，自 Ａｄｏｍｉａｎ 提出解非线性方程的

Ａｄｏｍｉａｎ 分解方法以来［３⁃８］，Ａｄｏｍｉａｎ 分解方法不仅应用广泛，而且在解分数阶微分方程方面也

进行了深刻而成功的研究．１９９３ 年 Ａｒｏｒａ 等首次给出了利用 Ａｄｏｍｉａｎ 分解求解分数阶微分方

程的方法，并且取得了成功［９］ ．１９９５ 年 Ｇｅｏｒｇｅ 等将分数阶微分方程作为特殊类型微分方程讨

论其 Ａｄｏｍｉａｎ 分解解法，并验证了解的正确性［１０］；其后 Ｓｈａｗａｇｆｅｈ 重点研究了分数阶非线性微

分方程的 Ａｄｏｍｉａｎ 分解解法［１１］； 这些文章的共同特点是都从数学角度讨论分数阶方程的解．
２００５ 年 Ｄａｆｔａｒｄａｒ⁃Ｇｅｊｊｉ 等从控制系统角度讨论了线性分数阶微分系统的解，通过例子阐明了

该方法的收敛性［１２］ ．２００６ 年他们又给出了求解非线性分数阶微分系统的 Ａｄｏｍｉａｎ 分解方法，
为分数阶在控制中的应用奠定了基础［１３］ ．国内学者也做了非常有意义的研究，Ｌｉ（李常品）等
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基于修改的 Ａｄｏｍｉａｎ 分解方法研究了分数阶方程组的有效尺度效应［１４］，Ｄｕａｎ（段俊生）等研

究了 Ａｄｏｍｉａｎ 多项式的简化计算、加速收敛等 ［１５⁃１６］ ．
基于以上原因，本文研究利用 Ａｄｏｍｉａｎ 分解方法求形如

　 　
（ａ） Ｃ

０Ｄαｉ
ｔ ｘｉ（ ｔ） ＝ ｆｉ（ ｔ，ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ），　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｌ；

（ｂ） ｇ ｊ（ ｔ，ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ） ＝ ０，　 　 ｊ ＝ ｌ ＋ １，ｌ ＋ ２，…，ｎ；
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的分数阶微分代数系统的级数解，假设约束（ａ）和（ｂ）满足相容性，变量 ｘｉ（ ｔ），ｉ ＝ １，２，…，ｌ 称
为微分变量，ｘ ｊ（ ｔ）， ｊ ＝ ｌ ＋ １，ｌ ＋ ２，…，ｎ 称为代数变量．本文首先回顾分数阶导数的基本概念，
然后探讨求解分数阶微分代数系统的 Ａｄｏｍｉａｎ 分解方法，最后给出相关算例加以验证．

１　 分数阶导数基本概念

定义 １．１　 称实值函数 ｆ（ｘ），ｘ ＞ ０ 属于 Ｃμ 空间， μ ∈ Ｒ，如果存在正数 ｐ ＞ μ， 使得

　 　 ｆ（ｘ） ＝ ｘｐ ｆ１（ｘ），
其中 ｆ１（ｘ） ∈ Ｃ［０， ＋ ∞） ．显然，Ｃα ⊂ Ｃβ（α ＞ β） ．

定义 １．２　 称实值函数 ｆ（ｘ），ｘ ＞ ０ 属于 Ｃｍ
μ 空间，ｍ ∈ Ｎ ∪ { ０ } ，如果 ｆ （ｍ）（ｘ） ∈ Ｃμ ．

定义 １．３　 若 ｆ（ｘ） ∈ Ｃμ， μ ≥－ １，则 ｆ（ｘ） 的 α 阶 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 积分定义如下：

　 　 Ｊα ｆ（ｘ） ＝ １
Γ（α） ∫

ｘ

０

ｆ（τ）
（ｘ － τ） １－α ｄτ，　 　 α ＞ ０， ｘ ＞ ０， Ｊ０ ｆ（ｘ） ＝ ｆ（ｘ） ．

定义 １．４　 若 ｆ（ｘ） ∈ Ｃｍ
－１，ｍ ∈ Ｎ ∪ { ０ } ，则 ｆ（ｘ） 的 α 阶 Ｃａｐｕｔｏ 导数定义如下：

　 　 Ｃ
０Ｄα

ｔ ｆ（ｘ） ＝
Ｊ（ｍ－α） ｆ （ｍ）（ｘ）， ｍ － １ ＜ α ＜ ｍ，
ｆ （ｍ）（ｘ）， α ＝ ｍ ∈ Ｎ ．{

设 ｆ（ｘ） ∈ Ｃμ， μ ≥－ １， α， β ＞ ０， γ ＞ － １， 则上述积分和导数具有以下性质：
１） Ｊβ（Ｊα ｆ（ｘ）） ＝ Ｊα（Ｊβ ｆ（ｘ）） ＝ Ｊα＋β ｆ（ｘ）；

２） Ｊαｘγ ＝ Γ（γ ＋ １）
Γ（α ＋ γ ＋ １）

ｘα＋γ，ｘ ＞ ０；

３） Ｊα ＣＤα ｆ（ｘ） ＝ ｆ（ｘ） － ∑
ｍ－１

ｋ ＝ ０

ｘｋ

ｋ！
ｆ（ｋ）（０ ＋）， ｍ － １ ＜ α ＜ ｍ， ｘ ＞ ０； ＣＤαＪα ｆ（ｘ） ＝ ｆ（ｘ） ．

２　 解分数阶微分代数系统的 Ａｄｏｍｉａｎ 分解方法

２．１　 关于微分部分的解

首先考虑系统微分部分，也就是方程（１（ａ））的求解．对方程（１（ａ））两边同时运用 α ｉ 阶积

分算子 Ｊα ｉ， 于是由上面性质 ３）有

　 　 ｘｉ（ ｔ） ＝ ∑
［α ｉ］

ｋ ＝ ０

ｃ（ｋ）ｉ

ｋ！
ｔｋ ＋ Ｊα ｉ［ ｆｉ（ ｔ，ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）］，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｌ ． （２）

由 Ａｄｏｍｉａｎ 分解可知， ｘｉ（ ｔ） 的解可以表示为级数形式：

　 　 ｘｉ（ ｔ） ＝ ∑
∞

ｍ ＝ ０
ｘｉｍ（ ｔ） ． （３）

ｆｉ（ ｔ，ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ） 可分解为 Ａｄｏｍｉａｎ 多项式之和：

　 　 ｆｉ（ ｔ，ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ） ＝ ∑
∞

ｍ ＝ ０
Ａｉｍ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｌ ． （４）
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引入参数 λ，Ａｉｍ 可按如下方式确定：

　 　 Ａｉｍ ＝ １
ｍ！

ｄｍ

ｄλｍ [ ｆｉ ( ｔ，∑
∞

ｍ ＝ ０
ｘ１ｍλｍ，∑

∞

ｍ ＝ ０
ｘ２ｍλｍ，…，∑

∞

ｍ ＝ ０
ｘｎｍλｍ ) ]

λ ＝ ０
． （５）

将式（３）、（４）代入式（２）得

　 　 ｘｉ（ ｔ） ＝ ∑
∞

ｍ ＝ ０
ｘｉｍ（ ｔ） ＝ ∑

［α ｉ］

ｋ ＝ ０

ｃ（ｋ）ｉ

ｋ！
ｔｋ ＋ Ｊα ｉ∑

∞

ｍ ＝ ０
Ａｉｍ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｌ ．

对于 ｍ ＝ ０，１，２，…，∞ ；ｉ ＝ １，２，…，ｌ， 微分部分（方程（１（ａ）））的求解递推公式如下：

　 　

ｘｉ０（ ｔ） ＝ ∑
［α ｉ］

ｋ ＝ ０

ｃ（ｋ）ｉ

ｋ！
ｔｋ，

ｘｉ（ｍ＋１）（ ｔ） ＝ Ｊα ｉＡｉｍ ＝

　 　 Ｊα ｉ
１

ｍ！
ｄｍ

ｄλｍ ｆｉ ｔ，∑
∞

ｍ ＝ ０
ｘ１ｍλｍ，∑

∞
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ｘ２ｍλｍ，…，∑

∞

ｍ ＝ ０
ｘｎｍλｍ( )é
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在实际计算中，常常取 ｘｉ（ ｔ） 的前 Ｋ 项部分和作为近似解，即

　 　 ｘ ｉＫ（ ｔ） ＝ ∑
Ｋ－１

ｍ ＝ ０
ｘｉｍ（ ｔ） ．

２．２　 代数约束部分分析

下面讨论代数约束（方程（１（ｂ）））在系统求解过程中的作用．从微分部分的求解过程可以

看到， Ａｉｍ 依赖于（ｘ１０，ｘ１１，…，ｘ１ｍ；ｘ２０，ｘ２１，…，ｘ２ｍ；ｘｎ０，ｘｎ１，…，ｘｎｍ） 又影响 ｘｉ（ｍ＋１）（ ｔ） 的确定．因此

ｘ ｊｍ（ ｔ）， ｊ ＝ ｌ ＋ １，ｌ ＋ ２，…，ｎ；ｍ ＝ ０，１，…，∞ 对各 Ａｉｍ 乃至 ｘｉ（ ｔ） 的确定很重要．
假设代数约束（方程（１（ｂ）））是能够由 ｘｉ（ ｔ），ｉ ＝ １，２，…，ｌ 确定 ｘ ｊ（ ｔ）， ｊ ＝ ｌ ＋ １，ｌ ＋ ２，…，

ｎ 的隐函数组．对于初值条件而言，由于相容性，ｘｉ０（ ｔ） ＝ ｘｉ（０），ｉ ＝ １，２，…，ｌ 满足式（１（ｂ）），于
是可以由初值 ｘｉ（０），ｉ ＝ １，２，…，ｌ 求出 ｘ ｊ（０）， ｊ ＝ ｌ ＋ １，ｌ ＋ ２，…，ｎ ．此外代数约束部分没有微

分算子，不需要两边同时运用积分算子，故可以直接令 ｘ ｊ０（ ｔ） ＝ ｘ ｊ（０）， ｊ ＝ ｌ ＋ １，ｌ ＋ ２，…，ｎ ．从而

Ａｉ０ 得以确定，利用递推公式（６），进一步得到 ｘｉ１（ ｔ），ｉ ＝ １，２，…，ｌ ．
ｘ ｊｍ（ ｔ）， ｊ ＝ ｌ ＋ １，ｌ ＋ ２，…，ｎ；ｍ ＝ １，２，…，∞ 的确定对后继 ｘｉ（ｍ＋１）（ ｔ），ｘ ｊ（ｍ＋１）（ ｔ），ｍ ＝ １，２，

…，∞ 的确定影响深远．直接的想法是由代数方程组解出 ｘ ｊｍ（ ｔ）， ｊ ＝ ｌ ＋ １，ｌ ＋ ２，…，ｎ；ｍ ＝ １，２，
…，∞ ， 然后代入微分部分，从而将系统转化为只含有分数阶导数的分数阶微分系统，并利用

Ａｄｏｍｉａｎ 方法求解．这种方法有其可行之处，同时也存在不足．一方面由代数方程组解出 ｘ ｊｍ（ ｔ）
并非一定顺利，甚至难度很大；另一方面，即使得到 ｘ ｊｍ（ ｔ）， 将其代入微分部分后确定 Ａｄｏｍｉａｎ
多项式的复杂度也会增加．因为在 ｆｉ（ ｔ，ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ） 中若 ｘ ｊ（ ｔ）， ｊ ＝ ｌ ＋ １，ｌ ＋ ２，…，ｎ 和 ｘｉ（ ｔ），
ｉ ＝ １，２，…，ｌ 是互为独立的变量，求导确定 Ａｄｏｍｉａｎ 多项式相对简单．然而解出 ｘ ｊ（ ｔ） ＝ φ ｊ（ｘ１，
ｘ２，…，ｘｌ） 后， ｆｉ（ ｔ，ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ） 具有以下形式：

　 　 ｆｉ（ ｔ，ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ） ＝
　 　 　 　 ｆｉ（ ｔ，ｘ１，ｘ２，…，ｘｌ，φ１（ｘ１，ｘ２，…，ｘｌ），φ２（ｘ１，ｘ２，…，ｘｌ），…，φ ｎ－ｌ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｌ）） ．

这样即使在线性代数约束的情况下，求导特别是求高阶导数的过程会变得复杂得多，从而确定

Ａｄｏｍｉａｎ 多项式的复杂度大大增加．
为了既能利用代数约束得到 ｘ ｊｍ（ ｔ），又不至于增加系统的计算复杂度，至少在线性代数约

束这一简单情况下能得到理想的解，我们提供一种参考方法：设 ｘｉ（ｍ－１）（ ｔ），ｉ ＝ １，２，…，ｎ 已知，
进而 ｘｉｍ（ ｔ），ｉ ＝ １，２，…，ｌ得以确定，需要得到 ｘ ｊｍ（ ｔ）， ｊ ＝ ｌ ＋ １，ｌ ＋ ２，…，ｎ ．注意到常取 ｘｉ（ ｔ） 的

３１２１解分数阶微分代数系统的 Ａｄｏｍｉａｎ 分解方法



前 Ｋ项和作为近似：ｘｉ（ ｔ） ≈ ｘ ｉＫ（ ｔ） ＝∑ Ｋ－１

ｍ ＝ ０
ｘｉｍ（ ｔ），ｉ ＝ １，２，…，ｎ ．自然要求 Ｋ级近似 ｘ ｉＫ（ ｔ），ｉ ＝

１，２，…，ｎ 满足代数约束（方程（１（ｂ）））是合理的，也就是

　 　 ｇ ｊ（ ｔ，ｘ１Ｋ，ｘ２Ｋ，…，ｘｎＫ） ＝ ０，　 　 ｊ ＝ ｌ ＋ １，ｌ ＋ ２，…，ｎ ． （７）
这为确定 ｘ ｊｍ（ ｔ）， ｊ ＝ ｌ ＋ １，ｌ ＋ ２，…，ｎ 提供了可行的方法．
２．３　 线性代数约束分析

代数约束（方程（１（ｂ）））的简单情况是线性约束，此时上述算法变得很简便．假设代数约

束 ｇ ｊ ＝ ０ 都是线性的，从而方程（１（ｂ））可写为矩阵形式：

　 　 Ａ ｊｉＸ
－
＝ ０， （１（ｂ））′

其中 Ａ ｊｉ ＝ { ａ ｊｉ } （ｎ－ｌ） ×（ｎ＋１） 为行满秩系数矩阵，Ｘ
－
＝ （ ｔ，ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ） Ｔ ．

应用 ２．２ 小节中的方法确定 ｘ ｊｍ（ ｔ）， ｊ ＝ ｌ ＋ １，ｌ ＋ ２，…，ｎ；ｍ ＝ ０，１，… ．考虑到各约束中线性

因素 ｔ的作用，先讨论 ｘ ｊ０（ ｔ）， ｊ ＝ ｌ ＋ １，ｌ ＋ ２，…，ｎ 的确定．令 Ａ ｊｉ ＝ ［Ａ１ （ｎ－ｌ） ×（ ｌ ＋１） 　 Ａ２ （ｎ－ｌ） ×（ｎ－ｌ）］，

Ａ２ 满秩，Ｘ
－

０ ＝ （ ｔ，ｘ１０，ｘ２０，…，ｘｎ０） Ｔ 代入式（１（ｂ））′ 有

　 　 ［Ａ１ （ｎ－ｌ） ×（ ｌ ＋１） 　 Ａ２ （ｎ－ｌ） ×（ｎ－ｌ）］Ｘ
－

０ ＝ ０．
从而

　 　 Ｘ ｊ０ ＝ － Ａ －１
２ × Ａ１Ｘ

－

ｉ０， （８）
其中

　 　 Ｘ ｊ０ ＝ （ｘ（ ｌ ＋１）０，ｘ（ ｌ ＋２）０，…，ｘｎ０） Ｔ， Ｘ
－

ｉ０ ＝ （ ｔ，ｘ１０，ｘ２０，…，ｘｌ０） Ｔ ．
此外由于代数约束为线性， ｔ对各 ｘ ｊ（ ｔ）， ｊ ＝ ｌ ＋ １，ｌ ＋ ２，…，ｎ的影响完全包含在初值 ｘ ｊ０（ ｔ）

中，从而简化 ｘ ｊ１（ ｔ） 的确定．对 ｘｉ（ ｔ），ｉ ＝ １，２，…，ｎ 取 ２ 项近似 ｘ ｉ２（ ｔ）， 代入式（１（ｂ））′得

　 　 ［Ａ１（ｎ－ｌ） ×（ ｌ ＋１） 　 Ａ２（ｎ－ｌ） ×（ｎ－ｌ）］（Ｘ
－

０ ＋ Ｘ
－

１） ＝ ０， （９）

其中 Ｘ
－

１ ＝ （０，ｘ１１，ｘ２１，…，ｘｎ１） Ｔ，由［Ａ１（ｎ－ｌ） ×（ ｌ ＋１） 　 Ａ２（ｎ－ｌ） ×（ｎ－ｌ）］Ｘ
－

０ ＝ ０ 可知，式（９）等价于

　 　 ［Ａ１（ｎ－ｌ） ×（ ｌ ＋１） 　 Ａ２（ｎ－ｌ） ×（ｎ－ｌ）］Ｘ
－

１ ＝ ０． （１０）

令 Ｘ ｊ１ ＝ （ｘ（ ｌ ＋１）１，ｘ（ ｌ ＋２）１，…，ｘｎ１） Ｔ，Ｘ
－

ｉ１ ＝ （０，ｘ１１，ｘ２１，…，ｘｌ１） Ｔ， 解得 Ｘ ｊ１ 如下：

　 　 Ｘ ｊ１ ＝ － Ａ －１
２ × Ａ１Ｘ

－

ｉ１ ． （１１）

Ｘ
－

ｉ１ 首元为 ０ 说明 Ｘ ｊ１（ ｔ） 仅由其与 ｘ１１，ｘ２１，…，ｘｌ１ 的线性关系决定．同理有

　 　 Ｘ ｊｍ ＝ － Ａ －１
２ × Ａ１Ｘ

－

ｉｍ ． （１２）
Ｘ ｊｍ（ ｔ）， ｊ ＝ ｌ ＋ １，ｌ ＋ ２，…，ｎ；ｍ≥２仅由其与 ｘ１ｍ，ｘ２ｍ，…，ｘｎｍ 的线性关系确定．也就是说对于线

性代数约束而言，系统解的整体性质可以逐项转化为各分量的性质分别研究，然后进行综合还

原系统的整体解．

３　 算 例 研 究

算例 １　 附加线性代数约束的分数阶微分代数系统为

　 　

Ｃ
０Ｄα

ｔ ｘ２（ ｔ） ＝ ｔｘ１（ ｔ），
ｘ１（ ｔ） ＋ ｋｘ２（ ｔ） ＝ ０，
ｘ１（０） ＝ １ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

系统
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　 　 ｘ１０（ ｔ） ＝ ｘ１（０） ＝ １， ｘ２０（ ｔ） ＝ ｘ２（０） ＝ － １
ｋ

的 Ａｄｏｍｉａｎ 多项式为

　 　 Ａ２０ ＝ ｔｘ１０， Ａ２１ ＝ ｔｘ１１， Ａ２２ ＝ ｔｘ１２， Ａ２３ ＝ ｔｘ１３ ．
利用线性代数约束有

　 　 ｘ２１ ＝ ＪαＡ２０ ＝ Γ（２）
Γ（２ ＋ α）

ｔ（１＋α），

　 　 ｘ１１ ＝ － ｋ Γ（２）
Γ（２ ＋ α）

ｔ（１＋α），

　 　 ｘ２２ ＝ ＪαＡ２１ ＝ － ｋ Γ（２）Γ（３ ＋ α）
Γ（２ ＋ α）Γ（３ ＋ ２α）

ｔ（２＋２α） ＝ － ｋ （２ ＋ α）Γ（２）
Γ（３ ＋ ２α）

ｔ（２＋２α），

　 　 ｘ１２ ＝ ｋ２ （２ ＋ α）Γ（２）
Γ（３ ＋ ２α）

ｔ（２＋２α），

　 　 ｘ２３ ＝ ＪαＡ２２ ＝ ｋ２ （２ ＋ α）Γ（２）Γ（４ ＋ ２α）
Γ（３ ＋ ２α）Γ（４ ＋ ３α）

ｔ（３＋３α） ＝ ｋ２ （２ ＋ α）（３ ＋ ２α）Γ（２）
Γ（４ ＋ ３α）

ｔ（３＋３α），

　 　 ｘ１３ ＝ － ｋ３ （２ ＋ α）（３ ＋ ２α）Γ（２）
Γ（４ ＋ ３α）

ｔ（３＋３α），

　 　 ｘ２４ ＝ ＪαＡ２３ ＝ － ｋ３ （２ ＋ α）（３ ＋ ２α）Γ（２）Γ（５ ＋ ３α）
Γ（４ ＋ ３α）Γ（５ ＋ ４α）

ｔ（４＋４α） ＝

　 　 　 　 － ｋ３ （２ ＋ α）（３ ＋ ２α）（４ ＋ ３α）Γ（２）
Γ（５ ＋ ４α）

ｔ（４＋４α），

　 　 ｘ１４ ＝ ｋ４ （２ ＋ α）（３ ＋ ２α）（４ ＋ ３α）Γ（２）
Γ（５ ＋ ４α）

ｔ（４＋４α） ．

归纳解的规律：

　 　 ｘ２ｍ ＝ （ － ｋ） （ｍ－１） （２ ＋ α）（３ ＋ ２α）…［ｍ ＋ （ｍ － １）α］Γ（２）
Γ［（ｍ ＋ １） ＋ ｍα］

ｔ（ｍ＋ｍα），

　 　 ｍ ＝ １，２，… ．
由于 Γ（２） ＝ １，上式可以改写为如下更规范并包含 ｘ２０ 的形式：

　 　 ｘ２ｍ ＝ （ － ｋ） （ｍ－１） （ － α）（１ ＋ ０α）（２ ＋ α）（３ ＋ ２α）…［ｍ ＋ （ｍ － １）α］
（ － α）Γ［（ｍ ＋ １） ＋ ｍα］

ｔ（ｍ＋ｍα），

　 　 ｍ ＝ ０，１，２，… ．
简记为

　 　 ｘ２ｍ ＝ （ － ｋ） （ｍ－１）
∏
ｍ

ｉ ＝ ０
［ ｉ ＋ （ ｉ － １）α］

（ － α）Γ［（ｍ ＋ １） ＋ ｍα］
ｔ（ｍ＋ｍα）， ｍ ＝ ０，１，２，… ．

从而

　 　 ｘ１ｍ ＝ （ － ｋ） （ｍ）
∏
ｍ

ｉ ＝ ０
［ ｉ ＋ （ ｉ － １）α］

（ － α）Γ［（ｍ ＋ １） ＋ ｍα］
ｔ（ｍ＋ｍα）， ｍ ＝ ０，１，２，… ．

于是得到系统解为

５１２１解分数阶微分代数系统的 Ａｄｏｍｉａｎ 分解方法



　 　

ｘ１（ ｔ） ＝ ∑
∞

ｍ ＝ ０
ｘ１ｍ ＝ ∑

∞

ｍ ＝ ０
（ － ｋ） （ｍ）

∏
ｍ

ｉ ＝ ０
［ ｉ ＋ （ ｉ － １）α］

（ － α）Γ［（ｍ ＋ １） ＋ ｍα］
ｔ（ｍ＋ｍα），

ｘ２（ ｔ） ＝ ∑
∞

ｍ ＝ ０
ｘ２ｍ ＝ ∑

∞

ｍ ＝ ０
（ － ｋ） （ｍ－１）

∏
ｍ

ｉ ＝ ０
［ ｉ ＋ （ ｉ － １）α］

（ － α）Γ［（ｍ ＋ １） ＋ ｍα］
ｔ（ｍ＋ｍα） ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

此解已不再是近似解，而是系统的精确解，正确性可直接由 ｘ２（ ｔ） 求 Ｃａｐｕｔｏ 导数验证．
算例 ２　 附加非线性约束的分数阶微分代数系统：

　 　

Ｃ
０Ｄα

ｔ ｘ１ ＝ ２ｘ２
２，

（ｘ２ － １） ２ ＝ ｘ１，
ｘ１（０） ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

系统的 ｘ１０ ＝ ｘ１（０） ＝ ０，ｘ２０ ＝ １， 其 Ａｄｏｍｉａｎ 多项式如下：
　 　 Ａ１０ ＝ ２ｘ２

２０， Ａ１１ ＝ ４ｘ２０ｘ２１， Ａ１２ ＝ ２ｘ２
２１ ＋ ４ｙ２０ｙ２２， Ａ１３ ＝ ４ｘ２１ｘ２２ ＋ ４ｘ２０ｘ２２ ．

由递推算法知：

　 　 ｘ１１ ＝ ＪαＡ１０ ＝ ２
Γ（α ＋ １）

ｔα ．

为了计算 ｘ２１，令 ２ 级截断 ｘ１２（ ｔ） ＝ ｘ１０ ＋ ｘ１１，ｘ２２（ ｔ） ＝ ｘ２０ ＋ ｘ２１ 满足代数约束：
　 　 （ｘ２０ ＋ ｘ２１ － １） ２ ＝ ｘ１０ ＋ ｘ１１ ．

注意 ｘ１０ ＝ ｘ１（０） ＝ ０，ｘ２０ ＝ １， 有

　 　 ｘ２１ ＝ ２
Γ（α ＋ １）

ｔα ／ ２ ．

于是

　 　 Ａ１１ ＝ ４ｘ２０ｘ２１ ＝ ４ ２
Γ（α ＋ １）

ｔα ／ ２ ．

进而

　 　 ｘ１２ ＝ ＪαＡ１１ ＝ ４ ２
Γ（α ＋ １）

Γ（α ／ ２ ＋ １）
Γ（３α ／ ２ ＋ １）

ｔ３α ／ ２ ＝ ４
３

２
Γ α ＋ １( )

Γ（α ／ ２）
Γ（３α ／ ２）

ｔ３α ／ ２ ．

为了计算 ｘ２２，令 ３ 级截断 ｘ１３（ ｔ） ＝ ｘ１０ ＋ ｘ１１ ＋ ｘ１２，ｘ２３（ ｔ） ＝ ｘ２０ ＋ ｘ２１ ＋ ｘ２２ 满足代数约束：
　 　 （ｘ２０ ＋ ｘ２１ ＋ ｘ２２ － １） ２ ＝ ｘ１０ ＋ ｘ１１ ＋ ｘ１２ ．

注意到

　 　 ｘ１０ ＝ ０， ｘ２０ ＝ １， ｘ１１ ＝ ２
Γ（α ＋ １）

ｔα，

　 　 ｘ２１ ＝ ２
Γ（α ＋ １）

ｔα ／ ２， ｘ１２ ＝ ４
３

２
Γ（α ＋ １）

Γ（α ／ ２）
Γ（３α ／ ２）

ｔ３α ／ ２，

可得

　 　 ｘ２２ ＝ ４
３

２
Γ（α ＋ １）

Γ（α ／ ２）
Γ（３α ／ ２）

ｔα ／ ２ ＋ ２
Γ（α ＋ １）

－ ２
Γ（α ＋ １）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｔα ／ ２ ．

得到两个解的 ３ 级截断近似：
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ｘ１ ＝ ２
Γ（α ＋ １）

ｔα ＋ ４
３

２
Γ（α ＋ １）

Γ（α ／ ２）
Γ（３α ／ ２）

ｔ３α ／ ２，

ｘ２ ＝ １ ＋ ２
Γ（α ＋ １）

ｔα ／ ２ ＋

　 　 ４
３

２
Γ（α ＋ １）

Γ（α ／ ２）
Γ（３α ／ ２）

ｔα ／ ２ ＋ ２
Γ（α ＋ １）

－ ２
Γ（α ＋ １）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｔα ／ ２ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

４　 结　 　 论

针对分数阶微分代数系统，本文提出了一种基于 Ａｄｍｉａｎ 分解的求级数解方法．算例说明

这种方法的计算过程避免了复合函数求高阶导数的麻烦，对于线性代数约束而言，求解效果良

好，并且在理想情况下能够根据解得规律得到系统精确解的级数表示．当代数约束为非线性

时，用该方法得到级数解的低级截断近似比较顺利，而求高级截断近似会出现困难，可以考虑

利用多步法进行改进，同时也还需要作进一步的研究加以完善．此外，本文提出的方法也可以

应用于整数阶微分代数系统的求解．
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［１１］　 Ｓｈａｗａｇｆｅｈ Ｎ Ｔ． Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ

［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ， ２００２， １３１（２）： ５１７⁃５２９．
［１２］　 Ｄａｆｔａｒｄａｒ⁃Ｇｅｊｊｉ Ｖ， Ｊａｆａｒｉ Ｈ． Ａｄｏｍｉａｎ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ： ａ ｔｏｏｌ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ａ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２００５， ３０１
（２）： ５０８⁃５１８．

［１３］　 Ｊａｆａｒｉ Ｈ， Ｄａｆｔａｒｄａｒ⁃Ｇｅｊｊｉ Ｖ． Ｓｏｌｖｉｎｇ ａ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｕ⁃

７１２１解分数阶微分代数系统的 Ａｄｏｍｉａｎ 分解方法



ｓｉｎｇ Ａｄｏｍｉａｎ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ＆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２００６，
１９６（２）： ６４４⁃６５１．

［１４］ 　 ＬＩ Ｃｈａｎｇ⁃ｐｉｎ， ＷＡＮＧ Ｙｉ⁃ｈｏｎｇ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｂａｓｅｄ ｏｎ Ａｄｏｍｉａｎ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｆｏｒ
ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ＆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ Ｗｉｔｈ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２００９， ５７
（１０）： １６７２⁃１６８１．

［１５］　 Ｄｕａｎ Ｊ Ｓ． Ｒｅｃｕｒｒｅｎｃｅ ｔｒｉａｎｇｌｅ ｆｏｒ Ａｄｏｍｉａｎ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏｍ⁃
ｐｕｔａｔｉｏｎ， ２０１０， ２１６（４）： １２３５⁃１２４１．

［１６］　 Ｄｕａｎ Ｊ Ｓ， Ｒａｃｈ Ｒ， Ｗａｎｇ Ｚ． Ｏｎ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ ｒｅｇｉｏｎ ｏｆ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｓｅ⁃
ｒｉｅｓ ｓｏｌｕｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ＆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， ２０１３， ２： ２２７⁃２４８．

Ｏｎ ｔｈｅ Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ⁃Ａｌｇｅｂｒａｉｃ
Ｓｙｓｔｅｍｓ Ｗｉｔｈ ｔｈｅ Ａｄｏｍｉａｎ Ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ Ｍｅｔｈｏｄ

ＦＥＮＧ Ｚａｉ⁃ｙｏｎｇ１，２，　 ＣＨＥＮ Ｎｉｎｇ１

（１． Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ａｎｄ Ｅｌｅｃｔｒｏｎｉｃ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， Ｎａｎｊｉｎｇ Ｆｏｒｅｓｔｒｙ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，
Ｎａｎｊｉｎｇ ２１００３７， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ；

２． Ｄｅｐａｒｔｍｅｎｔ ｏｆ Ｓｏｃｉａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ， Ｎａｎｊｉｎｇ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｒａｉｌｗａｙ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，
Ｎａｎｊｉｎｇ ２１００３１， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｓｙｓｔｅｍｓ （ＦＤＡＳｓ） ｗａｓ ｓｔｕｄｉｅｄ
ｗｉｔｈ ｔｈｅ Ａｄｏｍｉａｎ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ． Ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｏｎ ｔｈｅ Ａｄｏ⁃
ｍｉａｎ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｗａｓ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ， ａｎｄ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｄｉｆｆｉｃｕｌｔｙ ｏｆ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｉｎｇ ｔｈｅ
ＦＤＡＳｓ ｉｎｔｏ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｓｙｓｔｅｍｓ ｔｈｒｏｕｇｈ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｄｉｒｅｃｔｌｙ ｗａｓ
ｐｏｉｎｔｅｄ ｏｕｔ． Ｔｏ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅ ｔｈｅ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｅｒｉｅｓ ｓｏｌｕｔｉｏｎ， ａ ｎｅｗ ｍｅｔｈ⁃
ｏｄ ｗａｓ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ Ａｄｏｍｉａｎ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｉｍｐｌｅｍｅｎｔｅｄ ｓｕｃｃｅｓｓｆｕｌｌｙ ｔｏ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ ｓｏｌｕ⁃
ｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ＦＤＡＳ． Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ＦＤＡＳ ｕｎｄｅｒ ｌｉｎｅａｒ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｗａｓ ｐａｒｔｉｃｕｌａｒｌｙ
ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ Ａｄｏｍｉａｎ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ． Ｉｔ’ｓ ｐｒｏｖｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅ⁃
ｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｕｎｄｅｒ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｃｏｕｌｄ ｂｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｌｙ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｄ ｉｎｔｏ ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒ
ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｓｅｒｉｅｓ ｓｏｌｕｔｉｏｎ． ２ ｅｘａｍｐｌｅｓ ｗｅｒｅ ｇｉｖ⁃
ｅｎ ｔｏ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｅ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｎｉｅｎｃｅ ａｎｄ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｏｒｄｅｒ； ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｓｙｓｔｅｍ； Ａｄｏｍｉａｎ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ； ｓｅｒｉｅｓ ｓｏ⁃
ｌｕｔｉｏｎ； ｌｉｎｅａｒ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ

Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（１１２７２１５９）

８１２１ 冯　 　 再　 　 勇　 　 　 陈　 　 宁


