
文章编号：１０００⁃０８８７（２０１５）１２⁃１２１９⁃０９ ⓒ 应用数学和力学编委会，ＩＳＳＮ １０００⁃０８８７

水波的界带有限元
∗

吴　 锋，　 钟万勰

（工业装备结构分析国家重点实验室（大连理工大学）， 辽宁 大连 １１６０２３）

（我刊编委钟万勰来稿）

摘要：　 研究了水波计算的位移法．采用物质坐标，以位移为基本未知量，考虑小变形条件，引入流

函数满足不可压缩条件．于是，分析力学的变分原理可以运用了，界带有限元、正则变换、保辛积分

等有效手段可使数值求解方便得多．
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引　 　 言

流体力学方程，一般是在空间 Ｅｕｌｅｒ 坐标下描述的；也有 Ｌａｇｒａｎｇｅ 坐标下的描述［１］ ．其实，
各有优点．Ｅｕｌｅｒ 坐标已占主流，主要的程序系统绝大多数是采用 Ｅｕｌｅｒ 坐标描述的．Ｌａｇｒａｎｇｅ 坐

标描述的体系，已经很少提到了．
然而，孤立浅水波也可在 Ｌａｇｒａｎｇｅ 坐标下求解［２⁃３］ ．不过当水深 ｈ 比较大时，ＫｄＶ 方程的基

本假定不可用［４⁃５］ ．此时的数值求解方法也应深入研究，一般总是在 Ｅｕｌｅｒ 坐标下表述，本文考

虑在 Ｌａｇｒａｎｇｅ 坐标下进行求解．简单些，考虑二维水波问题．
对在 Ｅｕｌｅｒ 坐标下的水波，文献［４］第 ７ 章指出， Ａ ／ ｈ≪１ 的要求对于许多海岸问题往往不

能满足．这带来了许多问题，从而有 Ｚａｋｈａｒｏｖ 等推导了非线性 Ｓｃｈｒöｅｄｉｎｇｅｒ 方程来求解（见文献

［４］）．对非线性 Ｓｃｈｒöｅｄｉｎｇｅｒ 方程的数值求解，有许多文章按几何数值积分（ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｕｍｅｒｉ⁃
ｃａｌ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ） ［６］进行．本文将从位移法角度分析．

固体力学通常是在 Ｌａｇｒａｎｇｅ 坐标下求解的．文献［７⁃８］给出了求解不可压缩固体材料的界

带有限元法，并进行了初步研究．水也是不可压缩的，其差别在于固体总有变形能产生能量，而
水是没有变形能的；不过孤立波是水动力学问题，需要对时间积分．对此，考虑二维水波问题采

用流函数简单些．以往假定单层水的浅水波的速度分布与 ｚ 无关；现在考虑对于多层水有限元

分析，与 ｚ 无关的假定不再成立．

１　 位移法 Ｌａｇｒａｎｇｅ 坐标

考虑如图 １ 所示一个深为 Ｈ，长为 Ｌ 的水池，其中虚线是水面，实线表示水面静止时的形
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状．静止时水中各个质点的坐标为（ｘ０，ｚ０） ．

图 １　 水池

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｐｏｏｌ

利用位移法分析水波动力问题，需要建立系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数．根据动力学 Ｌａｇｒａｎｇｅ 体

系，水波动时的基本未知量用水的质点位移来描述．本文仅考虑二维水波问题，假定在 ｙ０ 方向

没有位移，则时间 ｔ 的位置可表示为

　 　 ｘ（ｘ０，ｚ０，ｔ） ＝ ｘ０ ＋ ｑｘ（ｘ０，ｚ０，ｔ）， ｚ（ｘ０，ｚ０，ｔ） ＝ ｚ０ ＋ ｑｚ（ｘ０，ｚ０，ｔ）， （１）
其中 ｑｘ，ｑｚ 分别代表质点在 ｘ０，ｚ０ 方向的位移．而速度就是 ｑｘ（ｘ０，ｚ０，ｔ），ｑｚ（ｘ０，ｚ０，ｔ），字母上面一

点代表对时间的偏微商，是大位移问题．在小变形大位移的框架下，水变形的不可压缩条件可

表达为

　 　 ∂ｑｘ（ｘ０，ｚ０，ｔ） ／ ∂ｘ０ ＋ ∂ｑｚ（ｘ０，ｚ０，ｔ） ／ ∂ｚ０ ＝ ０． （２）
两个方向的位移要求满足上式，为此可引入流函数 ψ（ｘ０，ｚ０，ｔ）， 使得

　 　
ｑｘ（ｘ０，ｚ０，ｔ） ＝ ∂ψ（ｘ０，ｚ０，ｔ） ／ ∂ｚ０，
ｑｚ（ｘ０，ｚ０，ｔ） ＝ － ∂ψ（ｘ０，ｚ０，ｔ） ／ ∂ｘ０ ．

{ （３）

这样，速度就是

　 　
ｑｘ（ｘ０，ｚ０，ｔ） ＝ ∂ψ（ｘ０，ｚ０，ｔ） ／ ∂ｚ０，

ｑｚ（ｘ０，ｚ０，ｔ） ＝ － ∂ψ（ｘ０，ｚ０，ｔ） ／ ∂ｘ０ ．
{ （４）

根据上式， 速度也用流函数表达了．根据速度即可计算动能， 假定 ｙ０ 方向取单位长度， 动

能为

　 　 Ｔ ＝ ∫Ｌ
０
∫０

－Ｈ

１
２

ρ（ψ２
ｚ ＋ ψ２

ｘ）ｄｚ０ｄｘ０ ． （５）

势能其实就是重力产生的，只要有了位移，计算是不困难的．假设变形后的水面为 η（ｘ，
ｔ）， 可表示为

　 　 η（ｘ） ＝ ｑｚ（ｘ０，０，ｔ） ＝ － ψｘ０（ｘ０，０，ｔ） ． （６）
根据文献［３］，则势能可表示为

　 　 Ｕ ＝ ∫Ｌ
０

ρｇ
２
［ψ２

ｘ０（ｘ０，０，ｔ） － Ｈ２］ １ ＋
∂ｑｘ（ｘ０，０，ｔ）

∂ｘ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ０ ． （７）

根据动能和势能，就可以建立 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数．在时间 ［０，ｔ］ 内的作用量为

　 　 Ｓ ＝ ∫ｔ
０
∫Ｌ

０
∫０

－Ｈ

１
２

ρ（ψ２
ｚ ＋ ψ２

ｘ）ｄｚ０ｄｘ０ｄｔ －

　 　 　 　 ∫ｔ
０
∫Ｌ

０

ρｇ
２
［ψ２

ｘ０（ｘ０，０，ｔ） － Ｈ２］ １ ＋
∂２ψ（ｘ０，０，ｔ）

∂ｚ０∂ｘ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ０ｄｔ ． （８）

根据最小作用量原理，利用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分，便可推导出一组非线性的微分方程组．但该非

线性微分方程组，即便是利用辛 Ｌｉｅ 群、辛几何等工具，也难以分析求解，而且工程师很难接受
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高深理论．如果离散分析，在 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系下，时间坐标均可以采用时间有限元离散，从而进入

辛代数［８⁃９］的思路进行推导，辛 Ｌｉｅ 群变换到传递辛矩阵群，就变得简单，也易于为工程师接

受．水波分析的质点空间坐标描述的是连续介质，无穷多未知数，比有限未知数的情况复杂得

多．但可以先在空间坐标内用有限元离散，变成有限未知数的动力学问题，然后进入分析动力

学的轨道．这样就可利用成熟的经典力学的成果，进行数值计算．

２　 界带有限元离散

仍以图 １ 所示 （ｘ０，ｚ０） 平面的正规长方形水池为例进行分析．由于被离散的函数是流函数

ψ（ｘ０，ｚ０，ｔ），流函数本身没有物理意义，但其偏微商是位移，需要数值微商，因此在水深方向离

散最起码应当有 ２层．底层是 ｚ０ ＝ － Ｈ，而上层是 ｚ０ ＝ ０的水面．因为位移是流函数 ψ（ｘ０，ｚ０，ｔ） 的

一阶偏导，因此ψ（ｘ０，ｚ０，ｔ） 可任意加１个常数，所以可选择在（ｘ０ ＝ ０，ｚ０ ＝ － Ｈ） 处ψ（０，ｚ０ ＝ － Ｈ，
ｔ） ＝ ０，这样一来边界条件就十分容易．在水底层，垂直位移为 ０，即 ∂ψ（ｘ０，ｚ０ ＝ － Ｈ，ｔ） ／ ∂ｘ０ ＝ ０，
积分有 ψ（ｘ０，ｚ０ ＝ － Ｈ，ｔ） ＝ ０，同理可推得在左右两边 ψ（０，ｚ０，ｔ） ＝ ψ（Ｌ，ｚ０，ｔ） ＝ ０， 因此只有在水

面是未知函数．
因为流函数本身没有物理意义，但其偏导则代表了位移，这意味着对流函数近似的形函数

必须高阶可导，如果采用传统的有限单元，形函数高阶可导往往意味着在单元上增加节点个

数，这会导致自由度数目的增加．
毕竟，流函数不是直接的物理量，要关注的是位移．位移应当是连续的，这要求 ψ（ｘ０，ｚ０，ｔ）

的有限元法插值函数至少是 ２ 次以上多项式．文献［７］对于不可压缩材料分析给出的界带有限

元理论正好可用于当前情况．与传统有限单元不同在于，界带有限单元在构造高阶可导的形函

数时，不是在单元内部增加节点，而是借助了周边单元的节点，从而生成高阶可导的形函数．

图 ２　 １６ 节点界带单元

Ｆｉｇ． ２　 Ａ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｉｎｔｅｒ⁃ｂｅｌｔ ｅｌｅｍｅｎｔ ｗｉｔｈ １６ ｎｏｄｅｓ

图 ２ 所示为 １６ 节点的矩形界带单元，其中，实线所围阴影部分为单元本体，虚线所围为单

元的界带．当在本体单元上构造高阶可导形函数时，向外层拓展的 １２ 个点，联合单元本体的 ４
个节点，共 １６ 个节点值，此时流函数可以直接通过 Ｌａｇｒａｎｇｅ 多项式插值．

　 　 ψ（ｘ０，ｚ０） ＝ ∑
ｋｘ＋１

ｉ ＝ ｋｘ－２
∑
ｋｙ＋１

ｊ ＝ ｋｙ－２
Ｌｉ（ｘ０）Ｌ ｊ（ ｚ０）ψｉｊ， （９）

１２２１水波的界带有限元



式中， Ｌｉ（ｘ０），Ｌ ｊ（ ｚ０） 分别为 ｘ０ 和 ｚ０ 方向的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 多项式， ψｉｊ 为相应节点的流函数值．当采用

界带有限单元离散时，流函数可以写成

　 　 ψ（ｘ０，ｚ０） ＝ ＮＴ（ｘ０，ｚ０）ａ， （１０）
其中 Ｎ（ｘ０，ｚ０） 表示形函数向量，ａ 表示流函数在各节点的值．把式（１０）代入式（８），并进行变

分，则有

　 　 Ｍａ ＋ Ｋａ ＋ Ｆ（ａ） ＝ ０， （１１）

　 　

Ｍ ＝ ∫Ｌ
０
∫０

－Ｈ
ρ（ＮｚＮＴ

ｚ ＋ ＮｘＮＴ
ｘ ）ｄｚ０ｄｘ０，

Ｋ ＝ ∫Ｌ
０
ρｇＮｘ（ｘ０，０）ＮＴ

ｘ（ｘ０，０）ｄｘ，

Ｆ（ａ） ＝ ∫Ｌ
０
ρｇＮｘ（ｘ０，０）ＮＴ

ｘ（ｘ０，０）［ＮＴ
ｘｚ（ｘ０，０）ａ］ｄｘ０ａ ＋

　 　 ∫Ｌ
０

ρｇ
２

Ｎｘｚ（ｘ０，０）［ａＴＮｘ（ｘ０，０）ＮＴ
ｘ（ｘ０，０）ａ － Ｈ２］ｄｘ０，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（１２）

其中， Ｍ 是离散的质量矩阵，Ｋ 是线性刚度矩阵，Ｆ（ａ） 是非线性恢复力，当水位移较小时，非
线性恢复力 Ｆ（ａ） 可以忽略，此时方程便退化为线性动力方程．实际上，质量也可采用振动理

论的有限元方法中的集中质量法，全部质量分布集中在各个节点上，计算无需对全域积分，如
果采用集中质量矩阵，则动能可表达为

　 　
Ｔ ＝ １

２ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｍｉ［ｑ２

ｘ，ｉ ＋ ｑ２
ｚ，ｉ］ ＝ １

２ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｍｉ［ψ ２

ｚ，ｉ ＋ ψ ２
ｘ，ｉ］ ＝ １

２
ａＴＭａ，

Ｍ ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｍｉ［Ｎｚ，ｉＮＴ

ｚ，ｉ ＋ Ｎｘ，ｉＮＴ
ｘ，ｉ］，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１３）

其中 ｍｉ 表示第 ｉ个节点的质量，ｑｘ，ｉ，ｑｚ，ｉ 分别表示第 ｉ个节点在 ｘ０ 和 ｚ０ 方向的位移，Ｎｘ，ｉ，Ｎｚ，ｉ 分

别表示第 ｉ 个节点的形函数对 ｘ０ 和 ｚ０ 的偏导数．对于式（１１）的求解，还需要考虑保辛要求，需
采用保辛算法积分［３，９⁃１１］ ．

水波分析，很重要的是水面．从拓扑学知，没有破碎的连续体，在开始时处于水面的点，以
后总也处于水面，这便是自由水面的运动学条件．各个水面点有自己的运动轨迹，而水面形状

则是这些点的轨迹的包络线，也即水波．所以轨迹与水波形状不是同一回事．它们是相关的，即
是包络线的关系．水波可传播到无穷远处，而质点则总在初始位置附近转圈子．自由水面的运

动学条件在采用 Ｅｕｌｅｒ 法描述时，十分复杂，涉及到微分方程，还需要把水面包络线看做是一

个单独的未知函数．而在 Ｌａｇｒａｎｇｅ 法描述下则相对简单，用位移法直接积分，是从动力学的角

度出发，有限元法积分可直接得到各个节点的位移，而水面形状则不过就是各水面点轨道的包

络线而已，无需放在求解的未知函数之中，因此基于 Ｌａｇｒａｎｇｅ 法描述的水波动力学问题结合有

限元分析很有发展潜力．

３　 数 值 算 例

本文方法是在文献［２］基础上的深化研究．文献［２］考虑的浅水波问题，浅水波假定水的

位移与竖向坐标无关，本文在小变形假定下，考虑水的位移与竖向坐标相关．虽然本文采用位

移处理水波问题，且考虑水底不规则，没有解析解可以比较，但是考虑到是小变形假定，因此也

可用于线性深水域的计算，而线性问题是有解的．因此本文首先通过考察一个关于水箱内水的

自由晃动问题的计算，来验证本文界带有限元的可靠性．本文第 ２ 个算例分析一个浅水波动问
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题，分析两种不同水底形状，一种为平面规则水底，第二种为不规则水底．由于基于位移法采用

有限元计算，对于不规则水底的模拟很方便．
３．１　 算例 １

考虑矩形水箱中，水面的自由晃动，分析水面的晃动频率．矩形水域的高度为 Ｈ ＝ ３ ｍ，长
度为 Ｌ ＝ ６ ｍ 和 ６０ ｍ 两种，第一种为深水水箱，第二种则可以看做是浅水水箱．重力加速度为 ｇ
＝ １０ ｍ ／ ｓ２ ．根据 Ｅｕｌｅｒ 坐标描述的流体力学方程，可以得到线性情况下，矩形域水面自由晃动的

自由频率解析表达式：

　 　 ω ｎ ＝
ｇλ ｎ（ｅλｎＨ － ｅ －λｎＨ）
（ｅλｎＨ ＋ ｅ －λｎＨ）

，　 　 λ ｎ ＝ ｎπ
Ｌ

． （１４）

对于浅水晃动问题，按文献［２］中基于位移法推导的线性浅水波方程，也可以给出晃动的自由

频率为

　 　 ω ｎ ＝ ｇＨ ｎπ
Ｌ

． （１５）

采用本文界带有限元计算，分别采用不同网格计算，得到的前 ５ 阶频率以及采用基于位移

法线性浅水波方程计算的前 ５ 阶频率和采用 Ｅｕｌｅｒ 坐标描述的线性流体力学方程计算的前 ５
阶频率的计算结果列于表 １．

表 １　 前 ５ 阶频率及相对误差

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ５ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ａｎｄ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ

　
Ｌ ＝ ６ ｍ

８×１６ １６×３２ ｅｑ．（１５） ｅｑ．（１４）

Ｌ ＝ ６０ ｍ

３×１２０ １２×４８０ ｅｑ．（１５） ｅｑ．（１４）

ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
ω ｎ ／ （ ｒａｄ ／ ｓ）

１ ２．２１５ １ ２．２０７ ７ ２．８６７ ９ ２．１９１ ４ ０．１４５ ５ ０．１４４ １ ０．１４３ ４ ０．１４３ ２

２ ３．２４１ ３ ３．２５９ １ ５．７３５ ７ ３．２３０ ０ ０．２８９ ９ ０．２８７ ４ ０．２８６ ８ ０．２８５ ６

３ ３．９０５ ３ ３．９９２ ３ ８．６０３ ６ ３．９６３ ０ ０．４３２ ５ ０．４２８ ９ ０．４３０ ２ ０．４２６ ３

４ ４．３７２ ６ ４．５８９ ４ １１．４７１ ５ ４．５７６ ４ ０．５７２ ３ ０．５６８ ０ ０．５７３ ６ ０．５６４ ４

５ ４．５９９ ０ ５．０９４ ５ １４．３３９ ３ ５．１１６ ６ ０．７０８ ５ ０．７０３ ９ ０．７１７ ０ ０．６９９ ４
ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ Ｅｒ ／ ％

１ １．０８ ０．７４ － － １．５４ ０．６２ － －

２ ０．３５ ０．９０ － － １．５１ ０．６３ － －

３ １．４６ ０．７４ － － １．４６ ０．６３ － －

４ ４．４５ ０．２８ － － １．３９ ０．６３ － －

５ １０．１２ ０．４３ － － １．３０ ０．６４ － －

　 　 表 １ 中最后 ５ 行是计算到的前 ５ 阶自振频率的相对误差，其中参考解取式（１４）的计算值．
由表 １ 可见，无论是深水池，还是浅水池，当网格趋密时，界带有限元的解均收敛到解析解．同
时注意到，在浅水池中，按文献［２］中基于位移法推导的线性浅水波方程计算得到的自由振动

频率，与本文界带有限元计算得到的振动频率，以及采用 Ｅｕｌｅｒ 坐标理论计算得到的自由振动

频率互相吻合，这也证明基于位移法分析水波是合理的．
３．２　 算例 ２

考虑浅水波传播问题．分别考虑两种不同水池．水池 １ 为矩形浅水池，深度为 Ｈ ＝ ３ ｍ，长度

为 Ｌ ＝ ２００ ｍ；水池 ２ 的浅水池长度也是 Ｌ ＝ ２００ ｍ，但水的深度是变化的，可以表达为

　 　 Ｈ（ｘ） ＝
１．５ ｍ， ０ ｍ ≤ ｘ ＜ １５０ ｍ，
ｘ ／ １００， １５０ ｍ ≤ ｘ ＜ ３００ ｍ，
３ ｍ， ３００ ｍ ≤ ｘ ≤ ６００ ｍ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（１６）

３２２１水波的界带有限元



在初始时刻，认为初始速度为 ０，初始时刻的位移分布必须满足边界条件，同时还需要满

足体积不变．静水状态下， ｙ０ 方向取单位长度，水的体积为∫Ｌ
０
Ｈ（ｘ）ｄｘ ．如果假设初始时刻，水面

形状为 η（ｘ），则体积为∫Ｌ
０
η（ｘ）ｄｘ ＝ ０．现假定初始时刻的水面表达式（参见图 ３）为

　 　 η（ｘ，０） ＝ ａ ｓｅｃｈ２ ａＬ
２

－ ａｘæ

è
ç

ö

ø
÷ － ２

Ｌ
ｔａｎｈ ａＬ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ａ ＝ ０．０５． （１７）

可以验证，上式满足体积不变要求．根据水面表达式，还需要进一步构造水中各质点的初始位

移，由于本文引入流函数来表示位移，因此构造满足边界位移和水面表达式的初始流函数．首
先对水底平坦情况，构造流函数，需要满足

　 　 ψ（０，ｚ，０） ＝ ψ（Ｌ，ｚ，０） ＝ ψ（ｘ， － Ｈ，０） ＝ ０ （１８）
和

　 　 ψ ｘ（ｘ，０，０） ＝ － η（ｘ） ． （１９）
根据上式可知

　 　 ψ（ｘ，０，０） ＝ － ∫ｘ
０
η（ｘ）ｄｘ ＝ ２ｘｔａｎｈ（０．５ａＬ）

Ｌ
－ ｔａｎｈ ａｘ － ａＬ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｔａｎｈ ａＬ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２０）

进一步选择流函数在竖向为线性分布，因此初始时刻流函数可以取：

　 　 ψ（ｘ，ｚ，０） ＝ ｚ ＋ Ｈ（ｘ）
Ｈ（ｘ）

é

ë
êê

ù

û
úú

２ｘｔａｎｈ（０．５ａＬ）
Ｌ

－ ｔａｎｈ ａｘ － ａＬ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｔａｎｈ ａＬ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ， （２１）

显然上式构造的流函数满足体积不变条件和位移边界条件．

图 ３　 ｔ ＝ ０ 时的水面

Ｆｉｇ． ３　 Ｗａｔｅｒ ｓｕｒｆａｃｅ ａｔ ｔ ＝ ０

（ａ） 水池 １
（ａ） Ｐｏｏｌ １

（ｂ） 水池 ２
（ｂ） Ｐｏｏｌ ２

图 ４　 界带有限元模型网格

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｉｎｔｅｒ⁃ｂｅｌｔ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｏｄｅｌ ｍｅｓｈｅｓ
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（ａ） 水池 １ （ｂ） 水池 ２
（ａ） Ｐｏｏｌ １ （ｂ） Ｐｏｏｌ ２

图 ５　 水面变形云图

Ｆｉｇ． ５　 Ｗａｔｅｒ ｓｕｒｆａｃｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｎｅｐｈｏｇｒａｍ

界带有限元网格剖分如图 ４ 所示，采用保辛算法积分，积分步长为 ０．２ ｓ，积分区间为［０，
１６０］ ｓ，计算结果如图 ５～７ 所示．

图 ５ 描述的是水面变形随时间的演化云图，其中左图对应于水池 １，也即水底规则水池；
右图对应于水池 ２，水底不规则．由图 ５ 可见，对于水池 １，水底规则，左右对称，波向左右两边

对称传播，而水池 ２ 的左边比右边浅，因此波向左传播速度要慢于向右传播的速度．

（ａ） ｘ ＝ １５０ ｍ （ｂ） ｘ ＝ ４５０ ｍ
图 ６　 水面不同质点的水平位移响应（水池 １ 为实线，水池 ２ 为点线）

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ａｔ ２ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐｏｉｎｔｓ（ｐｏｏｌ １， ｓｏｌｉｄ ｌｉｎｅ； ｐｏｏｌ ２， ｄｏｔｔｅｄ ｌｉｎｅ）

图 ６（ａ）和（ｂ）分别绘制了水面两个不同位置处质点的水平位移响应．这两个位置分别是 ｘ
＝ １５０ ｍ 和 ｘ ＝ ４５０ ｍ，两点关于水池中点 ｘ ＝ ３００ ｍ 对称．图 ６（ａ）表明，两个水池在 ｘ ＝ １５０ ｍ
处水面的水平位移在初始时刻即不相同，这是由于两者水底高度不同所致；水池 ２ 的水底高度

只有水池 １ 的水底高度一半，因此初始时刻水池 ２ 的水平位移几乎是水池 １ 的水平位移的一

倍．在最初一段时间内，两个水池的水平位移没有变化．大约在 ｔ ＝ ２０ ｓ 时，水池 １ 的位移首先开

始变化，随后水池 ２ 的位移方才发生变化．这是由于水池 ２ 的左边水底浅于水池 １ 的水底，因
此水波在水池 １ 的传播速度更快，从而导致水池 ２ 左边水面的水平位移开始产生变化的时间

要落后于水池 １ 相同位置处水面的水平位移开始产生变化的时间．图 ６（ｂ）表明，两个水池在 ｘ
＝ ４５０ ｍ 处水面的水平位移在最初的一段时间内没有变化，大约在 ｔ ＝ ２０ ｓ 时，两个水池的位移
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几乎同时开始变化，这是因为两个水池的右边水底深度相同，水波速度也相同．

（ａ） ｘ ＝ １５０ ｍ （ｂ） ｘ ＝ ４５０ ｍ
图 ７　 水面不同质点的竖向位移响应（水池 １ 为黑实线，水池 ２ 为黑点线）

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ａｔ ２ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐｏｉｎｔｓ（ｐｏｏｌ １， ｓｏｌｉｄ ｌｉｎｅ； ｐｏｏｌ ２， ｄｏｔｔｅｄ ｌｉｎｅ）

图 ７（ａ）和（ｂ）分别绘制了水面两个不同位置处质点的竖向位移响应．这两个位置分别是 ｘ
＝ １５０ ｍ 和 ｘ ＝ ４５０ ｍ，两点关于水池中点 ｘ ＝ ３００ ｍ 对称．图 ７（ａ）表明，两个水池在 ｘ ＝ １５０ ｍ
处水面的竖向位移在最初的一段时间内没有变化，大约在 ｔ ＝ ２０ ｓ 时，水池 １ 的位移先于水池

２，首先开始发生变化．这种差异也是因水池 ２ 的左边水底浅于水池 １ 而形成的．图 ７（ｂ）表明，
两个水池在 ｘ ＝ ４５０ ｍ 处水面的水平位移在最初的一段时间内没有变化，大约在 ｔ ＝ ２０ ｓ 时，两
个水池的位移几乎同时开始变化，这是因为两个水池的右边水底深度相同，水波速度也相同．
随着时间的增长，在 ｔ ＝ １４０ ｓ ，水池 １ 的右边出现了第 ３ 次波峰．这个波峰是最初向左的波碰

壁反弹后又向右传播，大约在 ｔ ＝ １４０ ｓ 时，向右传播到 ｘ ＝ ４５０ ｍ 处所带来的波峰．而水池 ２ 的

左边水底浅于水池 １ 的左边水底，因此导致在 ｔ ＝ １４０ ｓ ，水池 ２ 的右边没有出现第 ３ 次波峰．

４　 结　 　 论

水波计算分析是实用的重要课题，本文走的是完全与以往不同的道路，其时间积分进入了

保辛体系．本文在小变形假定下，考虑水的位移与竖向坐标相关．由于是小变形假定，因此也可

用于线性深水域的计算．以往分析采用 Ｅｕｌｅｒ 法描述时，自由水面的运动学条件十分复杂，涉及

到微分方程，还需要把水面包络线看做是一个单独的未知函数．而本文采用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 法描述，
用位移法直接积分，是从动力学的角度出发，有限元法积分可直接得到各个节点的位移，而水

面形状则不过就是水面点轨道的包络线而已，无需放在求解的未知函数之中，因此基于 Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 法描述的水波动力学问题结合有限元分析很有发展潜力．
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７２２１水波的界带有限元


