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摘要：　 材料的屈服和破坏是不同的，屈服准则已有大量研究，但缺少严格的破坏准则．理想弹塑性

模型用应力表述难以区别屈服与破坏，为此该文提出极限应变破坏判据，可用于判断材料的局部

和整体破坏．给出了不同材料极限应变的确定方法，并作为破坏判据用于岩土类材料的稳定分析，
称为极限应变法．将极限应变法应用于圆形隧洞，研究隧洞的破坏过程、围岩破坏深度及其安全系

数，并与滑移线理论和实际模型试验的结果进行对比．研究表明：极限应变法能够判断圆形隧洞的

破坏过程与极限状态，求得准确的安全系数，与滑移线场法和模型试验的结果一致，验证了极限应

变法在隧洞中应用的可行性．极限应变判据具有明确的力学意义，能反映材料破坏的全过程，为岩

土类材料极限分析提供了一种新的方法．
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引　 　 言

岩土类材料在荷载作用下从弹性发展到塑性，最后进入破坏．屈服准则给出了材料从弹性

进入塑性的判据，塑性充分发展后材料才会进入破坏，破坏准则给出材料从塑性进入破坏的判

据．材料的屈服与破坏是不同的，初始屈服是材料由弹性进入塑性的标志，是材料弹性变形的

上限，弹塑性的分界点，屈服表明受力后材料的性质发生变化，但它可以继续承载进入后继屈

服，而破坏是塑性发展的最终结果，是塑性变形的极限状态，表示材料承载力完全丧失而不能

继续承载．岩土材料从受力开始到峰值强度是一个渐进破坏过程，但目前尚未提出严格的破坏

准则，也无法反映材料的局部破坏与破坏演化过程．
传统的极限分析法以破坏面上所受的滑动力与抗滑力或者外力功与内能耗散率相等来判

断岩土的整体破坏，这已经在边坡、地基等岩土工程中得到广泛应用［１］；近年来，有限元极限

分析法在岩土工程稳定性分析中得到了广泛的应用［２⁃４］，而有限元极限分析法需要知道岩土体

发生整体破坏的判据．目前，有限元极限分析中判别破坏的判据主要有 ３ 种：塑性区贯通；数值

计算中位移突变；计算中迭代求解不收敛［２］ ．但贯通只是必要条件而不是充分条件；力和位移

５６２１

　 应用数学和力学，第 ３６ 卷 第 １２ 期
　 ２０１５ 年 １２ 月 １５ 日出版

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ　
　 　 Ｖｏｌ．３６，Ｎｏ．１２，Ｄｅｃ．１５，２０１５

∗ 收稿日期：　 ２０１５⁃０８⁃２８； 修订日期：　 ２０１５⁃１０⁃２７
基金项目：　 国家重点基础研究发展计划（９７３ 计划）（２０１１ＣＢ０１３６００；２０１１ＣＢ７１０６０６）； 重庆市自然科

学基金（ｃｓｃ２０１３ｊｃｙｊｙｓ０００２）
作者简介：　 阿比尔的（１９８８—），男，彝族，四川凉山人，博士生（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ａｂｉｅｒｄｉ＠ １６３．ｃｏｍ）．



的突变未必导致整体破坏，且突变点不易确定；局部网格的畸变等其它因素也可以引起迭代求

解不收敛，因而这种判据力学上不够严格．此外 ３ 种整体破坏判据不能判断材料的起裂与演化

过程，它只是破坏的一种特殊情况．从应变角度分析，材料的变形能力是有限的，从受力到峰值

强度的渐进破坏过程中，先在某些部位达到材料的变形极限而出现裂隙，发生局部破坏；随着

荷载的增加，应变增大，裂缝扩展并贯通，发生整体完全破坏．因此，本文提出以极限应变作为

破坏判据应用于岩土工程稳定性分析中：当材料中某点或某部位达到了该材料的极限应变，这
些点或部位发生局部破坏；当极限应变贯通整个岩土体时，岩土工程就发生整体破坏，这一方

法称为极限应变法［５］ ．
为研究隧洞破坏现象，２０ 世纪 ７０ 年代，Ｒａｂｃｅｗｉｃｚ 等基于对实际隧洞破坏现象的观察，提

出了隧道侧壁剪切破坏的破裂楔体理论［６⁃７］；顾金才等通过圆形隧洞模型试验得出，破裂面位

置随着侧压力系数 λ而不同［８］，当 λ小于 １ 时，破坏发生在隧洞两侧，当 λ等于 １ 时，破坏发生

在隧洞四周；１９８０ 年，Ｈｅｕｅｒ 和 Ｈｅｎｄｒｅｎ 采用相似材料模型试验，得出了直墙拱隧洞破裂区在

两侧的结论［９］；Ｒｅａｄ［１０］和 Ｍａｒｔｉｎ 等［１１⁃１２］通过对加拿大 ＡＥＣＬ 的 Ｍｉｎｅ⁃ｂｙ 花岗岩试验洞和 ＡＳ⁃
ＰＯ 闪长岩圆形试验洞的“Ｖ”型片帮（剥落）现象进行较详细的调查也获得了相同的结论．采用

有限元极限分析法分析隧洞也得到了与上述同样的结果［７］ ．本文将极限应变法应用于圆形隧

洞，研究隧洞的破坏过程、破坏深度及其稳定安全系数，并与滑移线理论和实际模型试验的结

果进行对比，验证了极限应变法在隧洞中应用的可行性．

１　 岩土材料极限应变概念与计算

极限分析采用理想塑性模型，图 １ 中理想塑性应力⁃应变曲线表现为应力不变，应变增大．
在应力空间中，屈服面在整个变形过程中始终保持不变，其后继屈服面和初始屈服面式中保持

大小和中心位置的相同，此时屈服准则与破坏准则一致，难以判别材料的屈服与破坏；而在应

变空间，后继屈服面和初始屈服面大小相同，但其中心位置随着塑性变形的增大而发生移动．
材料初始屈服具有弹性极限应变 γｙ（图 １），即材料刚进入塑性时的应变，材料不会破坏；随着

塑性发展直至达到破坏，此时应变达到了极限应变 γｆ（图 １）， 即材料达到破坏时的应变．对于

一个点来说，破坏应该指其应力不再增长，应变或者位移达到某个极限值；但对于整体材料中

的一个点来说，虽然材料已局部破坏而出现裂缝，虽然受到周围材料的抑制，它仍然会出现更

大的应变．就结构整体而言，破坏意味着结构整体不能继续承载，破坏点贯通形成一个有效的

破坏面，同时沿破坏面两侧出现较大的相对位移，因而破坏面两侧会发生应变、位移突变．随着

荷载的增加，单元体应变达到极限值而破坏，破坏单元的逐渐贯通引发整体结构的失效．故材

料发生整体破坏的条件是贯通的破坏面上各点剪应变都大于极限剪应变，它也是材料发生破

坏的最低应变值．极限应变区的贯通是材料整体破坏的充要条件．

图 １　 理想塑性应力⁃应变曲线

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｉｄｅａｌ ｅｌａｓｔｉｃ⁃ｐｌａｓｔｉｃ ｓｔｒｅｓｓ⁃ｓｔｒａｉｎ ｃｕｒｖｅ
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数值分析中一般通用软件都各自假设剪应变，如 ＦＬＡＣ 软件中以应变偏张量第二不变量

Ｊ ′２ 表示剪应变，而 ＡＮＳＹＳ 软件中采用等效塑性应变为 ２ Ｊ
ｐ ′
２ ／ ３ 表示．前者 Ｊ ′２ 以弹塑性总应

变表述，而后者只有塑性应变．但无论采用何种表达形式，这些剪应变均是人为假定的，它与摩

擦材料真实剪应变有所不同，但这不影响使用，因为工程中岩土剪应变和极限应变都是在同一

力学参数条件下得到的．
下面以 ＡＮＳＹＳ 软件为例， 采用有限元增量超载法求材料的极限应变．计算模型为边长

０􀆰 １５ ｍ 的立方体试样（图 ２），材料物理力学参数见表 １．通过在试样顶部逐级施加竖向荷载，
直至模型计算不收敛，即达到极限破坏状态，此时的荷载即为极限荷载，角点单元的等效塑性

应变达到最大值，并发生贯通破坏，因此可认为此单元的塑性应变即为该材料的极限应变［７］ ．
图 ３ 为有限元计算得到的等效塑性应变图，可知该材料的极限应变为 ０．０２８ ２．

表 １　 材料物理力学参数［８］

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐｈｙｓｉｃａｌ⁃ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｔｅｒｉａｌ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ
ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｍｏｄｕｌｕｓ

Ｅ ／ ＧＰａ

Ｐｏｉｓｓｏｎ’ｓ ｒａｔｉｏ

ν

ｄｅｎｓｉｔｙ

ρ ／ （ｋｇ·ｍ－３）

ｃｏｈｅｓｉｏｎ

ｃ ／ ＭＰａ

ｆｒｉｃｔｉｏｎ ａｎｇｌｅ

φ ／ （ °）

ｔｅｓｔ ｍａｔｅｒｉａｌ ５．２９６ ０．１７ １ ７８０ ０．２３０ ４１．０

图 ２　 计算模型 图 ３　 等效塑性应变图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｐｌａｓｔｉｃ ｓｔｒａｉｎ ｃｏｎｔｏｕｒ

２　 极限应变法在圆形隧洞中的应用

以极限应变作为破坏判据，可以判断隧道局部破坏及其发展过程，当极限应变贯通整个隧

道时，隧道就发生整体破坏，这一判据比其它以往判据具有更明确的力学意义．下面结合顾金

才等的均质圆形隧洞模型试验［８］及王永甫等提出的滑移线场法［１３］，应用本文提出的极限应变

法对圆形隧洞滑移破坏过程进行分析，计算结果显示了岩土破裂的位置、破坏演化过程与深

度，并与滑移线理论计算结果和实际模型试验结果进行对比．
２．１　 隧洞围岩的破裂面演化过程

模型试验和理论分析表明，城门洞形、马蹄形隧洞在荷载作用下，侧墙外的两侧裂缝从拱

脚和拱肩逐渐扩展，最终拱脚和拱肩处产生的裂缝相互贯通，表明破坏从围岩内部开始，形成
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半圆块状剥落，发生整体破坏［１４］，见图 ４．

图 ４　 城门洞破坏形式

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｆａｉｌｕｒｅ ｍｏｄｅｓ ｏｆ ｃｉｔｙ ｇａｔｅ

从试验模型破坏过程可以看到，圆形隧洞挖洞后，隧洞围岩破坏先从洞壁开始，由洞壁向

围岩内部产生局部片帮冒落，如剥蒜一样逐渐向深部扩展［１１］，可见圆形隧洞的破坏形式与城

门洞型隧洞有所不同．
为了确定不同 λ 值对圆形隧洞破坏的影响，顾金才等［８］做了一系列的模型试验．用石膏加

砂的混合料作模型材料，材料参数见表 １，模型尺寸为 ５０ ｃｍ × ５０ ｃｍ × ２０ ｃｍ，中间开口直径

为 １０ ｃｍ ．在给定的竖向荷载 Ｐｖ 及侧压力系数λ条件下，通过破坏试验获得洞室两侧水平方向

最大破坏深度及破裂起始角度 ρ，试验表明不同λ值破坏时最大破坏深度 ｌ有所不同，如表 ２所

示，但 ρ 变化大体在 ４５°上下．
表 ２　 不同侧压系数 λ 时的破裂体深度 ｌ［８］

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｆｒａｃｔｕｒｅ ｄｅｐｔｈ ｌ ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｒｒｏｕｎｄｉｎｇ ｒｏｃｋ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｌａｔｅｒａｌ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ λ

λ ０．２５ ０．５０ ０．７５ １．００

ｆｒａｃｔｕｒｅ ｄｅｐｔｈ ｏｆ

ｍｏｄｅｌ ｔｅｓｔ ｌ ／ ｍｍ
１３．５ １０．０ － ６．０

２．２　 隧洞破坏滑移线理论

按极限分析理论，当破裂面上剪切力与抗滑力相等，将导致隧洞沿破裂面发生整体破坏失

稳，破裂面内围岩塌落．破裂面可由滑移线场中滑移线确定，并可以求出轴对称条件下圆形隧

洞的滑移线方程．
前苏联学者推导圆形隧洞滑移线方程时，假设滑移线与速度矢量方向的夹角为 ４５° －

φ ／ ２， 但这一假设只有在破裂面为直线的均匀滑移场中才适用，而圆形隧洞滑移线场是一个扇

形的简单滑移线场［７，１５］ ．王永甫等［１３］ 指出对于岩土材料，应采用基于非关联流动法则的滑移

线解答，如图 ５ 所示，并推导了圆形隧洞的滑移线方程，求得了不同 λ 值情况下水平方向破裂

体深度 ｌ 的表达式：
　 　 ｌ ＝ ｒ０（ｅ（π ／ ４）ｔａｎ（φ ／ ２） － １）， （１）

式中 ｒ０ 为隧洞半径，φ 为破坏时的内摩擦角．
当 λ ＝ １ 时，式（１） 是正确解，而 λ ＜ １ 时是近似解．先应用强度折减法求出隧道极限状态
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时的 ｃ，φ 值，再将破坏时的 φ 值代入式（１），即可求得水平方向破裂楔体深度 ｌ ．

图 ５　 破裂楔体滑移线

Ｆｉｇ． ５　 Ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｓｌｉｐ ｌｉｎｅ

２．３　 基于极限应变的数值极限分析

应用极限应变判据对直径为 １０ ｃｍ，模型尺寸为 ５０ ｃｍ×５０ ｃｍ×２０ ｃｍ 的隧洞进行分析．在
给定竖向荷载 Ｐｙ ＝ １ ＭＰａ ／ ｍ，侧向荷载 Ｐｘ ＝ λＰｙ 情况下，采用非关联法则条件下平面应变 Ｄ⁃Ｐ
匹配的 ＤＰ５ 屈服准则或 Ｍ⁃Ｃ 屈服准则，求得不同侧压力系数下的安全系数和破坏区演化过

程，数值模拟图 ６ 和图 ７ 中只显示等效塑性应变大于极限应变 ０．０２８ ２ 的破坏区域．

（ａ） ｋ ＝ １．０００ （ｂ） ｋ ＝ １．６５０

（ｃ） ｋ ＝ １．６５５ （ｄ） ｋ ＝ １．６６０

图 ６　 λ ＝ ０．５０ 时剪应变发展云图

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｐｌａｓｔｉｃ ｓｔｒａｉｎ ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔ ｗｈｅｎ λ ＝ ０．５０

圆形隧洞应变最大点在洞周，应变呈梯度向围岩深部递减，表明破坏由洞周向围岩内发

展．这种情况下采用极限应变是否贯通判断圆形隧洞的整体破坏存在困难．为此先采用滑移线

场理论，求得破裂楔体深度 ｌ ．采用极限应变法时，假设圆形隧洞极限应变破坏区发展到滑移

线场的破裂深度 ｌ时，隧洞发生整体破坏，以此确定隧洞的安全系数．即采用强度折减使破裂区

不断增大直至达到与滑移线场的破裂深度 ｌ 相等，与此相应的强度折减系数为极限应变法安
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全系数．
图 ６ 为侧压力系数 λ 为 ０．５０ 时的等效塑性剪应变云图．可以看出当折减系数 ｋ ＝ １．０００

时，没有等效塑性应变大于极限应变 ０．０２８ ２ 的区域，隧洞没有破坏；当 ｋ ＝ １．６５０ 时，在隧洞洞

壁附近开始产生破坏区，隧道开始出现薄层剥落，但仅洞壁形成局部破坏；随着折减系数的增

加，洞壁破坏区逐渐向围岩深部发展，洞壁逐层剥落，如图 ６（ｃ）所示；当 ｋ ＝ １．６６０ 时，围岩内部

大于极限应变的破坏区的深度（１０．５８ ｍｍ）接近滑移线场的破裂深度 ｌ （１１．０９ ｍｍ），由此确定

按极限应变法得到的安全系数为 １．６６０．同时采用传统计算不收敛破坏判据，求得对应的极限

平衡安全系数为 ｋ ＝ １．６７２， 两个判据得到的安全系数误差小于 １％，表明圆形隧洞极限应变法

的整体破坏条件是可靠的．
同理采用极限平衡法和极限应变法求得不同侧压力系数 λ 下的安全系数，见表 ３．由表 ３

可知，极限应变法和极限平衡法求得的安全系数较为接近，最大误差为 １．０３％，表明基于极限

应变的破坏判据是可靠的，极限应变法能够反映隧道极限状态．

（ａ） λ ＝ ０．２５ （ｂ） λ ＝ ０．５０

（ｃ） λ ＝ ０．７５ （ｄ） λ ＝ １．００

图 ７　 基于极限应变破坏判据的破坏状态图

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｄａｍａｇｅ ｓｔａｔｅ ｄｉａｇｒａｍ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｌｉｍｉｔ ｓｔｒａｉｎ ｍｅｔｈｏｄ

表 ３　 不同判据下隧洞稳定安全系数对比

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｔｕｎｎｅｌ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｓａｆｅｔｙ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｒｉｔｅｒｉａ

λ ０．２５ ０．５０ ０．７５ １．００

ｋ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｌｉｍｉｔ ｓｔｒａｉｎ １．２７８ １．６６０ １．９２６ ２．０２５

ｋ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｌｉｍｉｔ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ １．２８１ １．６７３ １．９４６ ２．０４２

ｅｒｒｏｒ δ ／ ％ ０．２３ ０．７８ １．０３ ０．８３

　 　 基于极限应变法的围岩破坏状态如图 ７ 所示．由图可知，隧道破坏区演化过程相同，且 λ
越大，破坏区面积越大．但需要指出 λ为 ０．２５ 时，隧道破坏情况特殊，最大应变从洞周逐渐向围

０７２１ 阿比尔的　 　 　 郑　 颖　 人　 　 　 冯　 夏　 庭　 　 　 向　 钰　 周



岩内部发展，致使破坏面内移，当 ｋ ＝ １．２７８ 时形成一个贯通的破坏面，然后破坏再逐渐向内部

发展．
不同侧压力系数 λ下破坏深度计算结果见表 ４．由表 ４ 可见，随着 λ 增大，隧洞破裂楔体深

度逐渐减小，计算结果与顾金才模型试验规律基本相符；同时极限应变法破裂深度 ｌｓ 与滑移线

方程计算结果 ｌｐ 相近， 误差小于 ９％， 且极限应变法对隧洞破坏区演化过程与现场、 室内试验

的片帮（剥落）现象一致．由此可见， 采用极限应变判据得到的极限荷载、 破裂面位置与极限

平衡法的结果基本一致．极限应变法还能够动态演化隧洞的破坏过程，验证了极限应变法的可

行性．
表 ４　 不同 λ 时的围岩破裂深度 ｌ 值

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｆｒａｃｔｕｒｅ ｄｅｐｔｈ ｌ ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｒｒｏｕｎｄｉｎｇ ｒｏｃｋ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｌａｔｅｒａｌ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ λ

λ ０．２５ ０．５０ ０．７５ １．００

ｆｒａｃｔｕｒｅ ｄｅｐｔｈ ｏｆ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｔｅｓｔ ｌ ／ ｍｍ［８］ １３．５ １０．０ － ６．０

ｆｒｉｃｔｉｏｎ ａｎｇｌｅ ｏｆ ｌｉｍｉｔ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ φ ／ （ °） ３４．１６ ２７．４６ ２４．０７ ２３．０６

ｆｒａｃｔｕｒｅ ｄｅｐｔｈ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ

ｓｌｉｐ⁃ｌｉｎｅ ｆｉｅｌｄ ｌｐ ／ ｍｍ
１３．６５ １０．５８ ９．１１ ８．６９

ｆｒａｃｔｕｒｅ ｄｅｐｔｈ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｌｉｍｉｔ ｓｔｒａｉｎ ｌｓ ／ ｍｍ １２．４７ １１．０９ ９．３２ ８．８７
ｅｒｒｏｒ ｂｅｔｗｅｅｎ ｌｐ ａｎｄ ｌｓ δ ／ ％ ８．６４ ４．８２ ２．３１ ２．０７

３　 结　 　 论

１） 圆形隧洞破坏形式为侧壁楔体剪切破坏，产生“Ｖ”型片帮（剥落）现象．随着侧压力系

数 λ 增大，隧洞破裂楔体面积逐渐增大，深度逐渐减小．
２） 极限应变法以极限应变作为破坏判据，既可作为局部破坏的判据，也可作为整体破坏

的判据，可再现隧洞变形破裂演化过程，该判据具有更明确的力学意义，为岩土类材料极限分

析提供了一种新的方法．
３） 极限应变法获得圆形隧洞安全系数与极限平衡法十分相近，表明极限应变法得到的极

限状态是可靠的．极限应变法获得的圆形隧洞破坏过程、破坏深度与滑移线理论和实际模型试

验的结果基本一致，验证了极限应变法在隧洞中应用的可行性．
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３７２１极限应变法在圆形隧洞稳定分析中的应用


