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摘要：　 基于高阶剪切法向变形板理论（ＨＯＳＮＤＰＴ）利用无网格方法对层合板弯曲和振动问题进

行数值分析．在通常的径向点插值法（ＲＰＩＭ）中对每个 Ｇａｕｓｓ（高斯）点或计算点需要求矩矩阵的

逆，且受到影响域半径大小的限制．而在加权节点径向点插值法（ＷＮ⁃ＲＰＩＭ） 近似中，求解系统矩

阵的逆的数量等于问题域中的节点数量，它远远小于 Ｇａｕｓｓ 点的数目，可以大大减少矩矩阵求逆的

计算量，且克服了 ＲＰＩＭ 中影响域半径大小的限制．首先，将三维板位移分解成厚度和面内位移的

乘积，在厚度方向使用正交 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式作为基函数，在板的面内使用 ＷＮ⁃ＲＰＩＭ 来构造形函

数．然后，通过对层合板的弯曲问题进行数值计算表明 ＷＮ⁃ＲＰＩＭ 的计算精度和稳定性．最后，将该

方法推广到对不同边界条件、不同厚跨比、不同铺设方式的层合板振动问题的数值计算，数值结果

表明了本文提供方法的适用性和有效性．

关　 键　 词：　 复合材料层合板；　 振动；　 高阶剪切和法向变形板理论（ＨＯＳＮＤＰＴ）；　 径向点插

值法；　 加权节点的径向点插值无网格法（ＷＮ⁃ＲＰＩＭ）
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引　 　 言

层合板壳结构在工程结构中应用非常广泛，对该类结构的数值分析一直是关注的重点．对
于这类结构的分析，关键点之一是对横向剪切形变的处理．目前常见的分析理论是基于 Ｋｉｒｃｈ⁃
ｈｏｆｆ 假设的经典薄板理论，以及适用于中厚板的一阶剪切理论（ＦＳＤＴ）和高阶剪切理论［１］ ．通
常的高阶剪切理论中考虑了横向剪切应变的影响而对横向正应变没有考虑，最常用的有：Ｒｅｄ⁃
ｄｙ［１］提出的一般多项式、Ｓｏｌｄａｔｏｓ 和 Ｗａｔｓｏｎ［２］ 使用的指数函数、Ｌｅｅ 等［３］ 提出的三角函数、
Ｍｉｎｄｌｉｎ 等［４］提出的 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式等等．而高阶剪切和法向变形理论（ＨＯＳＮＤＰＴ） ［５⁃６］不仅考

虑了横向剪切应变而且还考虑了横向正应变．
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Ｓｚｅ 和 Ｙａｏ 等［７⁃８］从三维理论出发，同时考虑横向剪切和法向正应力，利用杂交应力有限

元法对压电层合结构进行了数值分析，取得了很好的效果．Ｙｉｎ 和 Ｃａｏ 等［９］ 利用加权点径向点

插值的无网格方法对二维平面问题进行了分析和计算，得到了非常好的计算精度．近年来人们

在利用无网格分析层合板壳结构方面也取得了不少成果．Ｃａｏ 和 Ｙａｏ 等［１０］基于 ＥＦＧ 无网格方

法从三维理论出发对薄板和厚板的静态变形进行了分析．Ｘｉａｏ 等［１１］ 利用径向基函数近似的

ＭＬＰＧ 法以及高阶剪切和正应变理论分析了厚层合板的静态变形．Ｆｅｒｒｅｉｒａ 等［１２］采用径向基函

数配点法等理论分析了层合梁、板问题．文献［１３］中采用基于一阶剪切理论的无网格 Ｋｒｉｇｉｎｇ
法分析层合板的振动问题．文献［１４］探讨了径向点插值法（ＲＰＩＭ）在功能梯度材料中的应用．
文献［１５］将 ＲＰＩＭ 用于粘结缺陷复合材料层合板的敏感性分析等等．

本文基于 ＨＯＳＮＤＰＴ 从三维位移出发对各向异性层合板的弯曲和振动问题进行数值分

析．将三维板位移分解成厚度和面内位移的乘积，在厚度方向使用正交 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式作为基

函数，在板的面内使用 ＷＮ⁃ＲＰＩＭ 来构造形函数，并通过数值算例验证了本文方法的精度、稳
定性和有效性．

１　 无网格形函数的构造

１．１　 径向点插值法（ｒａｄｉａｌ ｐｏｉｎｔｓ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ，ＲＰＩＭ）
考虑二维问题，定义在域 Ω上的场函数 ｕ（Ｘ），在域Ω内及其边界上任意分布若干个节点，

利用点 Ｘ 支撑域内 ｎ 个节点的函数值 ｕｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） 构造近似场函数：

　 　 ｕｈ（Ｘ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｒ ｉ（Ｘ）ａｉ ＋ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
Ｐ ｊ（Ｘ）ｂ ｊ ＝ ＲＴ（Ｘ）ａ ＋ ＰＴ（Ｘ）ｂ， （１）

式中， Ｒ ｉ（Ｘ） 是径向基函数，Ｐ ｊ（Ｘ） 是多项式基函数，ａｉ，ｂ ｊ 分别是待定系数，ｍ是多项式基函数

的项数．为保证取得插值的精度及其稳定性，通常取 ｍ ＜ ｎ ． 在 ２Ｄ 问题中，常采用线性基

ＰＴ（Ｘ） ＝ ［１，ｘ，ｙ］，此时 ｍ ＝ ３，ＸＴ ＝ ［ｘ，ｙ］ ．本文采用的径向基函数（ＲＢＦ）为
　 　 ｍｕｌｔｉ⁃ｑｕａｄｒｉｃ（ＭＱ）：　 Ｒ ｉ（Ｘ） ＝ （ ｒ２ｉ ＋ ｃ２） ｑ， （２）

其中， ｒｉ ＝ （ｘ － ｘｉ） ２ ＋ （ｙ － ｙｉ） ２ ，ｃ，ｑ均为参数．方程（１） 中的系数 ａｉ，ｂ ｊ 通过方程（１） 满足影

响域内 ｎ 个离散点插值得到，因此有

　 　 ＵＳ ＝ Ｒａ ＋ Ｐｂ， （３）
其中

　 　 ＵＳ ＝ ［ｕ１，ｕ２，…，ｕｎ］ Ｔ，

　 　 Ｒ ＝

Ｒ１（Ｘ１） Ｒ２（Ｘ１） … Ｒｎ（Ｘ１）
Ｒ１（Ｘ２） Ｒ２（Ｘ２） … Ｒｎ（Ｘ２）

︙ ︙ ⋱ ︙
Ｒ１（Ｘｎ） Ｒ２（Ｘｎ） … Ｒｎ（Ｘｎ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

， ＰＴ ＝
１ １ … １
ｘ１ ｘ２ … ｘｎ

ｙ１ ｙ２ … ｙｎ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

．

式（３）中共有 ｎ ＋ ｍ 个未知量，却只有 ｎ 个方程，求解上述方程组需增加 ｍ 个约束条件

　 　 ＰＴａ ＝ ０． （４）
将式（３）和约束条件（４）组合一起可写成

　 　
ＵＳ

０{ } ＝
Ｒ Ｐ
ＰＴ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ａ
ｂ{ } 􀰛 Ｇ

ａ
ｂ{ } ． （５）

代入式（１），得
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　 　 ｕｈ（Ｘ） ＝ ＲＴ（Ｘ）ａ ＋ ＰＴ（Ｘ）ｂ ＝ ［ＲＴ（Ｘ） ＰＴ（Ｘ）］Ｇ －１ ＵＳ

０
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ ΦＴ ＵＳ

０
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （６）

其中 ΦＴ 为 ＲＰＩＭ 形函数，可表示为

　 　 ΦＴ ＝ ［ϕ１（Ｘ） ϕ２（Ｘ） … ϕｎ（Ｘ） ϕｎ＋１（Ｘ） … ϕｎ＋ｍ（Ｘ）］ ．
这里，前 ｎ 个分量为与节点相关的形函数，记为

　 　 ΦＴ ＝ ［ϕ１（Ｘ） ϕ２（Ｘ） … ϕｎ（Ｘ）］， （７）
此时的形函数满足 δ 函数性质：

　 　 ϕｉ（Ｘ ｊ） ＝ δ ｉｊ ＝
１， ｉ ＝ ｊ，
０， ｉ ≠ ｊ ．{

１．２　 加权节点径向点插值法（ＷＮ⁃ＲＰＩＭ）
虽然径向点插值法（ＲＰＩＭ）是无网格方法中比较常用且有效的方法之一，但该方法对每

个 Ｇａｕｓｓ 点或计算点需要求矩矩阵的逆，而且求逆矩阵受到影响域半径大小的限制．当影响域

半径过小，域里节点过少，插值效果不佳．反之，影响域半径过大，矩矩阵的条件数就会过高．利
用 ＷＮ⁃ＲＰＩＭ 近似可以克服 ＲＰＩＭ 中影响域半径大小的限制，而且求系统矩阵的逆的数量等于

问题域中的节点数量，可以大大减少矩矩阵求逆的计算量．构造 ＷＮ⁃ＲＰＩＭ 形状函数主要分为

３ 个步骤： １） 搜索域 Ω 内及其边界上每个节点 Ｉ 支撑域内的其它多个节点； ２） 根据式（６）结
合节点 Ｉ支撑域内的节点计算节点 Ｉ 的位移参数； ３） 找出每个 Ｇａｕｓｓ 点影响域内的节点，给出

各个节点参数相应的权重，得到每个 Ｇａｕｓｓ 点的 ＷＮ⁃ＲＰＩＭ 形函数．
对于影响域内一个节点 Ｉ， 根据式（６）有

　 　 ｕｈ
Ｉ（Ｘ） ＝ ［ＲＴ

Ｉ（Ｘ） ＰＴ
Ｉ（Ｘ）］Ｇ －１

Ｉ

ＵＳ

０
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ ＲＴ

Ｉ（Ｘ） ＰＴ
Ｉ（Ｘ）[ ]

ａ（ＸＩ）
ｂ（ＸＩ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （８）

其中

　 　
ａ（ＸＩ）
ｂ（ＸＩ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ Ｇ －１

Ｉ

ＵＳ

０
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

ＲＩ ＰＩ

ＰＴ
Ｉ ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

－１ ＵＳ

０
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ Ｇ －１

Ｉ ＵＳ，

ＧＩ 是第 Ｉ 个节点对应的矩矩阵．
假设一个特定的计算点 Ｘ 支持域内有 ｋ 个节点，这 ｋ 个节点对应的节点参数由权函数

ｗ（Ｘ） 给出权重，最终得到区域值

　 　 ｕｈ（Ｘ） ＝
∑

ｋ

Ｉ ＝ １
ｗＩ（Ｘ）ｕｈ

Ｉ（Ｘ）

∑
ｋ

Ｉ ＝ １
ｗＩ（Ｘ）

＝

　 　 　 　
∑

ｋ

Ｉ ＝ １
ｗＩ（Ｘ）［ＲＴ

Ｉ（Ｘ） ＰＴ
Ｉ（Ｘ）］［ａＴ（ＸＩ） ｂＴ（ＸＩ）］ Ｔ

∑
ｋ

Ｉ ＝ １
ｗＩ（Ｘ）

＝ ΦＷＮ⁃ＲＰＩＭ（Ｘ）ＵＳ， （９）

其中

　 　 ΦＷＮ⁃ＲＰＩＭ（Ｘ） ＝
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∑

ｋ

Ｉ ＝ １
ｗＩ（Ｘ）［ＲＴ

Ｉ（Ｘ） ＰＴ
Ｉ（Ｘ）］Ｇ －１

Ｉ

∑
ｋ

Ｉ ＝ １
ｗＩ（Ｘ）

＝ ［ϕ１（Ｘ），ϕ２（Ｘ），…，ϕ ｎ（Ｘ）］， （１０）

这里 ｎ 是用来构造形函数的节点总数，由计算点 Ｘ 支持域内的节点和该节点影响域内的节点

总和确定．由于 Ｇ －１
Ｉ 是常数矩阵，所以很容易得到 ＷＮ⁃ＲＰＩＭ 形函数的导数．

对于 ＷＮ⁃ＲＰＩＭ 中的权函数，通常可取以下两种：
３ 次样条权函数

　 　 ｗ ｉ（Ｘ） ＝

２
３

－ ４
ｄｉ

ｒｗ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ４
ｄｉ

ｒｗ
æ

è
ç

ö

ø
÷

３

， ｄｉ ≤ ０．５ｒｗ，

４
３

－ ４
ｄｉ

ｒｗ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ４

ｄｉ

ｒｗ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ４
３

ｄｉ

ｒｗ
æ

è
ç

ö

ø
÷

３

， ０．５ｒｗ ＜ ｄｉ ≤ ｒｗ，

０， ｄｉ ＞ ｒｗ；

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（１１）

４ 阶样条权函数

　 　 ｗ ｉ（Ｘ） ＝
１ － ６

ｄｉ

ｒｗ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ８
ｄｉ

ｒｗ
æ

è
ç

ö

ø
÷

３

－ ３
ｄｉ

ｒｗ
æ

è
ç

ö

ø
÷

４

， ｄｉ ≤ ｒｗ，

０， ｄｉ ＞ ｒｗ；

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１２）

其中， ｄｉ ＝ Ｘ － Ｘ ｉ ，ｒｗ 为权函数支持域的尺寸．

２　 高阶剪切和法向变形板理论

２．１　 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式

对于在区间 ［ － ｈ ／ ２，ｈ ／ ２］ 上的 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式，经标准化后可得到第 ｉ 阶标准正交 Ｌｅｇ⁃
ｅｎｄｒｅ 多项式 Ｌｉ（ ｚ） ．其中，前 ７ 阶正交 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式为

　 　

Ｌ０（ ｚ） ＝ １
ｈ
， Ｌ１（ ｚ） ＝ ２ ３

ｈ
ｚ
ｈ
， Ｌ２（ ｚ） ＝ １

２
５
ｈ

１２ ｚ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｌ３（ ｚ） ＝ ７
ｈ

２０ ｚ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

－ ３ ｚ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｌ４（ ｚ） ＝ ９
ｈ

７０ ｚ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

４

－ １５ ｚ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ３
８

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｌ５（ ｚ） ＝ １１
ｈ

２５２ ｚ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

５

－ ７０ ｚ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

＋ １５
４

ｚ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｌ６（ ｚ） ＝ １３
ｈ

９２４ ｚ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

６

－ ３１５ ｚ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

４

＋ １０５
４

ｚ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ５
１６

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｌ７（ ｚ） ＝ １５
ｈ

３ ４３２ ｚ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

７

－ １ ３８６ ｚ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

５

＋ ３１５
２

ｚ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

－ ３５
８

ｚ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（１３）

其具有以下性质：

　 　 ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

Ｌｉ（ ｚ）Ｌ ｊ（ ｚ）ｄｚ ＝ δ ｉｊ，　 　 ｉ， ｊ ＝ ０，１，２，… ． （１４）

第 ｉ 个 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式的导数可以表示为前 ｉ － １ 个 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式的线性组合，即
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　 　 Ｌ′ｉ（ ｚ） ＝ ∑
Ｋ

ｊ ＝ ０
ｄｉｊＬ ｊ（ ｚ）， （１５）

其中 ｄｉｊ 为常数，对于 Ｋ ＝ ７ 有

　 　 ［ｄｉｊ］ ＝ ２
ｈ

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

３ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ １５ ０ ０ ０ ０ ０ ０

７ ０ ３５ ０ ０ ０ ０ ０

０ ３ ３ ０ ３ ７ ０ ０ ０ ０

１１ ０ ５５ ０ ３ １１ ０ ０ ０

０ ３９ ０ ９１ ０ １４３ ０ ０

１５ ０ ５ ３ ０ ３ １５ ０ １９５ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

． （１６）

２．２　 高阶剪切和法向变形板理论（ＨＯＳＮＤＰＴ）
对于 １ 个受横向载荷 ｑ 的层合板， 建立相应的三维坐标系 Ｏ⁃ｘｙｚ， 板的区域可表示为 Ω ＝

{ ０ ≤ ｘ ≤ ａ， ０ ≤ ｙ ≤ ｂ， － ｈ ／ ２ ≤ ｚ ≤ ｈ ／ ２ } ．
三维位移函数可以在平面和厚度方向进行变量分离，并且厚度方向采用正交 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多

项式，则位移可表示为

　 　 ｕ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝
ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）
ｖ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）
ｗ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï

＝ ∑
Ｋ

ｉ ＝ ０

ｕｉ（ｘ，ｙ，ｔ）
ｖｉ（ｘ，ｙ，ｔ）
ｗ ｉ（ｘ，ｙ，ｔ）

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

Ｌｉ（ ｚ）， （１７）

其中 Ｋ 是 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式的阶数，也是板理论的阶数，当 Ｋ ＞ １ 时，称为高阶剪切板理论．
２．３　 应变和应力

根据几何方程，并运用位移 ＨＯＳＮＤＰＴ 的位移式（１７），则应变⁃位移关系为

　 　 ε ＝

ε ｘ

ε ｙ

ε ｚ

ε ｙｚ

ε ｚｘ

ε ｘｙ

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

＝ ∑
Ｋ

ｉ ＝ ０

∂ｕｉ（ｘ，ｙ）
∂ｘ

∂ｖｉ（ｘ，ｙ）
∂ｙ

∑
Ｋ

ｊ ＝ ０
ｗ ｊ（ｘ，ｙ）ｄ ｊｉ

∂ｗ ｉ（ｘ，ｙ）
∂ｙ

＋ ∑
Ｋ

ｊ ＝ ０
ｖｊ（ｘ，ｙ）ｄ ｊｉ

∂ｗ ｉ（ｘ，ｙ）
∂ｘ

＋ ∑
Ｋ

ｊ ＝ ０
ｕ ｊ（ｘ，ｙ）ｄ ｊｉ

∂ｖｉ（ｘ，ｙ）
∂ｘ

＋
∂ｕｉ（ｘ，ｙ）

∂ｙ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

Ｌｉ（ ｚ） ＝ ∑
Ｋ

ｉ ＝ ０
η ｉＬｉ（ ｚ）， （１８）

其中 η ｉ 为 ６×１ 阶向量．
对于单层正交各向异性材料，在问题坐标系下的本构关系为

　 　 σ ＝ Ｃ
－
ε， （１９）

其中， σ ＝ {σ ｘ σ ｙ σ ｚ τ ｙｚ τ ｚｘ τ ｘｙ } Ｔ 和 ε ＝ { ε ｘ ε ｙ ε ｚ γ ｙｚ γ ｚｘ γ ｘｙ } Ｔ 分别为应力
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向量和应变向量，Ｃ
－
＝ ＴＣＴＴ 为问题坐标系下的刚度矩阵．Ｃ 为材料坐标系下的刚度矩阵，Ｔ 为

材料坐标系与问题坐标系之间的转换矩阵，由下式给出：

　 　 Ｃ ＝

ｃ１１ ｃ１２ ｃ１３ ０ ０ ０
ｃ１２ ｃ２２ ｃ２３ ０ ０ ０
ｃ１３ ｃ２３ ｃ３３ ０ ０ ０
０ ０ ０ ｃ４４ ０ ０
０ ０ ０ ０ ｃ５５ ０
０ ０ ０ ０ ０ ｃ６６

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

，

　 　 Ｔ ＝

ｃｏｓ２θ ｓｉｎ２θ ０ ０ ０ － ｓｉｎ（２θ）
ｓｉｎ２θ ｃｏｓ２θ ０ ０ ０ ｓｉｎ（２θ）
０ ０ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ ｃｏｓ θ ｓｉｎ θ ０
０ ０ ０ － ｓｉｎ θ ｃｏｓ θ ０

１
２

ｓｉｎ（２θ） － １
２

ｓｉｎ（２θ） ０ ０ ０ ｃｏｓ（２θ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

，

　 　 ｃ１１ ＝
１ － ν ２３ν ３２

Ｅ２Ｅ３Δ
， ｃ２２ ＝

１ － ν １３ν ３１

Ｅ１Ｅ３Δ
， ｃ３３ ＝

１ － ν １２ν ２１

Ｅ１Ｅ２Δ
， ｃ１２ ＝

ν ２１ ＋ ν ３１ν ２３

Ｅ２Ｅ３Δ
，

　 　 ｃ１３ ＝
ν ３１ ＋ ν ２１ν ３２

Ｅ２Ｅ３Δ
， ｃ２３ ＝

ν ３２ ＋ ν １２ν ３１

Ｅ１Ｅ３Δ
， Δ ＝

１ － ν １２ν ２１ － ν ２３ν ３２ － ν ３１ν １３ － ２ν ２１ν ３２ν １３

Ｅ１Ｅ２Ｅ３
，

　 　 ｃ４４ ＝ Ｇ２３， ｃ５５ ＝ Ｇ３１， ｃ６６ ＝ Ｇ１２，
Ｅ ｉ 为弹性模量，ν ｉｊ 为 Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松） 比，θ 为相应层问题坐标系与材料坐标系间的夹角．

３　 系统方程的离散

基于最小势能原理可以得到板振动问题的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ（伽辽金）弱形式：

　 　 ∫
Ω
δεＴσｄΩ ＋ ∫

Ω
δｕＴｂｄΩ ＋ ∫

Γｔ
δｕＴ ｔ－ｄΓ ｔ ＋ ∫

Ω
δｕＴζｕｄΩ ＋ ∫

Ω
δｕＴρｕｄΩ ＝ ０． （２０）

由于体力可以等效地化为表面力，所以在此忽略体力项．利用式（９）ＷＮ⁃ＲＰＩＭ 近似函数的

结果来近似式（２０）中的位移 ｕ 可以得到

　 　 ｕ ＝
ｕ
ｖ
ｗ

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï

＝ ∑
ｎ⌒

ｉ ＝ １

ϕｉ ０ ０
０ ϕｉ ０
０ ０ ϕｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ｕｉ

ｖｉ
ｗ ｉ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

＝ ∑
ｎ⌒

ｉ ＝ １
ΦｉＵｉ ． （２１）

将式（１８）、（１９）和（２１）代入式（２０）得到矩阵表示的总势能等式：
　 　 δＵＴ

ｉ ［ＫＵｉ ＋ ＣＵｉ ＋ ＭＵｉ － Ｆ］ ＝ ０． （２２）
由于 δＵＴ

ｉ 的任意性，可得

　 　 ＫＵｉ ＋ ＣＵｉ ＋ ＭＵｉ － Ｆ ＝ ０． （２３）
自由振动方程的一般解可写成

　 　 Ｕ ＝ Ｗ·ｅｉωｔ， （２４）
其中，ｉ 为虚数单位， ｔ表示时间，Ｗ为特征向量，ω是自然频率．将式（２４） 代入式（２３），并取Ｃ ＝
０，Ｆ ＝ ０， 可得到特征方程
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　 　 （Ｋ － ω ２Ｍ）Ｗ ＝ ０． （２５）
通过求解特征方程可以得到系统自由振动的自然频率 ω 和板的振型．对于结构动力响应

问题，通常采用直接积分方案，本文采用 Ｎｅｗｍａｒｋ 积分方法［１６］ ．

４　 数 值 算 例

４．１　 静态弯曲

设简支正交异性单层方板受均匀分布载荷 ｑ ＝ １００ ｋＮ ／ ｍ２ 作用．边长 ａ ＝ ２０ ｃｍ，厚跨比 ｈ ／ ａ
＝ ０．１，简支边的边界条件为：ｘ ＝ ０，ａ 时 ｗ ＝ ｖ ＝ ０；ｙ ＝ ０，ａ 时 ｗ ＝ ｕ ＝ ０．材料参数值，Ｅ１ ∶ Ｅ２ ∶ Ｅ３

＝ ２５ ∶ １ ∶ １，Ｅ２ ＝ １ ＧＰａ，ν １２ ＝ ν ２３ ＝ ν １３ ＝ ０．２５，Ｇ１２ ＝ Ｇ１３ ＝ ０．５Ｅ２，Ｇ２３ ＝ ０．２Ｅ２ ．引入无量纲化挠

度和应力：

ｗ－ ＝ １００ｔ３

ｑａ４ ｗ
ｘ ＝ ａ ／ ２，ｙ ＝ ｂ ／ ２，ｚ ＝ ０

， σ－ ｘｘ ＝
ｔ２

ｑａ２ σ ｘｘ
ｘ ＝ ａ ／ ２，ｙ ＝ ｂ ／ ２，ｚ ＝ －ｈ ／ ２

， τ－ ｚｘ ＝
ｔ２

ｑａ２ τ ｚｘ
ｘ ＝ ａ，ｙ ＝ ｂ，ｚ ＝ －ｈ ／ （２Ｎ）

，

这里 Ｎ 表示层合板总层数．

图 １　 ５ 种计算方法 ７ 种节点密度下板 图 ２　 均匀载荷下厚跨比 ｈ ／ ａ ＝ ０．１

中心点挠度 ｗ－ 以及下表面中心点 层合板（ ０° ／ ９０° ／ ９０° ／ ０°）的

应力 σ－ ｘｘ 比较 横向剪切应力 τ－ ｚｘ

Ｆｉｇ． １　 Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ ｗ－ ａｔ ｔｈｅ ｐｌａｔｅ ｃｅｎｔｅｒ ｐｏｉｎｔ Ｆｉｇ． ２　 Ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓｅｓ τ－ ｚｘ ｏｆ ｔｈｅ

ａｎｄ ｓｔｒｅｓｓｅｓ σ－ ｘｘ ａｔ ｔｈｅ ｌｏｗｅｒ ｓｕｒｆａｃｅ （ ０° ／ ９０° ／ ９０° ／ ０°） ｌａｍｉｎａｔｅｄ ｐｌａｔｅ

ｃｅｎｔｅｒ ｐｏｉｎｔ ｗｉｔｈ ５ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ ｕｎｄｅｒ ｕｎｉｆｏｒｍ ｌｏａｄｉｎｇ ｆｏｒ ｈ ／ ａ ＝ ０．１
ｆｏｒ ７ ｋｉｎｄｓ ｏｆ ｎｏｄｅ ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ

图 １ 给出了 ＷＮ （ｗ３）（Ｋ ＝ ５）， ＷＮ（ｗ４）（Ｋ ＝ ５）（这里 ｗ３，ｗ４ 分别表示权函数取 ３ 次样

条和 ４ 次样条）， ＭＱ⁃ＭＬＰＧ［１１］，３Ｄ⁃ＦＥＭ［１１］和 ＲＰＩＭ （Ｋ ＝ ５） ５ 种不同算法对于 ７ 种不同节点

密度 ５×５（２５），７×７（４９），９×９（８１），１１×１１（１２１），１３×１３（１６９），１５×１５（２２５），１７×１７（２８９）的计

算结果．图 １ 中实线代表三维有限元计算解（３Ｄ⁃ＦＥＭ），图中上部分的线代表各计算方法得到

的板中心点无量纲挠度 ｗ－ ，下部分的线代表板下表面中心点无量纲应力 σ－ ｘｘ ．由图 １ 结果可以

看出，ＷＮ（ｗ３）（Ｋ ＝ ５）， ＷＮ（ｗ４）（Ｋ ＝ ５） 两种算法结果非常接近，在 ９×９（８１）节点密度下就

已经收敛并非常接近 ３Ｄ⁃ＦＥＭ 解；虽然 ＭＱ⁃ＭＬＰＧ 解也在 ９×９（８１）节点密度下就开始收敛，但
是显然没有两种 ＷＮ （Ｋ ＝ ５） 的收敛性好；而 ＲＰＩＭ （Ｋ ＝ ５） 解与 ３Ｄ⁃ＦＥＭ 解相比较，收敛性和

精度都不是很好．因此，由图 １ 可知两种 ＷＮ （Ｋ ＝ ５） 较之 ＲＰＩＭ （Ｋ ＝ ５） 和 ＭＱ⁃ＭＬＰＧ 有更好

的收敛性和精度．图 ２ 给出了 Ｋ ＝ １ ～ ７ 时 ＷＮ（ｗ３），ＷＮ（ｗ４）， ＲＰＩＭ，ＴＰＳ⁃ＭＬＰＧ［１１］，ＭＱ⁃
ＭＬＰＧ，３Ｄ⁃ＦＥＭ，ＦＳＤＴ⁃ｅｘａｃｔ［１］７ 种方法得到的无量纲横向剪切应力 τ－ ｚｘ 结果的比较．由图 １，２

０８２１ 分析复合材料层合板弯曲和振动的一种有效无网格方法



可见 ＷＮ （ｗ３） 和ＷＮ（ｗ４） 结果几乎相同，并与 ＲＰＩＭ 解都介于 ３Ｄ⁃ＦＥＭ 解和 ＦＳＤＴ⁃ｅｘａｃｔ 解之

间，随着 Ｋ 的增加而逐渐从接近 ３Ｄ⁃ＦＥＭ 解递增到接近 ＦＳＤＴ⁃ｅｘａｃｔ 解，变化越来越平缓．而
ＴＰＳ⁃ＭＬＰＧ 和 ＭＱ⁃ＭＬＰＧ 的解在 Ｋ 取 １，３，５ 时波动较大．由此也可发现，ＷＮ⁃ＲＰＩＭ 较之 ＴＰＳ⁃
ＭＬＰＧ 和 ＭＱ⁃ＭＬＰＧ 的解对于 Ｋ 的变化有着更好的稳定性和精度．
４．２　 自由振动

下面通过几个算例来验证本文方法对振动问题的适用性和有效性．设无量纲固有频率为

　 　 ω－ ＝ ωｂ２

ｈ
ρ
Ｅ２

．

４．２．１　 悬臂板的振动分析

表 １ 给出了材料 １ 的两层正交悬臂板 （ｈ ／ ａ ＝ ０．１，０° ／ ９０°） 在不同长宽比和 ６ 种数值方案

下用 ＷＮ⁃ＲＰＩＭ（９×９ 网格）计算出的无量纲固有频率与 ＣＬＰＴ 方法［１］、ＦＳＤＴ 方法［１］、ＴＳＤＴ 方

法［１］得到的解析解结果进行比较．各向异性材料的参数为 Ｅ１ ∶ Ｅ２ ∶ Ｅ３ ＝ ２５ ∶ １ ∶ １，ν １２ ＝ ν １３ ＝ ν ２３

＝ ０．２５，Ｇ１２ ＝ Ｇ１３ ＝ ０．５Ｅ２，Ｇ２３ ＝ ０．２Ｅ２， ρ ＝ １ ｇ ／ ｃｍ３ ．
数值结果显示在板比较方 （ｂ ／ ａ ＝ １） 时固有频率相对较小，ＷＮ⁃ＲＰＩＭ 的计算结果与其它

几种方法的结果误差比较明显（与 ＦＳＤＴ 方法的误差约 １８％）；当板比较长 （ｂ ／ ａ ＝ ３） 时，板固

有频率相对较大，ＷＮ⁃ＲＰＩＭ 的计算结果与 ＦＳＤＴ 方法的误差约 ２％，与 ＴＳＤＴ 方法的误差约

３％，与 ＣＬＰＴ 方法的误差约 ２１％．因此在板比较长时该方法计算的结果更接近于 ＦＳＤＴ 方法．同
时发现两种权函数计算出来的结果几乎没有差别，误差小于 ０．０１％．故以下部分将只考虑 ｗ３
的情况．

表 １　 ＷＮ⁃ＲＰＩＭ 计算出的悬臂板 （ｈ ／ ａ ＝ ０．１，０° ／ ９０°） 的无量纲固有频率

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ＷＮ⁃ＲＰＩＭ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｐｌａｔｅ （ｈ ／ ａ ＝ ０．１，０° ／ ９０°）

ｂ ／ ａ ＣＬＰＴ ＦＳＤＴ ＴＳＤＴ
ＷＮ （ｗ３）

Ｋ ＝ １ Ｋ ＝ ３ Ｋ ＝ ５

ＷＮ （ｗ４）

Ｋ ＝ １ Ｋ ＝ ３ Ｋ ＝ ５

１ ２．６２５ ０ ２．５３３ ４ ２．５６１ ０ ２．１４０ ５ ２．１３４ ２ ２．１３１ ０ ２．１３４ ５ ２．１３４ ２ ２．１３１ ０

２ １０．４５８ ８ ９．３５０ １ ９．５９８ ８ ８．５５９ ４ ８．５３４ １ ８．５２０ ９ ８．５５９ ４ ８．５３４ １ ８．５２０ ９

３ ２３．３７７ ５ １８．８４９ １ １９．８３２ ５ １９．２５６ ４ １９．１９９ １ １９．１６９ ５ １９．２５６ ４ １９．１９９ １ １９．１６９ ５

４．２．２　 不同层合结构和不同厚跨比下层合板的无量纲固有频率分析

表 ２ 给出 ＷＮ⁃ＲＰＩＭ（９×９ 网格）计算出的在 ３ 种层合方案（０°，０° ／ ９０° ／ ０°，０° ／ ９０° ／ ０° ／ ９０° ／
０°）和 ３ 种厚跨比 （ｈ ／ ａ ＝ ０．２，０．１，０．０１） 下层合板的无量纲固有频率与 ＣＬＰＴ 法［１］ 和 ＦＳＤＴ
法［１］计算结果的比较．材料参数与悬臂板相同．表 ２ 数据表明，在板比较薄的情况下，几种方法

得到的结果都比较接近；当板比较厚的时候，ＷＮ⁃ＲＰＩＭ 计算的结果与 ＦＳＤＴ 方法很接近，ＣＬＰＴ
的结果偏离较远（因为 ＣＬＰＴ 只适用于簿板情况）．可见 ＷＮ⁃ＲＰＩＭ 适用于各种厚度以及不同层

合方式的板．
４．２．３　 不同边界条件和不同厚跨比下层合板的无量纲固有频率分析

表 ３ 给出了 ＷＮ⁃ＲＰＩＭ（９×９ 网格）计算的不同厚跨比，在不同的边界条件（边界条件中

“Ｓ”表示简支，“Ｃ”表示固支，“Ｆ”表示自由）下的无量纲固有频率与 ＦＳＤＴ 法［１］、ＣＬＰＴ 法［１］、
ＴＳＤＴ 法［１］的解析解比较．材料参数为 Ｅ１ ∶ Ｅ２ ∶ Ｅ３ ＝ ４０ ∶ １ ∶ １，ν １２ ＝ ν １３ ＝ ν ２３ ＝ ０．２５，Ｇ１２ ＝ Ｇ１３ ＝
０．６Ｅ２，Ｇ２３ ＝ ０．２Ｅ２， ρ ＝ １ ｇ ／ ｃｍ３ ．数值结果显示板比较厚的时候ＷＮ⁃ＲＰＩＭ 解与 ＦＳＤＴ 解和 ＴＳＤＴ
解比较接近，ＣＬＰＴ 的解误差较大．说明了本文方法在不同边界条件、不同厚跨比下的适用性和

有效性．
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表 ２　 ＷＮ⁃ＲＰＩＭ 计算的不同厚跨比和不同层合方案下的层合板的无量纲固有频率

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ＷＮ⁃ＲＰＩＭ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｃｈｅｍｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｌａｍｉｎａｔｅｄ ｐｌａｔｅｓ

ｈ ／ ａ ｍｅｔｈｏｄ ０° ０° ／ ９０° ／ ０° ０° ／ ９０° ／ ０° ／ ９０° ／ ０°

０．２

ＦＳＤＴ ８．９０９ ８．７６６ ９．２１５

ＣＬＰＴ １４．７５０ １４．７５０ １４．７５０

ＷＮ （ｗ３）（Ｋ ＝ １） ９．４０５ ０ ９．０８９ ５ ９．６３１ ９

ＷＮ （ｗ３）（Ｋ ＝ ３） ８．９６３ ４ ８．２１５ ３ ８．９９２ ６

ＷＮ （ｗ３）（Ｋ ＝ ５） ８．９５９ ３ ８．１２７ ２ ８．８３１ ４

０．１

ＦＳＤＴ １２．４５２ １２．２２７ １２．６３３

ＣＬＰＴ １５．１０４ １５．１０４ １５．１０４

ＷＮ （ｗ３）（Ｋ ＝ １） １２．７９３ ７ １２．５２５ ６ １２．８９２ ７

ＷＮ （ｗ３）（Ｋ ＝ ３） １２．４６２ １ １１．７４７ ２ １２．４７５ ６

ＷＮ （ｗ３）（Ｋ ＝ ５） １２．４６１ ８ １１．６１７ ０ １２．３７４ ８

０．０１

ＦＳＤＴ １５．１９０ １５．１８４ １５．１９２

ＣＬＰＴ １５．２２７ １５．２２７ １５．２２７

ＷＮ （ｗ３）（Ｋ ＝ １） １５．２１７ ２ １５．２１１ ６ １５．２１８ ７

ＷＮ （ｗ３）（Ｋ ＝ ３） １５．２１０ ９ １５．１９４ ２ １５．２１１ ０

ＷＮ （ｗ３）（Ｋ ＝ ５） １５．２１０ ９ １５．１９０ ３ １５．２０９ ２

表 ３　 ＷＮ⁃ＲＰＩＭ 计算的不同边界条件下（０° ／ ９０°）铺设的层合板的无量纲固有频率

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ＷＮ⁃ＲＰＩＭ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｕｎｄｅｒ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｌａｍｉｎａｔｅｄ ｐｌａｔｅｓ（０° ／ ９０°）

ｈ ／ ａ ｍｅｔｈｏｄ ＳＳＳＳ ＳＳＳＣ ＳＳＳＦ ＳＣＳＣ

０．１

ＦＳＤＴ １０．４７３ １２．６１０ ７．２１５ １５．１５２

ＣＬＰＴ １１．１５４ １４．２２３ ７．６３６ １８．５４３

ＴＳＤＴ １０．５６８ １２．８７０ ７．２７７ １５．７０９

ＷＮ （ｗ３）（Ｋ ＝ １） １０．５７３ ２ １２．８４３ ３ ７．２８３ ０ １５．６０４ ３

ＷＮ （ｗ３）（Ｋ ＝ ３） １０．４１９ ７ １２．５１３ ５ ７．１７３ ２ １５．６０４ ３

ＷＮ （ｗ３）（Ｋ ＝ ５） １０．３３１ ５ １２．３３６ １ ７．１０６ ３ １４．７０６ ３

０．２

ＦＳＤＴ ８．８３３ ９．８８２ ６．２１３ １０．８７９

ＣＬＰＴ １０．７２１ １３．６２７ ７．４５０ １７．７４１

ＴＳＤＴ ９．０８７ １０．３９３ ６．３８７ １１．８９０

ＷＮ （ｗ３）（Ｋ ＝ １） ９．０８０ ９ １０．２２４ ６ ６．０７７ ３ １１．４７０ ６

ＷＮ （ｗ３）（Ｋ ＝ ３） ８．７０８ １ ９．６５８ ７ ６．０７３ ３ １０．７１４ １

ＷＮ （ｗ３）（Ｋ ＝ ５） ８．５２１ ７ ９．４２３ ９ ５．９５４ １ １０．４４９ ２

５　 结　 　 论

本文将高阶剪切和法向变形理论与无网格方法相结合，数值计算层合板的弯曲和振动响

应问题．在板的厚度方向采用正交 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式作为基函数，在板的面内采用 ＷＮ⁃ＲＰＩＭ 近

似，克服了 ＲＰＩＭ 中影响域半径大小的限制．通过弯曲问题的分析，发现 ＷＮ⁃ＲＰＩＭ 较 ＲＰＩＭ 和

ＭＱ⁃ＭＬＰＧ 有更好的精度和稳定性；通过计算和分析不同边界条件、不同层合结构、不同厚跨

比等各种类型层合板的振动问题，用 ＷＮ⁃ＲＰＩＭ 数值解与其它近似方案的数值解比较来验证

了 ＷＮ⁃ＲＰＩＭ 在大多情况下与 ＦＳＤＴ 方法比较接近，是分析各种层合板问题的有效方法．对于

振动问题虽然也得到了比较满意的结果，但是当板比较方时仍存在较大的误差，需要进一步对

２８２１ 分析复合材料层合板弯曲和振动的一种有效无网格方法



方法改进，同时需要考察计算时间效应，这是我们下一步需要完善的工作．
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