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(我刊编委丁协平来稿)

摘要 : � 在局部 FC-一致空间内, 引入和研究了某些新的涉及凝聚集值映象的广义矢量拟平衡问题

组�� 应用作者在文( � ) 中对局部 FC-一致空间内的凝聚集值映象得到的极大元存在性定理, 在局

部FC-一致空间内, 对这些广义矢量拟平衡问题组的解, 证明了某些新的存在性定理�� 这些结果改

进和推广了文献中某些已知结果到局部 FC-一致空间��
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引 � �言

设 X 是非空集, 我们将用2X 和�X�分别表示X 的所有子集的族和X 的一切非空有限子集

的族�� 令 �n 是R
n+ 1

内顶点为 e0, e1, � , en 的n- 维标准单型�� 对 0, 1, � , n 的非空子集J ,

令 �J = co( ej : j � J )�� 令 I 是任何指标集�� 对每一 i � I , 令 X i 和 Yi 是拓朴空间, Z i 是

非空集�� 令 X = � i � IX i , Y = � i � IYi , 对每一 i � I 和x � X , 令 x i = �i ( x ) 是 x 在X i 上

的投影�� 对每一 i � I , 令 A i : X � Y � 2X
i , T i : X � Y � 2Y

i , Ci : X � 2Z
i 和 �i : X � Y � X i �

2Z
i 是集值映象��

在本文中, 我们考虑下面的广义矢量拟平衡问题组:

( � ) 求 ( x̂ , ŷ ) � X � Y 使得对每一 i � I ,

� � x̂ i � Ai ( x̂ , ŷ ) , ŷi � T i ( x̂ , ŷ ) 和 �i ( x̂ , ŷ , z i ) � C i ( x̂ ) , � � � zi � A i ( x̂ , ŷ )��

SGVQEP( � )

( � ) 求 ( x̂ , ŷ ) � X � Y 使得对每一 i � I ,

� � x̂ i � Ai ( x̂ , ŷ ) , ŷi � T i ( x̂ , ŷ ) 和 �i ( x̂ , ŷ , z i ) � C i ( x̂ ) , � � � zi � A i ( x̂ , ŷ )��

SGVQEP( � )
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( � ) 求 ( x̂ , ŷ ) � X � Y 使得对每一 i � I ,

� � x̂ i � A i ( x̂ , ŷ ) , ŷi � T i ( x̂ , ŷ ) 和 �i ( x̂ , ŷ , z i ) � Ci ( x̂ ) = �, � � � zi � A i ( x̂ , ŷ )��

SGVQEP( � )

( � ) 求 ( x̂ , ŷ ) � X � Y 使得对每一 i � I ,

� � x̂ i � A i ( x̂ , ŷ ) , ŷi � T i ( x̂ , ŷ ) 和 �i ( x̂ , ŷ , zi ) � C i ( x̂ ) � �, � � � zi � A i ( x̂ , ŷ )��

SGVQEP( � )

具有对一切 i � I 和( x , y ) � X � Y, Ai ( x , y ) = A i ( x ) 及 T i ( x , y ) = T i ( x ) 的 SGVQEP

( � ) ~ SGVQEP( � ) , 被 Lin 和 Liu
[ 1]

、Lin 等人
[ 2]
、Lin

[ 3]
、Peng 等人

[ 4]
、Ding

[ 5-6]
与 Ding 和 Yao

[ 7]

分别在( 局部凸) 拓朴矢量空间的锥设置下, 在 FC-空间、局部 FC-一致空间和 G-凸空间内引入

和研究��具有对一切 i � I 和( x , y ) � X � X , Yi = X i , A i ( x , y ) = Ai ( x ) , Ti ( x , y ) = T i ( x )

及 �i : X � Yi � X i � 2Z
i 的SGVQEP( � ) ~ SGVQEP( � ) , 被 Lin[ 8] 、Ding 等人[ 9] 和Ding[ 10] 分别在

拓朴矢量空间、局部 G-凸一致空间和局部FC-空间内引入和研究��在不同的假设下对 SGVQEP

( � ) ~ SGWQEP( � ) 的上述特殊情形建立了解的某些存在性定理��

对于指标集 I , 空间 X i、Yi、Z i 和映象Ai、Ti、C i 及 �i 的适当选取, 容易看出SGVQEP( � ) ~

SGVQEP( � ) 包含了大多数广义( 矢量) 拟平衡问题组、广义( 矢量) 拟变分不等式问题组、广义

( 矢量) 平衡问题组、广义( 矢量) 变分不等式问题组的延伸和推广作为特殊情形, 例如, 见文献

[ 1-10] 和其中的参考文献��

在本文中, 应用作者在文( � ) [ 11] 中对局部 FC-一致空间内的凝聚集值映象得到的极大元

存在性定理, 在局部 FC-一致空间内, 对 SGVQEP( � ) ~ SGVQEP( � ) 的解证明了某些新的存在

性定理��这些结果改进和推广了文献中某些已知结果到局部FC-一致空间��

1 �预 备 知 识

令�n 是R
n+ 1 内顶点为 e0, e1, � , en 的n- 维标准单型�� 对 0, 1, � , n 的任何非空子集J ,

令 �J = co( ej : j � J )�� 下面概念由 Ben-E-l Mechaiekh 等人[ 12] 引入��

定义 1. 1�称 ( X , �) 是一L- 凸空间, 如果 X 是一拓扑空间和 �: �X� � 2X 是一映象, 使

得对每一 N � �X�具有 | N | = n + 1, 存在一连续映象 �N : �n � �( N) , 满足 A � �N�具

有 | A | = J + 1 蕴含 �N (�J) � �( A) , 其中 �J 是 �N 的对应于A 的面��

大家知道, 拓朴矢量空间的每一个凸子集, 由 Horvath[ 13] 引入的每一 H-空间和由 Park 和

Kim[ 14]引入的每一 G-凸空间全都是 L-凸空间��

下面概念由 Ding[ 15] 引入��

定义 1. 2�称 ( X , �N ) 是一有限连续空间(简称FC- 空间) , 如果 X 是一拓扑空间, 使得对

每一 N = x 0, � , x n � �X�, 其中N 的某些元素可以相同, 存在一连续映象 �N : �n � X�� 称

( X , �N ) 的一子集 D 是X 的 FC- 子空间, 如果对每一个 N = x 0, � , x n � �X�和对任何

xi
0
, � , x i

k � D � N, �N ( �k) � D, 其中 �k = co( ei
j
: j = 0, � , k )��

显然, 每一个L-凸空间必是FC-空间��Ding 在文献[ 11] 中给出的例 1. 1 已说明存在一 FC-

空间不是L-凸空间��所以在没有凸性结构的 FC-空间内, 研究各种非线性问题是十分合理和

有价值的��

由FC-子空间的定义, 容易看出 ( X , �N ) 的每一 FC- 子空间也是一 FC- 空间, 且如果
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B i i� I 是FC- 空间( X , �N ) 的FC- 子空间族和 � i� IB i � �, 则 � i � IB i 也是( X , �N ) 的FC-

子空间, 其中 I 是任何指标集��

对 ( X , �N ) 的子集 A , 我们能定义 A 的 FC-包如下:

� � FC( A ) = � B � X : A � B 和 B 是X 的 FC- 子空间 ��

显然, FC( A ) 是 X 的包含A 的最小 FC-子空间��

下面概念由 Ding[ 6] 引入��

定义 1. 3�称 ( X , U, �N ) 是一局部 FC- 一致空间, 如果( X , U) 是一致空间和( X , �N ) 是

一FC- 空间, 使得U有由满足下面条件的环境( entourages) 组成的基B: 对每一 V � B, 每当M

� X 是X 的一FC- 子空间时, 集 V[ M] = x � X : M � V[ x ] � � 也是X 的FC-子空间��

例 1. 1 �令 ( X , �N ) 是 Ding[ 11] 的例1. 1内给出的FC-空间��注意到 X 是一度量空间和每

一度量空间是具有一致结构 U = V(�) : �> 0 的 Hausdorff 一致空间, 其中 V(�) =

( x , y ) � X � X : d( x , y ) < � , 见文献 [ 16] 201�� 对每一 V(�) � U, 我们有 V[ x ] =

y � X : | x - y | < � 且因此对X 的每一 FC- 子空间M, V[ M] = x � X : M � V[ x ] �

� = � x � MV[ x ]�� 容易检验( X , U, �N ) 是一局部 FC-一致空间��

下面结果是 Ding[ 6] 的定理2. 2��

引理 1. 1�令 I 是任何指标集�� 对每一 i � I , 令( X i , Ui , �N
i
) 是一局部FC- 一致空间, 每

一( X i , Ui ) 有由对称环境( entourages) 组构成的基 Bi�� 令 X = � i� IX i , U= � i � IUi 和对

任何N � �X�, �N = � i � I�Ni
, 其中N i 是N 在X i 上的投影��则 ( X , U, �N ) 也是一局部FC-一

致空间��

下面结果是 Ding[ 11] 的定理 2. 1��

引理 1. 2�令 I 是任何指标集�� 对每一 i � I , 令( X i , Ui , �N
i
) 是一局部FC- 一致空间��

令 X = � i� I
X i 是如在引理 1. 1内定义的局部 FC- 一致空间, �是X 上的非紧性测度�� 对每

一 i � I , 令 Gi : X � 2X
i 是使得

( � ) 对每一 x � X , G i ( x ) 是 X i 的 FC-子空间;

( � ) 对每一 x � X , �i ( x ) /� G i ( x ) ;

( � ) 对每一 y i � X i , G
- 1
i ( y i ) 在 X 内是紧开的;

( � ) 由 G( x ) = � i� I
G i ( x ) , � x � X 定义的映象G : X � 2X 是 �- 凝聚的��

则存在 x̂ � X 使得对每一 i � I , G i ( x̂ ) = ���

2 � SGVQEP 解的存在性

在本节中, 除非另作说明, 我们将固定下面的记号和假设��令 I 是任何指标集�� 对每一 i

� I , 令( X i , Ui , �N
i
) 和( Yi , U

�
i , �

�
N

i
) 是局部 FC- 一致空间, Z i 是非空集�� 令X = � i � IX i 和

Y = � i � I
Yi�� 对每一 i � I , 令 A i : X � Y � 2X

i, T i : X � Y � 2Y
i, C i : X � 2Z

i 和�i : X � Y �

X i � 2
Z

i 是集值映象��

定义 2. 1�对每一 i � I 和 y � Y, 称 �i 在第 3 自变量是( � ) 型( ( � ) 型、( � ) 型、( � )

型) C i ( x )-FC- 对角拟凸, 如果对每一 N i = zi , 0, � , zi , n � �X i�和对每一具有 xi � FC( N i )

的 x � X , 存在 j � 0, � , n 使得�i ( x , y , zi , j � Ci ( x ) ( �i ( x , y , zi , j ) � Ci ( x ) , �i ( x , y , zi , j )
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� C i ( x ) = �, �i ( x , y , zi , j ) � C i ( x ) � �)��

注 2. 1� 定义 2. 1内的概念推广了 Peng 等人[ 4]的相应概念, 从拓朴矢量空间的凸子集到 FC-空间��

引理 2. 1[ 17] �令 X 和Y 是拓朴空间, G: X � 2Y 是集值映象�� 则 G 在点x � X 是下半连

续的当且仅当对任何 y � G ( x ) 和任何满足 x� � x 的网 x � � X , 存在一网 y � 使得 y� �
G ( x �) 和 y� � y��

下面结果是 Ding[ 18] 的命题 4. 5和命题 4. 6��

引理 2. 2�令 X、Y 和Z 是拓朴空间�� 令 F : X � Y � 2
Z
和C : X � 2

Z
是集值映象, 使得

( � ) C 在X � Z 内有闭( 开) 图;

( � ) 对每一 y � Y, F (�, y ) 在 X 的每一紧子集上是下半连续的��

则由 F
*

( y ) = x � X : F( x , y ) � C ( x ) ( F
*

( y ) = x � X : F( x , y ) � C ( x ) = � ) 定

义的集值映象 F
*

: Y � 2X 有紧闭值��

引理 2. 3�令 X、Y 和Z 是拓朴空间�� 令 F : X � Y � 2Z 和C : X � 2Z 是集值映象, 使得

( � ) C 在X � Z 内有开( 闭) 图;

( � ) 对每一 y � Y, F (�, y ) 在 X 的每一紧子集上是上半连续的, 具有非空紧闭值��

则由 F
*

( y ) = x � X : F( x , y ) � C ( x ) ( F
*

( y ) = x � X : F( x , y ) � C ( x ) � � ) 定

义的集值映象 F
*

: Y � 2X 有紧闭值��

注 2. 2� 引理 2. 3推广了 Ding 和 Park[ 19] 的引理 2. 3��

定理 2. 1�假设对每一 i � I , 下列条件被满足:

( � ) 对每一 ( x , y ) � X � Y, A i ( x , y ) 和 T i ( x , y ) 分别是 X i 和 Yi 的非空 FC-子空间;

( � ) 对每一 ( x i , yi ) � X i � Yi , A
- 1
i ( x i ) 和 T

- 1
i ( y i ) 都在 X � Y 内是紧开的;

( � ) 对每一 y � Y, �i 在第 3自变量是( � ) 型( ( � ) 型、( � ) 型、( � ) 型) Ci ( x )-FC- 对

角拟凸的;

( � ) 对每一 z i � X i , 集

� � ( x , y ) � X � Y: �i ( x , y , zi ) � C i ( x )

� � ( ( x , y ) � X � Y: �i ( x , y , zi ) � C i ( x ) ,

� � ( x , y ) � X � Y: �i ( x , y , zi ) � C i ( x ) � � ,

� � ( x , y ) � X � Y: �i ( x , y , zi ) � C i ( x ) = � )

在 X � Y 内是紧开的;

( � ) 集 Wi = ( x , y ) � X � Y: ( xi , yi ) � A i ( x , y ) � Ti ( x , y ) 在 X � Y 内是紧闭的;

( � ) 由

( A @T ) ( x , y ) = F
i I I

A i ( x , y ) @ F
i I I

Ti ( x , y ) ,   P ( x , y ) I X @ Y

定义的映象 ( A @T ) : X @ Y y 2X@Y 在X @ Y 上是 5- 凝聚的, 其中 5 是X @ Y 上的非紧性测

度# 

则存在 ( x̂ , ŷ ) I X @ Y, 使得对每一 i I I ,

x̂ i I A i ( x̂ , ŷ ) , ŷ i I Ti ( x̂ , ŷ ) 和 Wi ( x̂ , ŷ , zi ) ¤ Ci ( x̂ ) ,     P z i I A i ( x̂ , ŷ )

( x̂i I A i ( x̂ , ŷ ) , ŷi I T i ( x̂ , ŷ ) 和 Wi ( x̂ , ŷ , z i ) < Ci ( x̂ ) ,     P zi I A i ( x̂ , ŷ ) ;

x̂ i I A i ( x̂ , ŷ ) , ŷ i I T i ( x̂ , ŷ ) 和 Wi ( x̂ , ŷ , z i ) H C i ( x̂ ) = ª,   P zi I A i ( x̂ , ŷ ) ;
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x̂ i I A i ( x̂ , ŷ ) , ŷ i I T i ( x̂ , ŷ ) 和 Wi ( x̂ , ŷ , z i ) H C i ( x̂ ) X ª,   P zi I A i ( x̂ , ŷ ) ) ,

即, ( x̂ , ŷ ) 是 SGVQEP( Ñ) ( SGVQEP( Ò) 、SGVQEP( Ó) 、SGVQEP( Ô) ) 的一解# 

证明  对每一 i I I , 定义一集值映象 Pi : X @ Y y 2X
i 如下:

  Pi ( x , y ) = z i I X i : Wi ( x , y , z i ) < Ci ( x ) ,     P ( x , y ) I X @ Y

  ( P i ( x , y ) = z i I X i : Wi ( x , y , zi ) ¤ Ci ( x ) ,     P ( x , y ) I X @ Y;

  Pi ( x , y ) = z i I X i : Wi ( x , y , z i ) H Ci ( x ) X ª ,   P ( x , y ) I X @ Y;

  Pi ( x , y ) = z i I X i : Wi ( x , y , z i ) H Ci ( x ) = ª ,   P ( x , y ) I X @ Y)# 

我们证明对每一 i I I 和( x , y ) I X @ Y,

  x i = Pi ( x ) /I FC( P i ( x , y ) ) , ( 1)

如果不真, 则存在 i I I 和( �x , �y ) I X @ Y, 使得�x i = Pi ( �x ) I FC( P i ( �x , �y ) )# 由在文献[ 11]

内的引理 1. 1, 存在N i = z i, 0, , , z i, n I 3 P i ( �x , �y )4, 使得�x i = Pi ( �x ) I FC( N i )# 因此我们

有 Wi ( �x , �y , z i, j ) < C i ( �x ) , P j = 0, , , n( Wi ( �x , �y , zi , j ) ¤ Ci ( �x ) , P j = 0, , , n; Wi ( �x , �y , zi , j ) H

C i ( �x ) X ª, P j = 0, , , n; Wi ( �x , �y , z i, j ) H C i ( �x ) = ª, P j = 0, , , n)# 但是, 由( �) 和定义

2. 1, 存在 j I 0, , , n , 使得 Wi ( �x , �y , zi , j ) ¤ C i ( �x ) ( Wi ( �x , �y , z i, j ) < Ci ( �x ) ; Wi ( �x , �y , zi , j ) H

C i ( �x ) = ª; Wi ( �x , �y , zi , j ) H Ci ( �x ) X ª) , 这是一个矛盾# 因此( 1) 式必成立# 由条件( �) ,

对每一 i I I 和 zi I X i ,

  P
- 1
i ( z i ) = ( x , y ) I X @ Y: Wi ( x , y , zi ) < Ci ( x )

  ( P
- 1
i ( zi ) = ( x , y ) I X @ Y: Wi ( x , y , zi ) ¤ Ci ( x ) ;

  P
- 1
i ( z i ) = ( x , y ) I X @ Y: Wi ( x , y , zi ) H Ci ( x ) X ª ;

  P
- 1
i ( z i ) = ( x , y ) I X @ Y: Wi ( x , y , zi ) H Ci ( x ) = ª )

在 X @ Y 内是紧开的# 从文献[ 11] 内的引理 1. 2推得对每一 zi I X i , ( FC( P i ) )
- 1

( zi ) 在 X @

Y 内也是紧开的# 由引理1. 1, 对每一 i I I , X i @ Yi 和X @ Y 都是局部FC- 一致空间# 对每

一 i I I , 定义一集值映象 G i : X @ Y y 2X
i
@ Y

i 如下:

  Gi ( x , y ) =
[ A i ( x , y ) H FC( P i ( x , y ) ) ] @ T i ( x , y ) ,   如果( x , y ) I Wi ,

A i ( x , y ) @T i ( x , y ) ,   如果( x , y ) /I Wi# 

由条件( �) , 对每一 i I I 和( x , y ) I X @ Y, G i ( x , y ) 是X i @ Yi 的FC- 子空间# 由 W i 的定

义和( 1) 式, 对每一 i I I 和( x , y ) I X @ Y, ( x i , y i ) /I G i ( x , y )# 对每一 i I I 和( ui , v i ) I

X i @ Yi , 我们有

  G
- 1
i ( ui , v i ) = [ A

- 1
i ( u i ) H ( FC( P i ) )

- 1
( ui ) H T

- 1
i ( v i ) ] G

    [ ( ( X @ Y) \ Wi ) H A
- 1
i ( ui ) H T

- 1
i ( v i ) ]# 

因为对每一 ui I X i , ( FC( Pi ) )
- 1

( ui ) 在X @ Y 内是紧开的, 由条件( �) 和( �) , G
- 1
i ( u i , vi ) 在

X @ Y 内也是紧开的# 定义一集值映象 G: X @ Y y 2
X@X

如下:

  G( x , y ) = F
i I I

G i ( x , y ) ,   P ( x , y ) I X @ Y# 

则我们有

  G( x , y ) < ( A @T ) ( x , y ) ,   P ( x , y ) I X @ Y# 

由条件( �) 和在文献[ 11] 中的注 2. 1, G 在X @ Y 上也是 5- 凝聚的# 引理 1. 2的一切条件被

满足# 由引理 1. 2, 存在( x̂ , ŷ ) I X @ Y 使得对每一i I I , G i ( x̂ , ŷ ) = ª# 如果对某 j I I ,
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( x̂ , ŷ ) /I Wj , 则或 Aj ( x̂ , ŷ ) = ª或Tj ( x̂ , ŷ ) = ª, 这与条件( �) 相矛盾# 所以对每一 i I I ,

有( x̂ , ŷ ) I Wi# 这就证明了对每一 i I I , x̂ i I A i ( x̂ , ŷ ) , ŷ i I T i ( x̂ , ŷ ) 和 A i ( x̂ , ŷ ) H

FC( P i ( x̂ , ŷ ) ) = ª, 且因此 A i ( x̂ , ŷ ) H P i ( x̂ , ŷ ) = ª# 所以我们对每一 i I I 有

x̂ i I A i ( x̂ , ŷ ) , ŷ i I T i ( x̂ , ŷ ) 和 Wi ( x̂ , ŷ , zi ) ¤ C i ( x̂ ) ,     P z i I A i ( x̂ , ŷ )

( x̂i I A i ( x̂ , ŷ ) , ŷi I T i ( x̂ , ŷ ) 和 Wi ( x̂ , ŷ , z i ) < Ci ( x̂ ) ,     P zi I A i ( x̂ , ŷ ) ;

x̂ i I A i ( x̂ , ŷ ) , ŷ i I T i ( x̂ , ŷ ) 和 Wi ( x̂ , ŷ , zi ) H C i ( x̂ ) = ª,   P zi I A i ( x̂ , ŷ ) ;

x̂ i I A i ( x̂ , ŷ ) , ŷ i I T i ( x̂ , ŷ ) 和 Wi ( x̂ , ŷ , zi ) H C i ( x̂ ) X ª,   P zi I A i ( x̂ , ŷ ) ) # 

这说明 ( x̂ , ŷ ) 是 SGVQEP( Ñ) ( SGVQEP( Ò) 、SGVQEP( Ó) 、SGVQEP( Ô) ) 的一个解# 

注 2. 3 定理 2. 1在下列方面推广了 Peng 等人[ 4]的定理 3. 5: 1) 定理 2. 1 内的数学模型比在文献[ 4] 内

的数学模型更一般; 2) 从拓朴矢量空间的非空凸子集到没有凸性结构的局部 FC-一致空间; 3) 对每一 i I

I , Z i 可以是任何非空集和Ci ( x ) 可以没有锥结构; 4) 对每一 i I I 和( xi , yi ) I X i @ Yi , A - 1
i ( xi ) , T- 1

i ( y i) 在

X @ Y 内可以是紧开的, 集 Wi 在X @ Y 内可以是紧闭的; 5) 定理 2. 1包含了比 Peng 等人[4] 的定理 3. 5 更多的

结果# 定理 2. 1 也从几方面推广了 Ding
[ 5]

的定理 4. 1 和定理 4. 2及 Ding 和 Yao
[ 7]

的定理 4. 1# 

注 2. 4 定理 2. 1的条件( � )能被下面条件代替:

( � ) 1 对每一 ( x , y ) I X @ Y, 集 P i( x , y ) = zi I X i: Wi ( x , y , z i) < C i( x ) (P i ( x , y ) = z i I X i:

Wi ( x , y , zi ) ¤ Ci ( x ) , P i ( x , y ) = z i I X i : Wi( x , y , zi ) H C i( x ) X ª , P i ( x , y ) = z i I X i : Wi( x , y , zi ) H

C i( x ) = ª ) 是 X i 的 FC-子空间 ;

( � ) 2 对一切 ( x , y ) I X @ Y, Wi ( x , y , x i ) ¤ Ci ( x ) ( Wi ( x , y , x i) < Ci ( x ) , Wi ( x , y , x i) H Ci ( x ) = ª,

Wi ( x , y , x i) H Ci ( x ) X ª)# 

事实上, 如果定理 2. 1 的条件( � ) 不成立, 则存在 i I I , y I Y, N i = zi, 0 , , , zi, n I 3 X i4 和具有 �x i I

FC( Ni ) 的�x I X , 使得对一切 j = 0, , n, Wi (�x , y , z i, j ) < C i( �x ) ( Wi (�x , y , z i, j ) ¤ Ci (�x ) , Wi (�x , y , z i, j ) H C i( �x )

X ª, Wi( �x , y , z i, j) H C i( �x ) = ª)# 由此推得 Ni < P i( �x , y )# 因为由( � ) 1 , P i (�x , y ) 是FC- 子空间, 我们有

�x i I FC( Ni ) < P i (�x , y ) 且因此 W i (�x , y , �x i) < Ci (�x ) ( Wi (�x , y , �x i ) ¤ C i( �x ) , Wi( �x , y , �x i ) H Ci (�x ) = ª, Wi( �x ,

y , �x i ) H C i( �x ) X ª) , 这与条件( � ) 2 相矛盾# 所以定理 2. 1的条件( � )必成立# 

注 2. 5 如果对每一 i I I , Zi 是一拓朴空间, 则定理 2. 1 的条件( � ) 内的条件: 对每一 z i I X i , 集

( x , y ) I X @ Y : Wi( x , y , zi ) < Ci ( x ) ( ( x , y ) I X @ Y : Wi( x , y , zi ) H C i( x ) = ª ) 是紧开的, 能被下

面条件代替:

( � ) 1 Ci : X y 2Z
i 在X @ Zi 内有开( 闭)图;

( � ) 2 对每一 z i I X i , 映象( x , y ) | y Wi ( x , y , zi ) 在 X @ Y 的每一紧子集上是上半连续的具有非空紧值# 

事实上, 从条件 ( � ) 1、( � ) 2 和引理 2. 3 推得对每一 z i I X i , 集 ( x , y ) I X @ Y: Wi ( x , y , z i ) ¤

C i( x ) ( ( x , y ) I X @ Y: Wi ( x , y , z i ) H C i( x ) X ª ) 在 X @ Y 内是紧闭的# 因此集 ( x , y ) I X @ Y:

Wi ( x , y , z i) < Ci ( x ) ( ( x , y ) I X @ Y: Wi ( x , y , z i) H C i( x ) = ª ) 在 X @ Y 内是紧开的# 

注 2. 6 如果对每一 i I I , Zi 是一拓朴空间, 则定理 2. 1 的条件( � ) 内的条件: 对每一 z i I X i , 集

( x , y ) I X @ Y : Wi( x , y , zi ) ¤ Ci ( x ) ( ( x , y ) I X @ Y : Wi( x , y , zi ) H C i( x ) X ª ) 是紧开的, 能被下

面条件代替:

( � )c1 Ci : X y 2Z
i 在X @ Zi 内有闭( 开)图;

( � )c2 对每一 zi I X i, 映象( x , y ) | y Wi ( x , y , z i) 在 X @ Y 的每一紧子集上是下半连续的# 

事实上, 从条件( � )c1、( � )c2 和引理 2. 2 推得对每一 zi I X i , 集 ( x , y ) I X @ Y : Wi( x , y , zi ) < C i( x )

( ( x , y ) I X @ Y: Wi ( x , y , z i) H C i( x ) = ª ) 在 X @ Y 内是紧闭的# 因此集 ( x , y ) I X @ Y: Wi( x , y ,

zi ) ¤ Ci ( x ) ( ( x , y ) I X @ Y: Wi( x , y , z i) H Ci ( x ) X ª ) 在 X @ Y 内是紧开的# 
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注 2. 7 定理2. 1也是 Peng 等人[ 4] 的定理3. 1、3. 3、3. 4 和Ding[ 5]的定理 4. 3 在局部 FC-一致空间内的改

进变型# 

下面我们假设, 对每一 i I I , Zi 是一拓朴矢量空间和C i : X y 2Z
i , 使得对每一 x I X ,

C i ( x ) 是具有非空内部的闭凸锥# 

定义 2. 2 对每一 i I I , 称 Wi : X @ Y @X i y 2Z
i ,

( �) 在第 3 自变量是 Ci ( x )-FC- 拟凸的, 如果对每一( x , y ) I X @ Y, N i = zi , 0, , ,

zi , n I 3 X i 4 , zi , i
0
, , zi , i

k < N i 和 zi I UN
i
( $k ) , 存在 j I 0, , , n 使得

  Wi ( x , y , zi , i
j
) < Wi ( x , y , z i ) + Ci ( x ) ;

( �) 在第 3 自变量是 C i ( x )-FC- 拟似凸的, 如果对每一( x , y ) I X @ Y, N i = zi , 0, , ,

zi , n I 3 X i 4 , zi , i
0
, , , zi , i

k < N i 和 zi I UN
i
( $ k) , 存在 j I 0, , , k 使得

  Wi ( x , y , zi ) < Wi ( x , y , z i, i
j
) - Ci ( x )# 

注 2. 8 定义 2. 2内的概念推广了Lin [ 8] 的相应概念, 从拓朴矢量空间的凸子集到 FC-空间# 

引理 2. 4 如果对每一 i I I , Wi : X @ Y @X i y 2Z
i 在第 3自变量是 C i ( x )-FC- 拟凸的,

则集

zi I X i : Wi ( x , y , z i ) ¤ C i ( x ) 和 zi I X i : Wi ( x , yi , zi ) H (- intCi ( x ) ) X ª

都是 X i 的 FC-子空间# 

证明  如果集 zi I X i : Wi ( x , y , zi ) ¤ C i ( x ) 不是X i 的FC- 子空间, 则存在N i = z i, 0,

, , zi, n I 3 X i4 , zi , i
0
, , , zi , i

k
< N i H z i I X i : Wi ( x , y , zi ) ¤ Ci ( x ) 和 z

*
i I UN

i
( $k ) 使

得 Wi ( x , y , z
*
i ) < C i ( x )# 因为 Wi : X @ Y @X i y 2

Z
i 在第 3自变量是 C i ( x )-FC- 拟凸的, 存

在 j I 0, , , k 使得 Wi ( x , y , zi , i
j
) < Wi ( x , y , z

*
i ) + C i ( x ) < Ci ( x ) + C i ( x ) = Ci ( x )# 因

为 z i, i
j

I z i I X i : Wi ( x , y , zi ) ¤ Ci ( x ) , 我们有 Wi ( x , y , z i, i
j
) ¤ Ci ( x ) , 这是一个矛盾# 因

此集 zi I X i : Wi ( x , y , z i ) ¤ C i ( x ) 是 X i 的 FC-子空间# 

如果集 zi I X i : Wi ( x , y , z i ) H (- intC i ( x ) ) X ª 不是X i 的 FC- 子空间, 则存在 N i =

zi , 0, , , z i, n I 3 X i4 , zi , i
0
, , , zi , i

k < Ni H zi I X i : Wi ( x , y , zi ) H (- intC i ( x ) ) X ª 和

z
*
i I UN

i
( $k) , 使得

  Wi ( x , y , z
*
i ) H (- intC( x ) ) = ª# ( 2)

因为 Wi : X @ Y @ X i y 2
Z

i 在第 3 自变量是 Ci ( x )-FC- 拟凸的, 存在 j I 0, , , k , 使得

  Wi ( x , y , zi , i
j
) < Wi ( x , y , z

*
i ) + C i ( x )# ( 3)

因为 z i, i
j

I zi I X i : Wi ( x , y , z i ) H (- intC i ( x ) ) X ª , 则我们有

  Wi ( x , y , zi , i
j
) H (- intCi ( x ) ) X ª# ( 4)

令 v
*
i I Wi ( x , y , zi , i

j
) H (- intC i ( x ) )# 由式( 3) , 存在 u

*
i I Wi ( x , y , z

*
i ) , 使得 v

*
i I u

*
i

+ Ci ( x )# 因此我们有

  u
*
i I v

*
i - C i ( x ) < - intC i ( x ) - Ci ( x ) <- intCi ( x )# 

由此推得 Wi ( x , y , z
*
i ) H (- intCi ( x ) ) X ª, 这与式( 2) 矛盾# 所以集 z i I X i : Wi ( x , y , zi ) H

(- intC i ( x ) ) X ª 是X i 的FC-子空间# 

引理 2. 5 如果对每一 i I I , Wi : X @ Y @X i y 2Z
i 在第3自变量是 C i ( x )-FC- 拟似凸的,
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则集

  zi I X i : Wi ( x , y , zi ) <- intC i ( x ) 和 zi I X i : Wi ( x , y , zi ) H C i ( x ) = ª

都是 X i 的 FC-子空间# 

证明  如果集 zi I X i : Wi ( x , y , zi ) < - intC i ( x ) 不是 X i 的 FC- 子空间, 则存在 N i =

zi , 0, , , z i, n I 3 X i4 , zi , i
0
, , , zi , i

k
< N i H zi I X i : Wi ( x , y , z i ) <- intC i ( x ) , z

*
i I

UN
i
( $ k) 使得 Wi ( x , y , z

*
i ) ¤- intC i ( x )# 因为 Wi 在第 3自变量是 Ci ( x )-FC- 拟似凸的, 存在

j I 0, , , k 使得Wi ( x , y , z
*
i ) < Wi ( x , y , zi , i

j
) - C i ( x )# 因为 z i, i

j
I zi I X i : Wi ( x , y , zi )

<- intC i ( x ) , 我们有 Wi ( x , yi , zi , i
j
) <- intC i ( x )# 由此推得 Wi ( x , y , z

*
i ) < Wi ( x , y , zi , i

j
)

- Ci ( x ) <- intCi ( x ) - C i ( x ) <- intC i ( x ) , 这是一个矛盾# 所以集 z i I X i : Wi ( x , y , zi )

<- intC i ( x ) 是 X i 的 FC- 子空间# 如果集 z i I X i : Wi ( x , y , zi ) H Ci ( x ) = ª 不是X i 的

FC- 子空间, 则存在 N i = zi , 0, , , zi , n I 3 X i 4 , z i, i
0
, , , zi , i

k < N i H zi I X i : Wi ( x , y , zi )

H C i ( x ) = ª , z
*
i I UN

i
( $k) 使得 Wi ( x , y , z

*
i ) H Ci ( x ) X ª# 令 u

*
i I Wi ( x , y , z

*
i ) H

C i ( x )# 因为 Wi 在第3自变量是 Ci ( x )-FC- 拟似凸的, 存在 j I 0, , , k 使得Wi ( x , y , z
*
i ) <

Wi ( x , y , z i, i
j
) - Ci ( x )# 因此存在 v

*
i I Wi ( x , y , zi , i

j
) 使得u

*
i I v

*
i - Ci ( x ) 且所以 v

*
i I u

*
i

+ Ci ( x ) < Ci ( x ) + C i ( x ) = Ci ( x )# 由此推得 Wi ( x , y , zi , i
j
) H Ci ( x ) X ª# 因为 zi , i

j
I

zi I X i : Wi ( x , yi , z i ) H Ci ( x ) = ª , 我们有 Wi ( x , y , z i, i
j
) H C i ( x ) = ª, 这是一个矛盾# 

所以集 z i I X i : Wi ( x , y , zi ) H Ci ( x ) = ª 是X i 的 FC-子空间# 

定理 2. 2 假设对每一 i I I , 下列条件被满足:

( �) 对每一 ( x , y ) I X @ Y, A i ( x , y ) 和 T i ( x , y ) 分别是 X i 和 Yi 的非空FC-子空间;

( �) 对每一 ( x i , yi ) I X i @ Yi , A
- 1
i ( x i ) , T

- 1
i ( yi ) 在 X @ Y 内是紧开的;

( �) 映象 x | y intC i ( x ) 有开图, 对每一 z i I X i , 映象( x , y ) | y Wi ( x , y , zi ) 在X @ Y 的

每一紧子集上是上半连续的具有非空紧值;

( �) 对每一 y I Y, Wi 在第 3 自变量是 Ci ( x )-FC- 拟似凸的, 对每一( x , y ) I X @ Y,

W( x , y , xi ) ¤- intCi ( x ) ;

( �) 集 Wi = ( x , y ) I X @ Y: ( xi , yi ) I A i ( x , y ) @ Ti ( x , y ) 在 X @ Y 内是紧闭的;

( �) 如下定义的映象 ( A @ T) : X @ Y y 2X@Y
,

( A @T ) ( x , y ) = F
i I I

A i ( x , y ) @ F
i I I

Ti ( x , y ) ,   P ( x , y ) I X @ Y

是 5- 凝聚的, 其中 5 是X @ Y 上的非紧性测度# 

则存在 ( x̂ , ŷ ) I X @ Y 使得对每一 i I I ,

x̂ i I A i ( x̂ , ŷ ) , ŷ i I T i ( x̂ , ŷ ) 和 Wi ( x̂ , ŷ , z i ) ¤- intC i ( x̂ ) ,   P zi I A i ( x̂ , ŷ )# 

证明  对每一 i I I , 定义一集值映象 Pi : X @ Y y 2X
i 如下:

  Pi ( x , y ) = z i I X i : Wi ( x , y , z i ) <- intCi ( x ) ,   P ( x , y ) I X @ Y# 

由条件( �) 和引理 2. 3, 对每一 zi I Zi , 集 P
- 1
i ( zi ) = ( x , y ) I X @ Y: Wi ( x , y , z i ) < -

intC i ( x ) 在 X @ Y 内是紧开的# 从条件( �) 和引理 2. 5推得, 对每一 i I I 和( x , y ) I X @

Y, P i ( x , y ) 是X i 的FC- 子空间和xi = Pi ( x ) /I P i ( x , y )# 对每一 i I I , 定义一集值映象 Gi :

X @ Y y 2X
i

@ Y
i 如下:
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Gi ( x , y ) =
[ A i ( x , y ) H P i ( x , y ) ] @ Ti ( x , y ) ,   如果( x , y ) I Wi ,

A i ( x , y ) @T i ( x , y ) , 如果( x , y ) /I Wi# 

由( �) , 对每一 i I I 和( x , y ) I X @ Y, G i ( x , y ) 是X i @ Yi 的FC- 子空间# 因为对每一 i I

I 和( x , y ) I X @ Y, x i /I Pi ( x , y ) , 由 Wi 的定义, 我们有对每一 i I I 和( x , y ) I X @ Y, ( xi ,

yi ) /I Gi ( x , y )# 利用定理3. 1的证明中类似的论证, 我们能证明对每一 i I I 和( u i , vi ) I X i

@ Yi , G
- 1
i ( u i , v i ) 在 X @ Y 内是紧开的# 条件( �) 蕴含 G ( x , y ) = F i I IGi ( x , y ) 是 5- 凝聚

的# 引理 1. 1 的一切条件被满足# 证明的余下部分类似于定理 2. 1 中的证明, 我们省略# 

定理 2. 3 假设对每一 i I I , 下列条件被满足:

( �) 对每一 ( x , y ) I X @ Y, A i ( x , y ) 和 T i ( x , y ) 分别是 X i 和 Yi 的非空 FC-子空间;

( �) 对每一 ( x i , yi ) I X i @ Yi , A
- 1
i ( x i ) , T

- 1
i ( yi ) 在 X @ Y 内是紧开的;

( �) 映象 x | y C i ( x ) 在 X 上是上半连续的, 每一 zi I Z i , 映象( x , y ) | y Wi ( x , y , z i ) 在

X @ Y 的每一紧子集上是下半连续的;

( �) 对每一 y I Y, Wi 在第 3自变量是 C i ( x )-FC- 拟凸的, 对每一( x , y ) I X @ Y, W( x ,

y , x i ) < Ci ( x ) ;

( �) 集 Wi = ( x , y ) I X @ Y: ( xi , yi ) I A i ( x , y ) @ Ti ( x , y ) 在 X @ Y 内是紧闭的;

( �) 如下定义的映象 ( A @ T) : X @ Y y 2X@Y
:

  ( A @ T) ( x , y ) = F
i I I

A i ( x , y ) @ F
i I I

T i ( x , y ) ,   P ( x , y ) I X @ Y

是 5- 凝聚的, 其中 5 是X @ Y 上的非紧性测度# 

则存在 ( x̂ , ŷ ) I X @ Y 使得对每一 i I I ,

  x̂ i I Ai ( x̂ , ŷ ) , ŷ i I Ti ( x̂ , ŷ ) 和 Wi ( x̂ , ŷ , zi ) < C i ( x̂ ) ,   P z i I Ai ( x̂ , ŷ )

即, ( x̂ , ŷ ) 是 SGVQEP( Ò) 的解# 

证明  对每一 i I I , 定义一集值映象 Pi : X @ Y y 2X
i 如下:

  Pi ( x , y ) = z i I X i : Wi ( x , y , z i ) ¤ Ci ( x ) ,   P ( x , y ) I X @ Y# 

由条件( �) 和引理 2. 2, 对每一 z i I Z i# P
- 1

( zi ) = ( x , y ) I X @ Y: Wi ( x , y , z i ) ¤ Ci ( x ) 在

X @ Y 内是紧开的# 从条件( �) 和引理 2. 4推得对每一 i I I 和( x , y ) I X @ Y, P i ( x , y ) 是

X i 的FC- 子空间和x i /I P i ( x , y )# 证明的余下部分类似于定理 2. 2中的证明, 我们省略# 

应用引理 1, 1, 引理 2. 2~ 2. 5 和类似于定理 2. 2 和 2. 3的证明中的论证, 我们能容易地证

明下面结果# 

定理 2. 4 假设对每一 i I I , 下列条件被满足:

( �) 对每一 ( x , y ) I X @ Y, A i ( x , y ) 和 T i ( x , y ) 分别是 X i 和 Yi 的非空 FC-子空间;

( �) 对每一 ( x i , yi ) I X i @ Yi , A
- 1
i ( x i ) , T

- 1
i ( yi ) 在 X @ Y 内是紧开的;

( �) 映象 x | y intC i ( x ) 有开图和对每一 zi I X i , 映象( x , y ) | y Wi ( x , y , z i ) 在X @ Y 的

每一紧子集上是下半连续的;

( �) 对每一 y I Y, Wi 在第3自变量是 C i ( x )-FC- 拟凸的和对每一( x , y ) I X @ Y, W( x ,

y , x i ) H (- intC i ( x ) ) = ª;

( �) 集 Wi = ( x , y ) I X @ Y: ( xi , yi ) I A i ( x , y ) @ Ti ( x , y ) 在 X @ Y 内是紧闭的;

( �) 如下定义的映象 ( A @ T) : X @ Y y 2
X@Y

:

( A @T ) ( x , y ) = F
i I I

A i ( x , y ) @ F
i I I

Ti ( x , y ) ,   P ( x , y ) I X @ Y
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是 5- 凝聚的, 其中 5 是X @ Y 上的非紧性测度# 

则存在 ( x̂ , ŷ ) I X @ Y 使得对每一 i I I ,

  x̂ i I A i ( x̂ , ŷ ) , ŷ i I T i ( x̂ , ŷ ) 和 Wi ( x̂ , ŷ , zi ) H (- intCi ( x̂ ) ) = ª,

  P zi I A i ( x̂ , ŷ )# 

定理 2. 5 假设对每一 i I I , 下列条件被满足:

( �) 对每一 ( x , y ) I X @ Y, A i ( x , y ) 和 T i ( x , y ) 分别是 X i 和 Yi 的非空 FC-子空间;

( �) 对每一 ( x i , yi ) I X i @ Yi , A
- 1
i ( x i ) , T

- 1
i ( yi ) 在 X @ Y 内是紧开的;

( �) 映象 x | y Ci ( x ) 在X 上是上半连续的, 对每一 z i I Z i , 映象( x , y ) | y Wi ( x , y , zi ) 在

X @ Y 的每一紧子集上, 是上半连续的具有非空紧值;

( �) 对每一 y I Y, Wi 在第 3 自变量是 Ci ( x )-FC- 拟似凸的, 对每一( x , y ) I X @ Y,

W( x , y , xi ) H Ci ( x ) X ª;

( �) 集 Wi = ( x , y ) I X @ Y: ( xi , yi ) I A i ( x , y ) @ Ti ( x , y ) 在 X @ Y 内是紧闭的;

( �) 如下定义的映象 ( A @ T) : X @ Y y 2X@Y
:

  ( A @ T) ( x , y ) = F
i I I

A i ( x , y ) @ F
i I I

T i ( x , y ) ,   P ( x , y ) I X @ Y

是 5- 凝聚的, 其中 5 是X @ Y 上的非紧性测度# 

则存在 ( x̂ , ŷ ) I X @ Y 使得对每一 i I I ,

x̂ i I A i ( x̂ , ŷ ) , ŷ i I T i ( x̂ , ŷ ) 和 Wi ( x̂ , ŷ , zi ) H C i ( x̂ ) X ª,   P zi I A i ( x̂ , ŷ ) ,

即, ( x̂ , ŷ ) 是 SGVQEP( Ô) 的解# 

注 2. 9 定理 2. 2~ 2. 5 是 Peng 等人
[4]

的相应结果在局部 FC-一致空间内的改进变型# 
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M a x i m a l E l e m e n t s a n d G e n e r a l i z e d G a m e s I n v o l v i n g

C o n d e n s i n g M a p p i n g s i n L o c a l l y F C- U n i f o r m

S p a c e s a n d A p p l i c a t i o n s ( Ò )

D ING Xie- ping

( College of Mathema tics and Softw ar e Science , Sichuan Norm al Univer sity ,

Chen gdu 610066, P . R . China )

Abst ra ct: Some new systems of g eneralized vector quas-i equilibrium problems involving condensing

mappings were intr oduced and studied in lo cally FC- uniform space s. By applying the ex istence theo-

rem of maximal elements of condensing se-t valued mappings in locally FC- uniform spaces obtained by

author in the preceding paper, some new existence theor ems of solutions for the systems of genera-l

ized vector quas-i equilibrium problems were pr oved in lo cally FC- uniform spaces. These re sults im-

prove and gener alize some recent know n results in literature to lo cally FC- uniform spaces.

Key w ords: system of gener alized vector quas-i equilibrium problems; max imal element; C i ( x )- FC- d-i

agonally quasiconvex ; C i ( x )- FC- quasiconvex; C i ( x )- FC- quasiconvex- like; locally FC- u-

niform spaces
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