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摘要: � 在孔隙流体仅存在沿梁轴线方向扩散的假定下, 建立了微观不可压饱和多孔弹性梁大挠

度问题的非线性数学模型�� 利用 Galerkin 截断法,研究了固定端不可渗透、自由端可渗透的饱和多

孔弹性悬臂梁在自由端突加集中载荷作用下的非线性弯曲, 得到了梁骨架的挠度、弯矩以及孔隙

流体压力等效力偶等的时间响应和沿轴线的分布�� 比较了大挠度非线性和小挠度线性理论的结

果,揭示了两者间的差异�� 研究发现大挠度理论的结果小于相应的小挠度理论结果,并且,大挠度

理论的结果趋于其稳态值的时间小于相应的小挠度理论结果趋于其稳态值的时间��
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引 � �言

饱和多孔结构力学行为的研究在流-固相互作用理论中具有重要的学术价值和应用背景,

这方面的研究早期起源于生物力学中的若干问题��目前,相关研究已应用于各种工程领域中,

如建筑行业和传热传质工程等��基于粘弹性本构关系和多孔介质理论, Ehlers和Market
[ 1]
利用

Galerkin有限元方法研究了软组织和关节软骨的力学行为��基于 Biot理论, Schanz和 Cheng[ 2]

研究了多孔柱的波动问题, 得到了时间区域上的精确解�� Leclaire 和 Horoshenkov[ 3] 修正了

Theodorakopoulos和 Beskos的多孔弹性板模型[ 4] ,研究了孔隙度、渗透率等对多孔板共振频率的

影响,而 B�rsan [ 5]
利用Nunziato-Cowin模型建立了多孔弹性壳的非线性模型,证明了线性化模型

初边值问题解的唯一性��

对于各向同性可压饱和多孔弹性梁,Nowinski和 Davis
[ 6]
、Zhang和 Cowin

[ 7]
研究发现梁横向

方向的孔隙流体压力梯度通常大于其轴向的压力梯度��于是,一般情形下可忽略孔隙流体的

轴向运动��然而,自然和工程应用中存在一类多孔材料, 其微观结构使得流体以轴向运动为

主,可忽略其横向方向的运动,如植物的根茎、传热管道等��基于 Biot理论, Li等人
[ 8-9]
建立了

分析饱和多孔弹性梁、杆变形的线性和非线性数学模型,详细研究了饱和多孔弹性梁的静、动
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态力学行为,发现了饱和多孔弹性梁的若干独特性质[ 10- 11]��实际上,一些情形下可将固相骨

架和孔隙流体视为微观不可压材料, 对此类问题, 杨骁和李丽[ 12]利用饱和多孔介质的三维控

制方程,建立了微观不可压饱和多孔梁、杆线性小变形的数学模型,并利用 Laplace 变换数值研

究了两端可渗透悬臂梁的拟静态和动态弯曲��
假定孔隙流体仅存在轴向扩散,本文首先在细长梁大挠度、小变形,即几何非线性和本构

线性的假定下, 基于不可压饱和多孔介质的一般理论, 在梁变形后的构形上建立了饱和多孔弹

性梁的一维非线性控制方程��其次,研究了固定端不可渗透,自由端可渗透的悬臂多孔弹性梁

在自由端突加常集中载荷作用下的非线性拟静态弯曲��此时,问题可转化为横截面转角的初

边值问题��利用 Galerkin截断法,得到了一组近似非线性常微分方程,并数值求解此常微分方

程组,给出了梁骨架的挠度、弯矩以及孔隙流体压力等效力偶等的时间响应和轴线分布图��所

得结果揭示了小挠度线性理论的适用范围和大挠度非线性理论对悬臂饱和多孔弹性梁力学行

为的影响��

1 �非线性数学模型

考虑图 1( a)所示孔隙中充满流体 RF 的饱和多孔梁骨架 RS
,其长为 L , 横截面面积为 A ,

关于 Oy 轴的惯性矩为 I�� 设多孔梁骨架 RS 关于其横截面横观各向同性,并且承受横向载荷

qz ( s, t ) 和水平载荷 qx ( s , t ) 的作用,这里, s 为梁轴线的弧长, t为时间�� 由于梁骨架微观结

构的特性,假定孔隙流体仅沿梁的轴向方向运动, 并且, 变形过程中, 轴线不可伸长, 梁小挠度

变形的基本假设成立�� 图 1(b) 示出了微元梁d s的变形及其内力,其中, �S( s , t ) 为梁骨架横

截面的转角, uS
( s, t ) 和 w

S
( s , t ) 分别为梁轴线的水平位移和挠度�� 梁骨架和孔隙流体在横

截面上正应力和剪应力的合力分别为轴力 N( s, t ) 和剪力 Q( s, t ) , 而合力矩为 M( s , t )��

� � � � � � � ( a) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ( b)

图 1� 承受分布载荷 qz 和 qx 作用的饱和多孔弹性梁

由梁骨架轴线不可伸长假定, 可得如下几何关系

� � �u
S

�s = cos �S- 1, �w
S

�s = sin�S, �Sss = - z
��S

�s , ( 1)

其中, �Sss 为梁骨架的轴向应变��

根据不可压饱和多孔介质理论[ 13- 14] ,固相骨架和孔隙流体的应力张量分别为

� � T
S
= - (1 - �) pI + T

SE
, T

F
= - �pI + T

FE
, ( 2)

其中, �为孔隙度, p 为孔隙流体压力, I为单位张量�� TSE
和 T

FE
分别为固相和流相的有效应

力张量�� 通常,对于无粘性流体, 有 T
FE
= 0��

由 T
SE
为单向应力状态的假定,可得

[ 8, 12]
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� � T
SE
ss = E

S�Sss , �
S
=

1

3K ST
SE
ss , ( 3)

其中, T SE
ss 为梁骨架横截面上的有效正应力, �S 为梁骨架的体积应变, ES 和 K

S 分别为骨架的

轴向弹性模量和体积模量��

流-固混合物在横截面上的弯矩 M = ��Az ( T S
ss + T

F
ss )dA 可进一步表示为

� � M = M
SE
- Mp , M

SE
= - E

S
I
��S

�s , Mp = ��AzpdA, ( 4)

其中, Mp 为孔隙流体压力的等效力偶, M
SE为横截面上梁骨架的弯矩��

由图 1( b)所示饱和微元梁段的平衡,可容易得如下流-固混合物平衡方程:

� � �N�s - Q
��S

�s + qz sin�
S
+ qx cos�S = 0, ( 5)

� � �Q�s + N
��S

�s + qz cos�S- qxsin�S = 0, ( 6)

� � �M�s - Q = 0�� ( 7)

利用式( 7)和( 4) ,由式( 5)和( 6)可得两基本控制方程

� � �N�s + E
S
I
�2
�

S

�s 2 +
�Mp

�s
��S

�s + qzsin�S + qxcos�S = 0, ( 8)

� � E
S
I
�3�S

�s3
+
�2
Mp

�s2
- N

��S

�s - qz cos�
S
+ qx sin�

S
= 0�� ( 9)

下面建立孔隙流体的控制方程��由于假定孔隙流体仅沿变形后梁的轴向运动, 此时,确定

相对于梁骨架的孔隙流体相对运动速度 v
FS
( s, t ) 的 Darcy定律可表示为[ 13]

� � - ��p�s - S�v
FS
= 0, ( 10)

其中, 耦合系数 S�与 Darcy渗透率 k
F 的关系为 S� = �

2 �FR
/ k

F[ 14]
, �FR为孔隙流体的真实比

重��
对微观不可压饱和多孔介质, 在多孔弹性梁大挠度变形的假定下, 体积分数守恒方程

div[ �u S
+ �v

FS
] = 0

[ 14]
变为

� � ��
S

�t + �
�vFS

�s = 0�� ( 11)

利用几何关系( 1)第 3式、本构方程( 3)和 Darcy 定律( 10) ,方程( 11)变为

� � z
E

S

3K S
�2�S

�t�s +
�

2

S�
�2p
�s2

= 0�� ( 12)

将方程( 12)乘以 z , 并在横截面上积分可得最后一个控制方程

� � E
S
I

3K S
�2�S

�t�s +
�2

S�

�2
Mp

�s2
= 0�� ( 13)

至此,得到了多孔弹性梁大挠度问题的基本控制方程, 它们是几何方程( 1)第 1、2式, 混合

物平衡方程( 8)、( 9)和孔隙流体运动方程( 13) , 这些方程在适当的边界和初始条件下可确定未

知函数 u
S
( s , t )、wS

( s , t )、�S( s , t )、N ( s, t ) 和 Mp ( s, t )��

下面给出边界条件和初始条件��多孔弹性梁的位移边界条件与单相经典弹性梁的位移边

界条件相同,即

� � u
S
= �uS

, w
S
= �w S

, �S = ��S, � � s = 0或 L , ( 14)

其中,具有上标�- �的量为给定的关于时间 t 的已知函数��
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应力边界条件应针对流-固混合物给出,它们可描述为

� � N = �N , MSE
- Mp = �M0, F

SE � ��s (M
SE
- Mp) = �Q0, � � s = 0或 L�� ( 15)

对于孔隙流体, 如果多孔弹性梁端部不可渗透,即 v
FS
= 0, 则边界条件为

� �
�Mp

�s = 0, � � s = 0或 L�� ( 16)

如果梁端部可渗透, 即 p = 0, 则边界条件为

� � Mp = 0, � � s = 0或 L�� ( 17)

对于初始未变形的饱和多孔弹性梁,其拟静态的初始条件为

� � w
S
= 0, � � t = 0�� ( 18)

2 �固定端不可渗透、自由端可渗透的悬臂多孔弹性梁的初边值问题

下面研究固定端不可渗透、自由端可渗透饱和多孔悬臂梁, 在自由端突加常集中横向载荷

P 作用下的非线性弯曲(图 2)�� 此时,可先求解未知函数 �S( s, t )��

引入如下无量纲变量

图 2� 自由端承受集中载荷
的悬臂多孔梁

s
*
=

s
L
, t

*
=

3K S�2

L
2
S�
t , u

S*
=

u
S

L
, w

S*
=

w
S

L
,

N
*
=

L
2

E
S
I
N , M

*
p =

L

E
S
I
Mp , P

*
=

L
2
P

E
S
I
��

( 19)

则悬臂梁非线性弯曲的无量纲初边值问题为

� � �u
S

�s = cos �S- 1,
�w S

�s = sin�S, ( 20)

� � �N�s +
�2�S

�s2
+
�Mp

�s
��S

�s = 0,
�3�S

�s3
+
�2
Mp

�s2
- N

��S

�s = 0, ( 21)

� � �
2�S

�t�s +
�2
Mp

�s2
= 0; ( 22)

� � u
S
= 0, w S

= 0, �S = 0,
�Mp

�s = 0, � � s = 0, ( 23)

� �
N - P sin�S = 0, ��

S

�s + Mp = 0,

�2
�

S

�s2 +
�Mp

�s + P cos�
S
= 0, Mp = 0,

� � s = 1; ( 24)

� � w
S
= 0, � � t = 0�� ( 25)

这里,为方便起见,省略了无量纲量的上标�* �� 

初边值问题( 20) ~ ( 25)可进一步简化为

� �

�2
�

S

�s2
-
��S

�t + P cos�
S
= 0,

�
S
= 0, s = 0; � ��

S

�s = 0, s = 1; �
S
= 0, t = 0��

( 26)

由此确定转角 �S( s, t ) 后, 轴力N( s, t )、等效力偶Mp ( s , t ) ,水平位移u
S
( s , t )和挠度w

S
( s, t )

可分别由下式确定:

� � N = Psin�S, Mp = -
��S

�s + P�
1

s
cos�Sds; ( 27)
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� � u
S
= �

s

0
( cos�S- 1)ds, w S

= �
s

0
sin�Sd s�� ( 28)

3 �Galerkin截断法和数值结果

显然,初边值问题( 26)精确解的求解是相当困难的��为此, 下面利用 Galerkin 截断法和

Runge-Kutta法数值求解初边值问题( 26)的近似解��作近似

� � cos�S � 1-
1
2
( �S) 2

, �S( s, t ) � �S0( s, t ) + �
2

k= 1
Fk( t ) sin

2k - 1
2
�s , ( 29)

其中, Fk( t ) ( k = 1, 2) 为待定函数, �S0( s , t ) = Ps (1- s/ 2) 为相应单相弹性梁小挠度理论的

横截面转角[ 15]��

显然, �S( s , t ) 满足式( 26)中的边界条件��将表达式( 29)代人式( 26)中, 利用 Galerkin截

断法可得

� �

dF 1

dt
+
�2

4
F1+ G1( P , F1, F 2) = 0,

dF2

dt
+

9�2

4
F2+ G 2( P , F 1, F2) = 0;

F1(0) = -
16

�3P, F2(0) = -
16

27�3P ,

( 30)

其中, G1( P, F1, F2) 和 G2( P, F1, F2) 由 P、F 1和 F2 确定,由于篇幅所限,这里略去其具体表

达式��
利用四阶Runge-Kutta法可容易数值求解初值问题( 30) , 这样, 可数值计算得到多孔弹性

梁骨架的挠度、水平位移、弯矩及其孔隙流体压力等效力偶等��为检验近似表达式( 29)的有效

性,首先数值计算多孔弹性梁小挠度弯曲的近似解,并与精确解进行比较��通过令式( 30)中的

Gk( P, F1, F2) = 0 ( k = 1, 2) 可得到小挠度理论的近似解,而利用 Laplace变换可得到相应的

精确解��表 1给出了当载荷参数 P = 1时,不同时刻 t 多孔悬臂梁自由端处挠度w
S的精确解

和近似解, 其中,�w ES�和�w AS�分别表示精确解和近似解, 可见,在小挠度范围内,近似表达式

( 29)可给出满意的结果��
表 1 近似解与精确解的比较

w S( 1, t )
时间 t

0. 30 0. 60 0. 90 1. 20 1. 50 1. 80 2. 10 2. 40 2. 70 3. 00

w ES 0. 177 0 0. 258 8 0. 297 8 0. 316 4 0. 325 2 0. 329 5 0. 331 5 0. 332 5 0. 332 9 0. 333 1

wAS 0. 176 6 0. 258 5 0. 297 5 0. 316 1 0. 325 0 0. 329 2 0. 331 2 0. 332 2 0. 332 6 0. 332 9

e / ( % ) 0. 231 6 0. 104 3 0. 090 7 0. 085 3 0. 073 8 0. 081 9 0. 087 5 0. 078 2 0. 093 1 0. 069 0

� �图3示出了不同载荷 P 下,饱和多孔悬臂梁自由端(即 s = 1) 处无量纲挠度 w
S随无量纲

时间 t 的变化曲线,而图 4给出了当 P = 3时,不同时刻 t 的挠曲线,其中,实线和虚线分别表

示大挠度和小挠度理论的结果�� 可见,挠度随时间 t单调增加,并且当载荷参数 P 较小,即当

P < 1时,大挠度和小挠度理论的结果没有明显的区别�� 然而,随着载荷 P 的增加,两种理论

的结果相差越来越大,当 P = 5时,多孔悬臂梁自由端处大挠度理论的稳态挠度不足小挠度理

论挠度的一半�� 另外,小挠度理论多孔弹性梁挠度趋于其稳态值的时间, 大于相应大挠度理

论的挠度趋于其稳态值的时间,并且这种效应随载荷 P的增加愈加明显�� 事实上,对于时间 t

� � 的多孔悬臂梁的稳定态,由于其等效力偶 Mp 趋于零(见图 7和图 8) ,多孔弹性梁的行为

等同于经典单相弹性梁�� 因此,多孔弹性梁的挠度应趋于经典的单相弹性梁挠度�� 表2给出

了多孔悬臂梁自由端处的稳态挠度与经典单相悬臂梁自由端处挠度的比较,其中, �wDCSP�和
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�w DSP�分别表示经典单相梁和稳态多孔梁自由端处的挠度�� 可见,当 P � 5时, 两者的误差

较小,表明近似表达式( 29)对大挠度理论亦可给出较合理的结果��
表 2 饱和多孔梁稳态挠度与经典单相梁挠度比较

w S
P

0. 5 1. 0 2. 0 3. 0 4. 0 5. 0

w DCSP[15] 0. 162 0. 302 0. 494 0. 603 0. 670 0. 714

w DSP 0. 162 0. 301 0. 489 0. 590 0. 642 0. 662

e/ ( % ) 0. 000 0. 331 1. 01 2. 16 4. 18 7. 28

� � � 图 3� 不同载荷 P 下,自由端挠度� � � � � � � � � 图 4� 当 P = 3 时,不同时刻 t

w S随时间 t 的变化 的挠曲线wS 分布

� � � 图 5� 不同载荷 P 下,固定端处弯矩� � � � � � � 图 6� 当 P = 3 时,不同时刻 t 的弯矩

mSE随时间 t 的变化 mSE沿轴线 s 的分布

� �图 5和图6分别给出了不同载荷 P 下,多孔弹性梁不可渗透固定端(即 s = 0) 处,无量纲

弯矩 m
SE
= LM

SE
/ ( E

S
I ) = - ��S/ �s随时间t的变化曲线, 以及当载荷 P = 3时,不同时刻 t的

弯矩沿梁轴线弧长 s 的分布�� 可见,对于较大的载荷 P, 大挠度理论的弯矩小于相应小挠度

理论的弯矩,并且对于多孔悬臂梁的稳定态, 大挠度理论的弯矩沿梁轴线是非线性分布的,而

小挠度理论的弯矩分布则是线性的��另外,尽管饱和多孔梁的挠度呈现粘弹性蠕变特征,但其

弯矩仍随时间变化, 粘弹性理论难以解释此现象��

图 7和图8分别给出了不同载荷 P 下,多孔弹性梁不可渗透固定端(即 s = 0) 处,孔隙流

体压力无量纲等效力偶 Mp随时间t的变化曲线,以及当载荷 P = 3时,不同时刻 t的等效力偶

沿梁轴线弧长 s 的分布�� 由此可见, 当载荷 P突然作用于梁自由端时,等效力偶Mp由 0突变
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为非 0�� 而后,随着时间 t增加,其值逐渐减小至 0�� 事实上,在 t = 0+ 时,沿轴线的无量纲等

效力偶 Mp 与外力P产生的力偶P( 1- s) 保持平衡, 此时,梁骨架不承担任何外载荷�� 随着时

间 t的增加,等效力偶 Mp逐渐减小, 弯矩 m
SE增加�� 然而,在任何时刻 t , 等效力偶 Mp和弯矩

m
SE与载荷 P产生的外力偶平衡�� 最后,当时间 t � � , Mp 变为 0时,梁骨架承担全部的外载

荷��

� � 图 7� 不同载荷 P 下,固定端处等效� � � � � � 图 8� 当 P = 3 时,不同时刻 t 的等效

力偶 Mp 随时间 t的变化 力偶Mp 沿轴线 s 的分布

4 �结 � �论

限制饱和多孔弹性梁中孔隙流体仅沿变形后梁轴线方向扩散, 本文建立了不可压饱和多

孔弹性梁大挠度弯曲的非线性数学模型��利用此数学模型和 Galerkin截断法, 研究了固定端

不可渗透、自由端可渗透的多孔悬臂梁, 在自由端处突加常集中载荷作用下的大挠度问题;通

过多孔弹性梁小挠度的本文结果与精确解的比较,以及多孔梁大挠度稳态解与经典单相梁大

挠度精确解的比较, 说明了本文Galerkin截断近似方法的有效性��

饱和多孔悬臂梁的数值结果揭示了, 当载荷 P 较大时,大挠度与小挠度理论的结果具有

明显的差异�� 于是,当载荷 P 较大时,应采用大挠度理论分析研究多孔梁的弯曲��与小挠度

理论的结果相比,大挠度理论的结果相对偏小,并且大挠度理论结果趋于其稳态值的时间明显

小于相应的小挠度理论结果��另外,数值结果表明: 多孔弹性梁的挠度呈现粘性蠕变特征,且

其弯矩仍随时间的增加而增加��这些结果有助于揭示植物根茎等的力学行为��
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Nonlinear Mathematical Model for Large Deflection

of Incompressible Saturated Poroelastic Beams

YANG Xiao1, �WANG Chen2

( 1. Depa rtm ent of Civil Engineer in g , Shanghai Un iv er sit y ,

Shan ghai 200072, P . R . China ;

2. Shan gha i Institute of Applied Mathemat ics an d Mechan ics ,

Shan ghai 200072, P . R . China )

Abstract: Nonlinear governing equations were established for large deflection of incompressible fluid

saturated poroelastic beams under constraint that diffusion of the pore fluid is only in the axial direc-

tion of the deformed beams. Then, the nonlinear bending of a saturated poroelastic cantilever beam

with fixed end impermeable and free end permeable, subjected to a suddenly applied constant concen-

trated transverse load at its free end, was examined with the Galerkin truncation method. The curves

of deflections and bending moments of the beam skeleton and the equivalent couples of the pore fluid

pressure were shown in figures. The results of the large deflection and the small deflection theories of

the cantilever poroelastic beam were compared, and the differences between them are revealed. It is

shown that the results of the large deflection theory are less than those of the corresponding small de-

flection theory, and the times needed to approach its stationary states for the large deflection theory

are much less than those of the small deflection theory.

Key words: theory of porous medium; poroelastic beam; large deflection; axial diffusion; Galerkin

truncation method
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