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摘要 :  提出了一种自适应遗传算法来求解二层线性规划问题# 该方法克服了难以确定合适的交

叉概率和变异概率的困难# 另外,在该方法中还采用了其它一些技巧不仅解决了在采用遗传算法

经常出现的有些个体不可行的问题,而且还改进了算法的效率# 
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引   言

二层线性规划是具有二层递阶结构的系统优化问题, 上层和下层规划问题都有各自的目

标函数和约束条件, 并且这些目标函数和约束条件都是线性的# 上层规划问题的目标函数和

约束条件不仅与上层规划问题的决策变量有关,而且还依赖于下层规划问题的最优解,而下层

规划问题的最优解又受上层规划问题的决策变量的影响# 

这里考虑如下形式的二层线性规划模型( BLP) [ 1] :

  (BLP)

max
x

F( x , y ) = a
T
x + b

T
y ,

其中 y 是下面问题的解:

max
y

f ( x, y ) = c
T
x + d

T
y

s. t . Ax + By [ r ,   x, y \ 0,

( 1)

其中 F, f : R
n
1 @ R

n
2 y R分别是二层线性规划问题(BLP) 的上层和下层规划问题的目标函数# a,

c I R
n
1, b, d I R

n
2, r I R

m# A I R
m @ n

1, B I R
m@ n

2# x I R
n
1, y I R

n
2 分别是( BLP)的上层

和下层规划问题控制的决策变量# 

二层线性规划问题结构的复杂性给它的求解造成了极大的困难,可以证明求解该问题是

NP-难的
[ 2, 3]

,然而由于其广泛的应用, 许多学者对它做了深入的研究# 并且一些作者对二层
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规划问题的理论、方法和应用作了综述[ 1, 4- 8]# 求解二层线性规划问题的方法很多, 主要可以

分为以下几类[ 9] :极点搜索法、转化方法、下降法和启发式算法、智能算法及内点法# 然而这些

传统的方法一般都依赖于问题的搜索空间,所以对于求解实际问题就不很方便[ 10]# 遗传算法

是一种启发式算法, 因为其简单, 对函数的可微性没有特别要求,而且具有全局收敛性、鲁棒

性、简单通用、适于并行处理等优点越来越多地被应用于求解二层规划问题# Mathieu 等人首

先提出了一种遗传算法来求解二层规划问题[ 10]# 后来, Yin也提出了一种基于遗传算法的二

层规划算法
[ 11]

,在该方法中,仅仅对上层决策变量进行编码,并通过求解下层变量来得到每个

个体的适应值, 然后通过复制、交叉和变异操作得到最优的个体# Hejazi等人用下层规划问题

的互补条件将二层线性规划问题转化为带有互补约束的单层规划问题# 然后用遗传算法来求

解该转化后的问题# 这个方法避免了在用遗传算法求解优化问题中经常遇到的困难 ) ) ) 产生

的个体可能是不可行的[ 12]# Oduguwa 等人提出了一种二层规划的遗传算法, 该方法是一种精

英优化算法,鼓励上下两层的决策者进行有限的对称合作, 并且可以在一个框架中求解各种不

同种类的二层规划模型[ 13]# 我们也提出了求解二层线性规划问题的遗传算法[ 14]# 近来, Ca-l

vete 等人[ 15]把极点搜索法和遗传算法结合起来提出了求解二层线性规划问题的遗传算法# 上

述这些算法在求解二层线性规划问题时都展示了良好的性能,但是在这些算法中交叉概率和

变异概率都是随机选取的# 由于交叉和变异是遗传算法中两个主要的操作, 对算法的性能和

收敛有很大的影响, 因此选取合适的交叉概率和变异概率是一个非常重要的工作,但是对于不

同种类的却很难确定合适的交叉概率和变异概率# 为了克服这个困难,本文提出了一种自适

应遗传算法来求解二层线性规划# 

1  二层线性规划问题的基本概念

任意给定上层规划问题的决策变量 x \0, c
T
x是常数,不失一般性,在求解下层规划问题

的时候可以忽略该项,即可以假设 c = 0, 因此下层规划问题可以简化为如下形式:

  (BLP)
max

y
�f ( x, y ) = d

T
y

s. t . By [ r - Ax ,   y \ 0# 
( 2)

下面给出二层线性规划问题的一些基本概念:

� ) ( BLP)问题的约束域为

  S = ( x, y ) | Ax + By [ r , x, y \0 ;

� ) 对于任意给定的 x \ 0, ( BLP)问题的下层规划问题的约束域为

  S( x) = y \0 | By [ r - Ax ;

� ) S 在上层决策空间的投影为:

  S( X) = x \ 0 | v y \ 0,   使得( x , y ) I S ;

� ) 对于任意给定的 x I S( X) , ( BLP)问题的下层规划问题的合理反应集为

  Y( x) = y | y I arg max �f ( x, y ) , y I S( x) ;

� ) ( BLP)问题的诱导域为

  IR = ( x, y) | ( x, y ) I S , y I Y( x) # 

为了保证问题( 1)有解,假定 S 和S( x) 是非空的有界紧集# 但是,对于 x I S (X) ,如果

问题(2) 的解不唯一,那么即使 IR 非空, 二层线性规划问题(1) 也可能不存在最优解[ 4]# 因
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此,对于任意的 x I S ( X) ,本文只考虑下层规划问题(2) 有且仅有唯一的解,记为 y ( x)# 所

以,问题( 1)可以记为:

 max F( x, y ) | ( x, y ) I IR , ( 3)

F ( x, y) 是点( x, y ) 的目标函数值# 于是我们可以给出二层线性规划问题的可行解和最优解

的定义[ 1] :

定义 1  如果 ( x, y ) I IR ,则称点( x, y) 为二层线性规划问题( BLP)的可行解# 

定义 2  对于可行点 ( x
*

, y
*

) ,如果对于所有的 y
* I Y( x

*
) , a

T
x
*

+ b
T
y
*
是唯一的,

并且 F( x
*

, y
*

) \ F ( x, y ) , P( x, y) I IR ,则称点( x
*

, y
*

) 为二层线性规划问题( BLP)的

最优解# 

下面我们基于上面的定义来讨论二层线性规划问题的数值解法# 

2  二层线性规划问题的自适应遗传算法

2. 1  遗传算法简介

遗传算法(简称 GA)是一种基于生物自然选择和基因遗传学原理的优化搜索方法,它通过

应用选择算子、交叉算子和变异算子来模拟群体遗传, 具有优良的自适应能力和优化能力,而

且还有全局收敛性、鲁棒性、简单通用、适于并行处理等优点,在求解非凸和非可微的问题也具

有良好的鲁棒性,因此已经被广泛地应用于工程系统、科学计算和商业系统以及在物理、生物、

经济和社会中的优化问题# 

一般来说, 基本遗传算法由下面的要素构成:

1) 个体编码方法# 编码是应用遗传算法时要解决的首要问题, 也是设计遗传算法时一个

关键步骤# 遗传算法一般用二进制编码和浮点数编码# 相对于二进制编码, 浮点数编码更加

接近问题空间, 并且数值试验表明浮点数编码收敛速度更快, 而且具有更高的计算精度
[ 16]# 

因此,本文的遗传算法应用浮点数编码# 

2) 个体适应值评价# 基本遗传算法按与个体适应值成正比的概率来决定当前群体中每

个个体遗传到下一代群体中的机会多少# 为了正确计算这个概率, 这里要求所有个体的适应

值必须大于或等于 0# 如果所有个体的在可行域上的目标函数值都大于或等于 0, 那么个体的

适应值可以用其目标函数值来表示,否则用下式来确定目标函数值到个体适应值之间的转换

关系[ 16] :

  F fit( x , y ( x) ) = uF ( x, y ( x) ) + v, ( 4)

其中 u 和v 是系数# 

3) 基本遗传算法的运行参数# 

# M: 种群大小,即群体中所能含个体的数量# 

# T : 终止遗传运算的最大进化代数# 

# Pc : 交叉概率# 

# Pm : 变异概率# 

4) 遗传算子# 基本遗传算法使用下述 3种遗传算子:选择运算、交叉运算和变异算子# 

选择运算是用轮盘赌的方式从群体 P( t) 中选择个体来得到群体 P ( t + 1)
[ 16]

, 具体过程

如下:

#首先计算出群体 P( t) 中所有个体的适应值的和;
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#然后计算群体 P( t ) 中每个个体的相对适应值的大小,它即为各个个体被遗传到下一代

群体中的概率;

#最后再使用轮盘赌(即 0到 1之间的随机数)来确定各个个体被选中的次数# 

交叉是产生新个体的主要方法之一, 算术交叉的过程可以描述如下[ 17] : 假定个体 ( x1,

y ( x1) ) 和( x2, y ( x2) ) 被选中作为进行交叉运算的父个体# 为了保证产生的子个体是可行

的,这里只对上层决策变量作如下形式的算术交叉运算:

  xo1 = Bx1 + (1 - B) x2, xo2 = (1- B) x1+ Bx2, ( 5)

其中 x1、x2是进行交叉运算的父个体( x1, y ( x1) ) 和( x2, y ( x2) ) 中的上层决策变量, B I [ 0,

1] 随机生成,并且保证 xo1, xo2 I S ( X)# 对于 xo1, xo2, 求解下层规划问题(2) , 可以得到点

( xo1, y ( xo1) ) , ( xo2, y ( xo2) ) , 根据定义 1可知它们是( BLP)问题的可行解# 

变异算子的目的是为了改善遗传算法的局部搜索能力并且维持群体的多样性# 非均匀操

作的步骤如下[ 18] :假定通过变异 x得到xo ,那么 x的变异单元xo( k) ( k I [ 1, n1] ) 是进行如下

形式的非均匀变异运算:

  xo ( k ) =
x( k ) + B( xub( k) - x( k) ) ,   当 random(0, 1) = 0,

x( k ) - B( x( k) - x lb( k ) ) ,   当 random(0, 1) = 1,
( 6)

其中 xub, x lb 分别表示变量 x 的上界和下界, B I [ 0, 1] 随机生成,并保证 xo I S( X)# 对于

xo ,求解下层规划问题(2) , 于是可以得到点( xo , y ( xo) ) , 根据定义 1可知该点是( BLP)问题的

可行解# 

2. 2  二层规划问题的自适应遗传算法
在遗传算法中,选择合适的 P c和 Pm是影响算法的性能和收敛的最主要的因素# 如果交

叉率 P c过大,那么交叉会破环群体中好的模式,这样就会影响进化的速度;如果 P c过小,那么

生成新个体的速度又会较慢# 如果变异率 Pm过大,就会有较多的新个体产生,但是这样会破

环更多的较好个体, 因此遗传算法的性能就类似于随机搜索的效率了; 如果 Pm 过小, 那么生

成新个体以及抑制早熟的能力就很差# 所以, 选择合适的 P c和 Pm是非常重要的# 理论上,

P c一般选择为[ 0. 4, 0. 99] , Pm选择为[ 0. 000 1, 0. 1] ,但是通过试验来确定合适的 P c和 Pm却

是一件非常麻烦的事情, 而且也很难得到一个适合于不同种类问题的 P c和 Pm 的值# 因此

Srinivas等人[ 19] 提出了自适应遗传算法,在该算法中, P c和 Pm的值可以根据个体的适应值来

自动地变化: 在群体将要陷入局部最优的时候增加P c和P m的值,当群体在解空间中比较分散

时减少 P c和 Pm 的值# 即 Pc和 Pm按照下面的形式进行选取:

  Pc =

k1( F
M
fit - F

c
fit )

( F
M
fit - F

A
f it )

,   F
c
f it \ F

A
f it ,

k 2,   F
c
fit < F

A
fit,

( 7)

  Pm =

k 3( F
M
fit - F fit)

( F
M
fit - F

A
fit)

,   F fit \ F
A
fit,

k4,   F fit < F
A
fit ,

( 8)

其中 F
M
fit是群体中最大的个体适应值, F

A
fit群体中所有个体的平均适应值, F

c
fit是要进行交

叉的两个个体中适应值较大的个体的适应值, F fit是要进行变异的个体的适应值, k 1, k 2, k 3, k4

I [ 0, 1] 则为 k1 = 1. 0, k2 = 0. 5, k3 = 1. 0, k 4 = 0. 5(参考文献[ 19] )# 

所以,求解二层线性规划问题( BLP)的自适应算法( SGA)的算法步骤如下:
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步骤 1  初始化# 设置自适应遗传算法的参数 ( M , T)# 

步骤 2  初始化初始群体# 群体 P (0) 按照下面的步骤进行初始化:

对于随机选择的 x I S ( X) ,求解下层规划问题(2) ,得到最优解为 y ( x) , 那么根据定义 1

可知点( x, y ( x) ) 是(BLP) 问题的可行解,并且令该点为初始种群中的个体# 当生成足够多

这样个体后,置迭代代数的计算器为 t = 0, 并转下一步# 

步骤 3  评价群体中的个体适应值# 根据 2. 1节中的方法, 确定群体中每个个体的适应

值# 然后计算群体 P ( t) 中所有个体的平均适应值和最大适应值# 

步骤 4  保留当前最好个体# 如果当前进化代数 t = 0,那么保留当代种群最好个体为当

前最好个体;否则如果群体 P ( t) 中的最大适应值大于当前最好个体的适应值, 那么保留群体

P ( t) 中具有最大适应值的个体为当前最好个体,否则当前最好个体不变化# 

步骤 5  计算交叉和变异概率# 分别按照式( 7)和( 8)来得到 P c和 P m的值# 

步骤 6  选择运算# 用轮盘赌的方式从群体 P( t) 中选出个体得到群体 P( t + 1)# 

步骤 7  交叉运算和变异运算# 根据 2. 1节中的方法,对群体 P ( t + 1) 进行交叉运算和

变异运算# 

步骤 8  终止条件# 当迭代代数 t+ 1大于或等于最大迭代代数T 时, 算法终止,且保留当

前最好个体即为由算法得到二层线性规划问题的最优解# 否则,令 t = t + 1, 转步骤 3# 

3  数 值试 验

为了验证本文提出的二层线性规划问题的自适应遗传算法的可行性和有效性, 我们应用

该方法来求解参考文献中的一些问题# 

首先用本文提出的算法来求解由文献[ 20]中的例 1改写而成的例子:

例

  max
x

F( x, y ) = - x1+ 2x2+ x3+ 3y ,

其中 y 是下面问题的解

  max
y

f ( x, y ) = 2x1 - x3- 4y ,

  s. t . 0. 2x1+ x3+ y [ 12, - 2x2+ y [ 10,

    - 3x1- x2+ x3 [ 12, - x1 + y [ - 2,

    - 2x1- x3 [ - 2, x2 [ 15, y \ 2,

    x = ( x1, x2, x3)
T \ 0,

在该算法中,令最大迭代代数 T = 50,种群大小 M = 30# 独立运行该算法10次,得到的最好

解为 ( x
*

, y
*

) = (4. 013 8, 14. 999 4, 9. 196 4, 2. 000 0) , 上层规划问题的目标函数值为

F ( x
*

, y
*

) = 41. 181 4,下层规划问题的目标函数值为f ( x
*

, y
*

) = - 9. 168 8,可以看出它们

分别与其精确值( x, y ) = (4, 15, 9. 2, 2) , F ( x, y) = 41. 2和 f ( x, y ) = - 9. 2非常接近# 图 1

给出了在计算过程中每一代群体中最好的适应值以及所有个体的平均适应值# 

为了进一步测试算法的效果,令群体大小为 M = 30, 最大迭代代数 T = 50, 对于文献中

的每个问题,用本文的算法在微机上独立计算 50次并记录下面的数据:

� ) 在50次计算中所得到的最差解记为 (�x , �y ) , 在相应于该点的上层和下层规划问题的

目标函数值分别记为 F (�x , �y ) 和 f ( �x, �y ) ;

� ) 在 50次计算中所得到的最好解记为 ( x
*

, y
*

) , 在相应于该点的上层和下层规划问
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图 1 适应值随代数的变化情况

题的目标函数值分别记为 F( x
*

, y
*

) 和 f ( x
*

,

y
*

) ;

� ) 对于每个问题 50次计算的平均 CPU时

间(简记为 tCPU )# 

另外,计算

$1 =
( F (�x , �y ) - F ( x, y ) )

F ( x, y )
@ 100%

和  $2 =
( F( x

*
, y

*
) - F( x , y ) )

F ( x, y )
@ 100%

来评价由本文的算法得到的解的优劣, 其中

F ( x, y ) 是文献中二层线性规划问题的上层规划

问题的目标函数值# 计算结果分别列于表 1和表

2中# 
表 1 最好解和最差解与文献中解的比较

例
由本文算法得到的解

(�x ,�y) ( x * , y* )

文献中的解

( x, y)

1[21] ( 15. 996 6, 10. 993 3) (15. 996 6, 10. 993 3) ( 16, 11)

2[22] ( 17. 444 8, 10. 889 6) (17. 454 2, 10. 908 5) ( 17. 45, 10. 91)

3[23] ( 0. 996 1, 0, 0. 496 2, 1. 003 9) (0. 999 3, 0, 0. 499 3, 1. 000 8) ( 1, 0, 0. 5, 1)

4[24] ( 0. 003 5, 0. 897 9, 0, 0. 596 3, 0. 399 1) ( 0, 0. 899 3, 0, 0. 599 5, 0. 398 1) (0, 0. 9, 0, 0. 6, 0. 4)

  表 2 相应于最好解与最差解的目标函数值与文献中目标函数值的比较

例
由本文算法得到的解

F (�x ,�y ) f (�x ,�y ) $1/ ( % ) F ( x * , y* ) f ( x * , y* ) $2/ ( % ) tCPU/ s

文献中的解

F ( x , y) f ( x , y )

1[21] 48. 976 4 - 16. 983 3 0. 098 48. 976 4 - 16. 983 3 0. 098 63. 54 49 - 17

2[22] 84. 896 5 - 50. 113 6 0. 25 85. 084 7 - 50. 179 7 0. 03 71. 68 85. 11# - 50. 18

3[23] 1. 744 2 - 0. 015 4 0. 33 1. 748 8 - 0. 002 8 0. 067 79. 32 1. 75 0

4[24] 29. 067 0 - 3. 193 7 0. 46 29. 170 9 - 3. 180 5 0. 10 88. 07 29. 2 - 3. 2

  注  有/ # 0的值应为 85. 09 [22]# 

表中的结果表明, 由本文算法得到的解是全局最优解, 而且无论从与文献中的最优解的

比较还是从与文献中的最优值的比较都说明, 由本文算法得到的结果与文献中的结果非常接

近# 

4  小   结

本文提出了一个自适应遗传算法来求解二层线性规划问题# 该方法根据个体的适应值来

自适应地确定交叉概率和变异概率, 从而避免了难于确定合适的交叉概率和变异概率的麻烦# 

另外, 根据采用的策略,初始群体中的个体都是可行的, 而且相应的交叉算子和变异算子都能

保证产生的新个体也都是可行的, 这样就大大缩小了搜索空间并且避免了处理不可行个体# 

为了进一步提高算法的效率, 在选择和变异过程中用较好的个体来代替父个体# 最后对试验

的结果作了分析,表明本文提出的算法是可行的# 然而,遗传算法是一种基于自然选择的自适

应启发式搜索算法# 因此在我们以后的研究工作中还需要用更多的大规模的数值例子来验证
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本文算法的有效性# 
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Adaptive Genetic Algorithm for Solving

Bilevel Linear Programming Problem

WANG Guang-min1,  WANG Xian-jia2,  WAN Zhong-ping3,  JIA Sh-i hui4

( 1. School of Man agement , China Un iver sity of Geosci ences ,

Wuhan , 430074, P . R . China ;

2. Institute of Syst em s En gineer ing , Wuhan Un iv er sity ,

Wuhan 430072, P . R . Chin a ;

3. School of Mathemat ics an d Sta tistics , Wuhan Un iver sity ,

Wuhan 430072, P . R . Chin a ;

4. School of Sci ence , Wuhan Un iver sity of Science and Technology ,

Wuhan 430081, P . R . Chin a )

Abstract: An adaptive genetic algorithm is proposed for solving the bilevel linear programming prob-

lem to overcome the difficulty of determining the probabilities of crossover and mutation. In addition,

some techniques are adopted not only to deal with the difficulty that most of the chromosomes may be

infeasible in solving constrained optimization problem with genetic algorithm but also to improve the

efficiency of the algorithm. The performance of this proposed algorithm is illustrated by the examples

from references.

Key words: bilevel linear programming; genetic algorithm; fitness value; adaptive operator probabil-i

ties; crossover and mutation
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