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摘要: � 对计入横向惯性效应后的非线性弹性杆纵向波动方程进行了分析, 得到了一类非线性波

动方程,并用完全近似方法求出了该方程的近似解析解��
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引 � �言

在固体结构中, 非线性因素来源于诸多方面, 如物理非线性、几何非线性、运动非线性和边

界约束条件非线性等��这些非线性与耗散和弥散效应相互作用时就可能导致冲击波、孤立波

的出现��在非线性波动问题中,对非线性演化方程的定性分析和求解占有很重要的地位��近
年来,对于非线性演化方程,也发展了许多求解方法��本文针对计入横向惯性效应后的非线性
弹性杆纵向波动方程进行了分析, 得到了一类非线性波动方程, 并用完全近似方法求出了该方

程的近似解析解��

1 �运 动方 程

考虑一无限长、均匀的等截面圆杆,半径为 R�� 采用 Lagrange物质描述,并采用柱坐标系

( r , �, x ) , 其中 x 沿杆的轴向, r 和�分别为径向和环向坐标��假定杆承受轴向拉伸突加荷载,

平截面假设仍然成立,并在推导运动方程的过程中作出如下基本假设:

1) 受载过程中无限长杆处于单轴应力状态, 即 �r = �� = 0;

2) 变形计入横向惯性影响,即考虑 �r = - ��x = - ��u/ �x ,利用几何方程容易得到 ur =

r�r = - �r�u/ �x ,其中 �为Poisson比, �r、�x 分别为径向和轴向应变, u r、u 为径向和纵向位移;

3) 材料服从非线性弹性的本构方程

� � �x = E�x + E �
n

i= 2

�i �
i
x ,

式中第 1项表示线性弹性力,其余项表示非线性弹性力, E 为材料的弹性模量, �i 与n 均为材
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料常数 �� 其中, �
3

i= 2

�i �
i
x < 0为软非线性材料,多数金属都属于此; �

3

i= 2

�i �
i
x > 0为硬非线性材

料,橡胶、聚合物和少数金属材料符合这种本构关系��

可以得到计入横向惯性效应后非线性弹性杆的纵波运动方程[ 1- 5]

� � �
2
u

�t2
- c

2
0 1+ �

n

i= 2
i �i
�u
�x

i- 1 �2
u

�x 2 -
1
2
�2R2 �4

u

�t2�x 2 = 0, ( 1)

其中 c0 = E / �, �为材料密度, c0 是线性纵波波速��
令

� � u = 0. 1u�, �= 0. 01, ��= �2R 2
/ 2, �= i�i (0. 1)

i- 3
, � � i = 3, 4, 5, � , n�� ( 2)

将( 2)式代入( 1)式,可得

� � u�tt - c
2
0 1+ 2a2�u

�
xu
�
xx + �

n

i= 3
��( u

�
x )
i- 1

u
�
xx - ��u�ttxx = 0�� ( 3)

做变换

� � z = x - c0 t , �= �t�� ( 4)

将( 4)式代入( 3)式,可得

� � c2
0u
�
zz - 2�c0u

�
z� + �

2
u
�
�� - 2a2 c

2
0u
�
zu
�
zz - c

2
0 1 + �

n

i = 3
��( u�z )

i- 1
u
�
zz -

� � � � ��( c2
0u
�
zzzz - 2�c0u

�
zzz�+ �

2
u
�
zz��) = 0�� ( 5)

考虑 �2 � 1, ( 5)式可写为

� � 2�c0u
�
z� + 2a2c

2
0u
�
zu
�
zz + c

2
0 �

n

i= 3

��( u�z )
i- 1
u
�
zz + ��c20u�zzzz = 0�� ( 6)

若仍令

� � u = u
�
z , x =

2
c0
z , t = ���

( 6)式可化为

� � ut + �uux + �uxxx + ��
n

i= 2

u
i
ux = 0� � ( �, � � 0, 0 � � � 1) , ( 7)

其中 � � �=
2a2

�
, �= 4��

�c2
0
��

这是一个非线性方程,本文采用完全近似法[ 6-8]求解该方程的近似解析解��

2 �方程的求解

令

� � u = av ( �) , � = �/ �( x - �t ) , � � v (0) = 1�� ( 8)

将( 8)式代入( 7)式可得

� � - �v� + �avv�+ �v��� + ��
n

i= 2
( av)

i
v� = 0�� ( 9)

设� � � �= �a
3
+ ��1+ O( �2) �� ( 10)

则( 9)式化为

� � v��� - v� + 3vv� + �
3�1
�a
v��� -

3�1
�a
v� +

3
� �

n

i= 2

( a)
i- 1
v
i
v� + O( �2) = 0�� ( 11)
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做变换

� �

v = v ( �) + O( �2) ,

�= �+ �F ( �) + O( �2) , F( 0) = 0,

dF ( � )
d�

< � , d2
F( � )
d�2 < � ��

( 12)

将此变换代入( 11)式有

� � v��� - v� + 3vv� + � v�F��� + 3v��F��+ (3v��� - v� + 3vv�) F�+

� � � � 3
� �

n

i= 2

( a)
i- 1
v
i
v� +

3�1
�a
( v���- v�) + O( �

2
) = 0�� ( 13)

从( 13)式中,我们可以得到 �0、�1级近似方程为

� � v��� - v� + 3vv� = 0, ( 14)

� � v�F���+ 3v��F�� + (3v���- v�+ 3vv�) F� =

� � � � - 3
� �

n

i= 2
( a)

i- 1
v
i
v� -

3�1
�a
( v���- v�)�� ( 15)

为便于观察,令 v� = v�, 以上两式简写为

� � v�+ 3vv�- v�= 0, ( 16)

� � v�F��� + 3v�F��+ (3v�- v�+ 3vv�) F� =

� � � � - 3
� �

n

i= 2
( a)

i- 1
v
i
v�-

3�1
�a
( v�- v�) �� ( 17)

利用( 16)式, ( 17)式化为

� � d
d�

1
v�

d
d�

v�2 dF
d�

= -
3
� �

n

i= 2
( a)

i- 1
v
i
v�+

9�1
�a
vv��� ( 18)

对( 18)式积分 1次, 取积分常数为 0,得

� � d
d� v�

2 dF
d� = -

3
� �

n

i = 2

( a)
i- 1

( i + 1) ( v )
i+ 1
v�+

9�1
2�av

2
v��� ( 19)

对( 19)式两端再积分 1次,取积分常数为 0, 得

� � v�2 dF
d�
= -

3
� �

n

i= 2

( a)
i- 1

( i + 1) ( i + 2)
( v)

i+ 2
+

3�1
2�a
v

3�� ( 20)

因为( 16)式有 KdV孤立波解

� � v = sech2 �
2
, ( 21)

即有 � � v�2 = v
2
- v

3�� ( 22)

当 v = 1时, ( 20)式可变为

� � 3
� �

n

i= 2

( a)
i- 1

( i + 1) ( i + 2)
=

3�1
2�a

, ( 23)

从而解出

� � �1 = 2�
n

i= 2

( a )
i

( i + 1) ( i + 2) �� ( 24)

将( 22) ~ ( 24)式代入( 20)式可得

� � dF
d�

=
3
� �

n

i= 2

( a)
i- 1

( i + 1) ( i + 2)
( v

3
- v

i+ 2
)

( v
2
- v

3
)
=
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� � � � 3
� �

n

i= 2

( a)
i- 1
v

( i + 1) ( i + 2)
(1 + v + v

2
+ � + v

i- 2
)�� ( 25)

上式对 �积分有

� � F = 3
� �

n

i = 2

( a)
i- 1

( i + 1) ( i + 2)�
�

0
v(1 + v + v

2
+ � + v

i- 2
)d��� ( 26)

3 �讨 � �论

当 �= 0时,方程( 7)退化为一般形式的 KdV方程

� � ut + �uux + �uxxx = 0�� ( 27)

该方程有解

� � u = asech2 �
2
, � = �/ �( x - �t ) , �=

�a
3
�� ( 28)

当 n = 2时, 方程( 7)即为组合 KdV与 mKdV方程

� � ut + �uux + �uxxx + �u2
ux = 0�� ( 29)

可以解得

� � F = a
4��

�

0
vd�=

a
2�

tanh
�
2
�� ( 30)

利用

� � u = av ( �) + O( �
2
) =

� � � � av �+ �F[ �+ �F( �) + O( �2) ] + O( �2) + O( �2) =

� � � � av( �) + a�v�( �) F( �) + O( �2) , ( 31)

最后可得到

� �
u = asech2 �

2
-
a

2
�

2�
sech2 �

2
tanh2 �

2
+ O( �2) ,

� = �
�
( x - Kt ) , K =

Aa
3
+
a

2
E

6
1 

( 32)

已知( 29)式有解析解

  

u =
asech2

( U/ 2)

1 + [ aE/ (2A+ aE) ] tanh2
( U/ 2)

,

U =
K
B
( x - Kt ) , K =

Aa
3
+
a

2
E

6
1 

( 33)

     图 1 钟型孤波              图 2  振荡型孤波

可以验证, ( 32)式给出的解正是( 33)式中 u 的二阶渐近展开式1 对于( 29)式,韩强进行了数值

分析[ 1] ,发现了钟状和振荡型两种孤波(如图 1、图 2所示) 1 
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当 n = 3时, 方程( 7)即为如下形式:

  ut + Auux + Buxxx + E( u
2
ux + u

3
ux ) = 01 ( 34)

可以解得

  F =
a

2 A
+

3a2

10 A
tanh

U
2
-

a
2

10A
tanh3 U

2
1 ( 35)

同样利用( 31)式可得

  

u = asech2 U

2
-
a

2
E

2A
sech2 U

2
a

2 A
+

3a2

10A
tanh

U
2
-

a
2

10A
tanh3 U

2
+ O( E

2
) ,

U =
K
B
( x - Kt ) , K =

Aa
3
+ E

a
2

6
+
a

3

10
1 

( 36)

同理,对于 n 取其它值时都可用同样的方法进行求解1 
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Abst ra ct: The longitudinal oscillation o f a nonlinear elastic rod with later al iner tia w ere studied. A

nonlinear w ave equation is der ived. The equation is solved by the method of full approx imation.
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