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摘要 : � 应用同伦分析方法, 提出了一种求解非线性方程改进的试位法�� 给出的一些数值例证显

示了该运算法则的有效性��
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引 � � 言

在数值分析中,试位法( false position method或 regula falsi method)是一种结合二分法和切割

法[ 1]特点的发现根的运算法则�� 试位法是一种数千年来解决非线性方程的老方法�� 最近,

Wu[ 2]提出了基于同伦开拓技术的修正公式�� 在这篇文章中,实例问题采用了试位法解决包含

高阶代数方程的非线性方程��
与二分法相似,试位法以 a、b 两点开始且f ( a)、f ( b) 是相反符号的, 则根据介值定理可

知,在区间[ a , b] 内连续函数 f 有一个根 �� 该方法通过一序列的缩小区间,找到全部包含f 一

个根的区间,例如计算

� � x 0 = a -
b- a

f ( b ) - f ( a)
f ( a) , ( 1)

其中 x 0是割线 y ( x ) 的根,且经过( a, f ( a) ) 和( b , f ( b ) )�� 如果f ( a) 和 f ( x 0) 符号相同,则令

anew = x 0, bnew = b ,反之,令 anew = a , bnew = x 0�� 反复重复这一过程,直到根充分近似 �� 很

明显, y ( x ) = y ( x 0) + ( x - x 0) y�( x 0)��

在1992年, Liao[ 3]应用同伦拓扑的基本思想建立一个求解非线性问题的一般解析方法,即

同伦分析方法( HAM) [ 4- 9] �� 该方法已经成功应用于解决许多类型的非线性问题[ 10- 13] ��

1 � 同伦分析方法

在这一部分,应用了同伦分析方法的基本思想[ 7] �� 考虑非线性代数方程
� � f ( x ) = 0, ( 2)

其中 �是该方程的一个简单根, f 在区间内是连续函数,而且我们假定 � � [ a, b] , f ( a)f ( b )

< 0�� 令割线 y ( x ) 经过( a, f ( a) ) 和( b, f ( b) ) ��
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令 q � [ 0, 1] 表示一个嵌入参数, �h � 0是一个辅助参数, H ( q) � 0是一个辅助函数�� 我

们构造零阶形变方程[ 7]

� � (1 - q ) [ y ( x ( q ) ) - y ( x 0) ] - q�hH ( q) f ( x ( q ) ) = 0, ( 3)

其中 x 0 由方程(1) 获得 �� 值得强调的是,对于辅助参数 �h 和辅助函数H ( q ) 有很大的选择自

由 �� 显然,当 q = 0和 q = 1时,分别得到

� � x (0) = x 0, x (1) = ���
当 q 从 0到 1逐渐增加时, x ( q ) 从 x 0逐渐变化到方程(2) 的解 ��� 这一种连续变化叫做

同伦形变,因此我们叫方程( 3)是零阶形变方程�� 定义

� � xm =
1
m!

dmx ( q)

dqm q= 0
,

同时 x ( q) 对嵌入参数 q 进行Taylor 级数展开,我们得到

� � x ( q) = x (0) + �
�

m= 1
xmq

m�� ( 4)

如果对辅助参数 �h 和辅助函数H ( q ) 进行适当选择, 则在 q = 1时级数( 4)收敛�� 则

� � �= x 0+ �
�

m= 0
xm ( 5)

一定是方程( 2)的解, 正如Liao[ 7]所证明的那样�� 确定级数( 4)在 q = 1时的收敛性是非常重要

的,否则, 级数( 5) 没有意义 �� 为了简单,我们令 H ( �) � 1, �M = x0 + �+ xM 表示(M + 1)

项 �的近似 �� 因此,通过把式(4) 代入式(3) 且使用 Taylor级数展开,我们可以得到以下关于

变量 M 的迭代关系��
当 M = 0时,

� � � � �0 = x 0,

这是试位法��
当 M = 1时,

� �
x1 = �h b - a

f ( b ) - f ( a)
f ( x 0) ,

� � �1 = x 0+ �h
b - a

f ( b) - f ( a )
f ( x 0) ,

( 6)

这是当 �h = 0时的试位法��

当 M = 2时,

� �

x2 = x 1 1+ �h
( b - a)f

�
( x 0)

f ( b) - f ( a)
,

� � �2 = x 0+ 2�h
( b- a) f ( x0)

f ( b) - f ( a)
+ �h 2 ( b- a)

2
f ( x 0) f

�
( x 0)

(f ( b) - f ( a) )
2 ,

( 7)

这是当 �h = 0时的试位法��

因此,我们对试位法进行了如下改进:假定 �M � [ a, b ] ,否则我们选择其它 �h, 例如,不断

的二分 �h直到计算得到的�M 符合我们的假定,反之, 在我们的计算实例中可以忽略这个 �h , 选
择其它值进行计算��

如果 f ( a) 和f ( �M) 同号,则我们令 anew = �M , bnew = b, 反之,令 anew = a, bnew = �M �� 反
复重复这一过程,直到根被充分近似 �� 正如被提到的,当 �h = 0时是传统的试位法��
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2 � 实 � � 例

在这里我们考虑一些实例,对于传统试位法所需要的迭代次数N f和改进后的试位法关于

变量M的迭代次数N (M )进行比较,同时我们也画出了�h曲线[ 7] �� 在所有的实例中,计算精度

都是 10- 7��

例 2. 1[ 14-15] � 考虑方程

� � x
2
- (1 - x )

5
= 0,

有解 �= 0. 345 955,其中[ a , b] = [ 0, 2] �� 这里 N f = 18和 �h = - 1. 84, N( 1) = 2,如图 1所

示 �� 当 �h � [- 1. 92, - 1. 84] , N(2) = 2, 如图2所示��

� � 图 1 � 例 2. 1的 �h 曲线(应用试位法得 � � � � � 图 2 � 例 2. 1的 �h 曲线(应用试位法得到

到 N f = 18, 而应用HAM 得到当 N f = 18, 而应用 HAM 得到当 �h �

�h = - 1. 84 时, N (1) = 2 ) [- 1. 92, - 1. 84] 时, N ( 2) = 2 )

例 2. 2 � 考虑方程
� � x

3
+ 4x 2

- 10 = 0,

有解 �= 1. 365 23,其中[ a, b] = [ 0, 3] �� 这里N f = 28和 �h � [- 2. 04, - 1. 92] , N(1) = 5,

如图 3所示 �� 当 �h = - 1. 24, N (2) = 4, 如图 4所示��

� � 图 3 � 例 2. 2的 �h 曲线(应用试位法得到 � � � � � 图 4 � 例 2. 2的 �h 曲线(应用试位法得

N f = 28, 而应用HAM 得到当 �h � 到 N f = 28, 而应用 HAM 得到当

[- 2. 04, - 1. 92] 时, N (1) = 5 ) �h = - 1. 24 时, N ( 2) = 4 )

例 2. 3 � 考虑方程

� � sin2x - x
2
+ 1 = 0,

有解 �= 1. 404 49, 其中[ a, b] = [ 1, 2] �� 这里N f = 15和 �h = - 1. 32, N (1) = 4, 如图 5所

示 �� 当 �h � [- 1. 08, - 1. 0] , N (2) = 3, 如图 6所示��
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� � 图 5 � 例 2. 3的 �h 曲线(应用试位法得 � � � � � � 图 6 � 例 2. 3的 �h 曲线(应用试位法得到

到 N f = 15, 而应用HAM 得到当 N f = 15, 而应用 HAM 得到当 �h �

�h = - 1. 32 时, N (1) = 4 ) [- 1. 08, - 1. 0] 时, N ( 2) = 3 )

� � 图 7 � 例 2. 4的 �h 曲线(应用试位法得 � � � � � � 图 8 � 例 2. 4的 �h 曲线(应用试位法得到

到 N f = 47, 而应用HAM 得到当 N f = 47, 而应用 HAM 得到当 �h �

�h = - 3. 24 时, N (1) = 3 ) [- 3. 6, - 3. 24] 时, N ( 2) = 3 )

� � 图 9 � 例 2. 5的 �h 曲线(应用试位法得 � � � � � � 图 10 � 例 2. 5的 �h 曲线(应用试位法得到

到 N f = 7, 而应用HAM 得到当 N f = 7, 而应用HAM得到当 �h �

�h = - 1. 0 时, N (1) = 3 ) [ - 1. 32, - 0. 8] 时, N (2) = 3 )

例 2. 4 � 考虑方程

� � x
2
- e

x
- 3x + 2 = 0,

有解 �= 0. 257 53, 其中[ a, b ] = [ 0, 4] �� 这里N f = 47和 �h = - 3. 42, N(1) = 3, 如图7所

示 �� 当 �h � [- 3. 6, - 3. 24] , N(2) = 3, 如图 8所示��
例 2. 5 � 考虑方程

� � cos( x ) - x = 0,
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有解 �= 0. 739 085, 其中[ a, b] = [ 0, 3] �� 这里N f = 7和 �h = - 1, N (1) = 3, 如图 9所示 ��
当 �h � [- 1. 32, - 0. 8] , N (2) = 3, 如图 10所示��

正如图1到图10所显示的,通过传统试位法计算得到的迭代次数是最大的,即 �h = 0�� 如
果适当选择 �h 的数值,则所需要的迭代次数较少��

注 2. 1� 假定我们通过同伦分析方法,获得方程( 6)和( 7)的关于辅助参数 �h 的解, 则怎样选择 �h 数值以

确定足够快得到该解,这个问题摆在了我们面前�� 在这个实例中,我们可以通过同伦 Pad�技术[7]获得收敛的

解��

3 � 同伦 Pad�方法

正如早先出版的一些文章[ 6-7, 16]所检验的那样,应用同伦分析方法, 可以通过辅助参数 �h
简单调整或控制迭代次数N ( M) �� 传统的[ 1, 1] Pad�近似应用于 �2( q) = x 0+ x 1 q+ x 2 q

2
, 我

们可以得到

� � �2( q ) | q= 1 � x0 -
f ( x 0)

f
�
( x0)

( 8)

且不依赖于辅助参数 �h �� 因此,通过同伦

Pad�方法获得的结果不依赖于辅助参数

�h �� 表1显示了在计算实例中计算方程(8)

所需要的迭代次数 Np, 并注意 Np 远小于

N f��

� � 表 1� � 应用[ 1, 1]同伦 Pad�方法的计算结果

实例 [ a, b] N f N p

2. 1 [ 0, 2] 18 2

2. 2 [ 0, 3] 28 7

2. 2 [ 1, 2] 14 3

2. 3 [ 1, 2] 15 3

2. 4 [ 0, 4] 47 3

2. 4 [ 0, 3] 19 2

2. 5 [ 0, 3] 7 3

� � 注 3. 1� 令 g( x ) = x - f ( x ) / f �( x )�� 应用同伦 Pad�方法计算方程( 8) ,如果 g( x 0) /� [ a, b ] , 则我们必

须选择其它区间[ a, b ] �� 根据引理,我们确定存在好的区间��

引理 3. 1[ 1] � 令 f ( x ) 在区间[ a, b] 中只有一个简单根,且 f � C
2
[ a, b] �� 存在包含简单

根 f ( x ) 的区间[ c , d ] � [ a, b ] ,我们可以使用同伦 Pad�方法,例如, g 映射到区间[ c , d ] ��

4 � 结 � � 论

在这篇文章中, 通过同伦分析方法得到了一个简单易用的、改进的试位法�� 此外, 同伦分

析方法提供我们自由选择辅助参数 �h 和辅助函数H ( q )�� 同时,通过 �h 曲线,我们可以控制收

敛速度�� 计算实例显示了同伦分析方法解决科学和工程问题中非线性问题的有效性和潜力��
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Abstract: A new modification of false position method for solving nonlinear equations is presented by

applying homotopy analysis method (HAM) . Some numerical illustrations are given to show the eff-i

ciency of algorithm.
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