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摘要:  研究了海洋波导中可穿透目标时谐声波散射传播远场分布的性质, 构造了透射问题解的

集合 ,使得所构造解的集合在边界上的限制在某个Hilbert空间中是稠密的, 确定了传播远场分布的

集合在某个Hilbert空间中是完备的1 这些性质对研究海洋波导中的逆透射问题有重要的应用1 
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引   言

在声散射问题的研究中, 由于远场分布包含了散射物的几乎所有物理和几何信息,如散射

物的位置、形状等,因而远场分布起着极为重要的作用1 而逆声散射原理就是提取这些远场信

息反演散射体的形状1 在自由空间中, 有关远场分布的一些性质已有一些研究[ 1-3] 1 由于这些
性质, 一些成功的数值方法,如非线性优化对偶空间方法和线性抽样方法, 被构造出来求解逆

声散射问题1 具体参考文献[ 4-5]和其中的引用文献1 
需要指出的是, 无论是优化对偶空间方法和线性抽样方法, 都需要散射场远场分布的全孔

径入射和散射数据,但是这在实际应用中受到了很大的限制1 近来, You和 Miao 等人发展了

一种指示器样本方法,避免了这一缺陷[ 6-16] 1 本文作者将该方法应用到海洋波导中,表明了即

使在有限孔径的数据时也能得到较好的重构1 
另外,这些方法都只考虑了自由空间1 研究表明声波在海洋中传播时,海底和海面对声传

播的多重散射的影响是不可忽视的[ 17-18] 1 文献[ 19-22]研究了海洋波导中不可穿透目标的远

场分布,表明了海洋波导中由于海底和海面的相互作用,其远场分布与自由空间是根本不相同

的1 
由于海洋中目标的材料性能可能不同于海水介质,这时目标是可穿透的,因而本文研究海

洋波导中可穿透目标时谐声波散射传播远场分布的性质1 
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1  正透射问题

假设海洋波导为由各向同性且均匀的介质组成的,海面是压力释放的,海底为刚性的,在

柱坐标系下将它记为 R
3
h = ( x, z ) = ( x 1, x 2, z ) | x = ( x 1, x 2) I R

2
, 0 [ z [ h (除非特

别说明,本文黑体字符均表示向量) 1 

设 D为R
3
h中的一个有界连通区域, D的边界5D I C

2, R
(0 < R [ 1, R为HÊ lder指数) , M

为5D 的单位外法向量, D e = R
3
h \ �D 为D 的外部区域 1 在 R

3
h 中有一时谐射声波u

i

  u
i
( x , z ; d, z 0) = 6

N ( k)

n= 1
<n ( z ) <n ( z 0) e

ik
n
x#d

,   z 0 I [ 0, h] , ( 1)

其中, N ( k) = INT[ kh/P+ 1/ 2] 为模态总数( INT为取整算子) , <n( z ) = 2/ h sin( Cnz ) 为垂向

特征函数, Cn = (2n - 1)P/ (2h) 为第 n个模态的垂向波数, kn = k
2
- C2n( k X Cn ) 为第 n

个模态的水平波数, k = X/ c e为波数, c e为海水中的声速, d = ( cosH, sinH) 为入射波的方向,

H为入射角, z 0为入射波所在的位置, x̂ = x/ | x | 为 x 的单位矢量1 如图 11 

图 1 三维海洋波导

设 D 为声学上的可穿透障碍物, 当入射声波(1)

遇到障碍物 D 时,将在外部区域 D e产生一个散射场

u
s
,而在 D内产生一个透射场 u i, 记外部区域的总场

为 ue = u
i
+ u

s1 那么, 正透射问题就是求 ue I

C
2
( D e) H C (�D e) 和透射场 u i I C

2
( D) H C( �D) , 使

它们满足

  $ue + k
2
ue = 0,   在 D e中, ( 2)

  $u i + J2u i = 0, 在 D 中, ( 3)

  Leue = Liu i, 在 5D 上, ( 4)

  
5 ue
5M=

5 u i
5M, 在 5D 上, ( 5)

  ue | z = 0 = 0,
5 ue
5z | z= h = 0, ( 6)

其中, k、J为不相同的实常数, J= X/ c i为散射体内部的波数, c i为声波在散射体内部中的传

播速度, Le、Li是不相等的常数1 

对散射场 u
s
有简正模态表示

  u
s
= 6

+ ]

n= 0
<n ( z ) u

s
n ( x) , ( 7)

其中, usn 为u
s 的第 n 个传播模态, 满足广义的 Sommerfield辐射条件

  lim
r y ]

5 usn
5 r - iknu

s
n = 0,   n = 1, 2, ,, + ] , r = | x | 1 ( 8)

2  远场分布的互易关系和完备性

对外部区域 D e应用Green定理,可得

  u
s
( x, z ; d, z0) = Q5D

ue( N, G; d, z 0)
5Gk( z , G, | x - N| )

5M( N, G) -

    Gk( z , G, | x - N| )
5u e( N, G; d, z 0)

5M( N, G) ds ( N, G) , ( 9)
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其中, G 为波导R
3
h 的 Green函数

  G( z , G, | x - N| ) =
i
2h 6

]

n= 1

<n( z ) <n( G)H
( 1)
0 ( kn | x - N| )1 ( 10)

由Hankel函数H(1)
0 的渐近性质可得

  u
s
( x, z ) =

ie- iP/ 4

2h 6
N( k)

n= 1

2
Pknr

e
ik
n
r
u

]
n ( x̂ , z ; d, z0) + O

1

r
3/ 2 , ( 11)

其中

  u
]
n ( x̂ , z ; d, z 0) = <n( z )Q5 D

ue( N, G; d, z 0)
5( e- i knx̂#N<n( G) )

5M( N, G) -

    ( e
- ik

n
x̂#N
<n (F) )

5 ue( N, G; d, z 0)
5M( N, G) ds( N, G) , ( 12)

  u
]
( x̂ , z ; d, z 0) = 6

N( k)

n= 1

u
]
n ( x̂ , z ; d, z 0)1 ( 13)

函数 u
]
( x̂ , z ; d, z 0) 称为散射场 u

s 的传播远场分布,而 u
]
n ( x̂ , z ; d, z 0) 为散射场 u

s的第

n 个传播模态u
s
n的传播远场分布,它们都是定义在单位柱 8 = 5B @ [ 0, h] 上的函数, 5B 为单

位圆1 
定理 2. 1(远场互易关系)  对任意的 ( x̂ , z ) 和 ( d, z 0) I 8 , 由式(13) 定义的远场分布

u
]
( x̂ , z ; d, z 0) 满足如下的互易关系

  u
]
( x, z ; d , z 0) = u

]
(- d , z 0; - x̂ , z ) 1 ( 14)

证明  将入射场 u
i表示为

  u
i
( x , z ; d, z 0) = 6

N ( k)

n= 1
u
i
n( x, z ; d, z0) , ( 15)

其中, u
i
n 为入射场的第n 个传播模态

  u
i
n( x, z ; d, z 0) = <n( z ) <n( z 0) e

i k
n
x#d1 ( 16)

记 ue, n和u i, n为由入射场的第n个传播模态u
i
n产生的在外部区域的总场和在内部区域的

透射场1 由Green定理可得

  Q5D
u i, n( N, G; d , z 0)

5 u i, n ( N, G; - x̂ , z )

5M( N, G) -

    u i, n ( N, G; - x̂ , z )
5 u i, n( N, G; d, z 0)

5M( N, G)
ds ( N, G) = 0, ( 17)

  Q5D
u
s
n ( N, G; - x̂ , z )

5 usn ( N, G; d, z0)
5M( N, G) -

    u
s
n( N, G; d, z 0)

5 usn( N, G; - x̂ , z )

5M( N, G)
ds ( N, G) = 0, ( 18)

  Q5D
u
i
n ( N, G; - x̂ , z )

5 u in ( N, G; d, z0)
5M( N, G) -

    u
i
n( N, G; d, z 0)

5 u in( N, G; - x̂ , z )

5M( N, G)
ds ( N, G) = 01 ( 19)

由式( 12)和式( 17) ~ ( 19)可得

  u
]
n ( x̂ , z ; d, z 0) = Q5 D

ue, n( N, G ; d, z0)
5u in( N, G; - x̂ , z )

5M( N, G) -

    u
i
n( N, G; - x̂ , z )

5 ue, n ( N, G; d, z0)
5M( N, G)

ds( N, G) =
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    Q5D

Li
Le

u i, n( N, G; d , z 0)
5( u i, n - u

s
n )

5M( N, G) ( N, G; - x̂ , z ) -

    
Le
Li
u i, n - u

s
n ( N, G; - x̂ , z )

5 u i, n( N, G; d, z 0)
5M( N, G) ds ( N, G) =

    Q5D
u
s
n( N, G; - x̂ , z )

5 u i, n( N, G; d, z 0)
5M( N, G) -

    
Li
Le
u i, n( N, G; d, z 0)

5usn( N, G; - x̂ , z )

5M( N, G) d s( N, G) =

    Q5D
u
s
n( N, G; - x̂ , z )

5( usn + u
i
n)

5M( N, G) ( N, G; d, z 0) -

    ( u
s
n + u

i
n) ( N, G; d, z0)

5usn ( N, G; - x̂ , z )

5M( N, G)
ds( N, G) =

    Q5D
u
s
n( N, G; - x̂ , z )

5 u in( N, G; d, z 0)
5M( N, G) -

    u
i
n( N, G; d, z 0)

5 usn( N, G; - x̂ , z )

5M( N, G) ds ( N, G) =

    Q5D
ue, n ( N, G; - x̂ , z )

5u in ( N, G; d, z 0)
5M( N, G )

-

    u
i
n( N, G; d, z 0)

5 ue, n ( N, G; - x̂ , z )

5M( N, G) ds( N, G) =

    Q5D
ue, n ( N, G ; - x̂ , z )

5( <n ( G) <n( z0) e- i knN#(- d)
)

5M( N, G ) -

    ( <n( G) <n( z 0) e
- ik

n
N# (- d)

)
5 ue, n ( N, G; - x̂ , z )

5M( N, G)
ds( N, G) =

    u
]
n (- d , z 0; - x̂ , z ) , ( 20)

则

  u
]
( x̂ , z ; d, z 0) = 6

N( k)

n= 1

u
]
n ( x̂ , z ; d, z 0) =

    6
N ( k)

n= 1

u
]
n (- d, z 0; - x̂ , z ) = u

]
(- d , z 0; - x̂ , z ) 1 ( 21)

定义函数

  v( x, z ) = Q8
g ( N

^

, G) 6
N

n= 1

<n( G) <n ( z ) e
- ik

n
x#N^ds ( N

^

, G) , ( 22)

其中 N
^

= N/ | N| 1 很明显的,这样定义的函数满足Helmholtz方程

  $v + k
2
v = 0,   在 R

3
h 中 ( 23)

和波导的边界条件

  v | z= 0 = 0, 5v
5z z= h

= 01 ( 24)

称满足Helmholtz方程( 23)和边界条件( 24)的函数( 22)为波导的广义的Herglotz波函数, g

I L
2
( 8) 称为广义Herglotz波函数的核1 

设 v I C
2
(D ) H C

1
( �D ) , w I C

2
(D) H C

1
(�D ) 是非齐次内透射问题

  $v + k
2
v = 0,    在 D 中, ( 25)

  $w + J
2
w = 0, 在 D中, ( 26)
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  Lev - Liw = Le�G0, 在 5D 上, ( 27)

  5v
5M-

5w
5M=

5�G0
5M, 在5D 上 ( 28)

的解,其中 G0 = Gk(#; N0, G0) , ( N0, G0) 为 D中固定的点,由文献[ 1] 可知,当 k
2不是内透射问

题的特征值时, 方程( 25) ~ ( 28)存在唯一解1 
定义集合

  S = u
]
( x̂ , z ; dm , z l ) - u

]
( x̂ , z ; d1, z 1) : m, l = 1, 2, , , ( 29)

( dm , zl )
]
m, l = 1 < 8 为 8 上一组稠密的点集1 

定理 2. 2  设 k
2不是内透射问题的特征值, ( v , w ) 是内透射方程( 25) ~ ( 28)的唯一解1 

1) 如果 v 是其核为g 的 Herglotz波函数,则 S
L
= span g ;

2) 如果 v 不是Herglotz波函数,则 S
L
= span 0 1 

证明  设 g I L
2
( 8) 并使得

  Q8
g( x̂ , z ) [ u

]
( x̂ , z ; dm , z l ) - u

]
( x̂ , z ; d1, z 1) ] ds( x̂ , z ) = 0

  ( m, l = 1, 2, ,)1 ( 30)

由式( 12)和( 13) , 当 ( d, G) = ( dm , zl ) ( m, l = 1, 2, ,) 时,

  Q8
u

]
( x̂ , z ; d , G) g ( x̂ , z )ds ( x̂ , z ) = Q5 D

u e
5�v
5M- �v

5u e
5M ds, ( 31)

式中 v 是Herglotz波函数(22) , 设 u
( m, l )
e = ue( x, z ; dm , z l ) , u

( m , l )
i = u i( x, z ; dm , z l ) , w

( m , l)
e =

u
( m , l)
e - u

( 1, 1)
e , w

( m, l )
i = u

( m, l )
i - u

(1, 1)
i ,其中 u

( m , l)
e , u

( m , l)
i 是内透射问题(2) ~ (6) 相应于入

射波 u
i
= 6

N ( k)

n = 1
<n( z ) <n( zl ) e

ik
n
x#d

m 的解,由式( 30)和( 31)可知

  0 = LeQ5D
w

( m , l)
e

5�v
5M- �v

5w ( m, l )
e

5M ds =

    Q5D
Liw i

( m , l) 5�v
5M- Le�v

5w ( m, l )
i

5M ds , ( 32)

另一方面,由式( 32)和正透射问题以及 Green定理可得

  Q5D
Liw

( m, l )
i

5G 0
5M- LeG 0

5w (m , l)
i

5M ds =

    Q5D
Liw

( m, l )
i

5�v
5M-

5�w
5M- ( Le�v - Li�w )

5w ( m , l)
i

5M ds =

    Q5D
Liw

( m, l )
i

5�v
5M- Le�v

5w( m , l)
i

5M
ds -

    Q5D
Liw

( m, l )
i

5�w
5M- Le�w

5w ( m, l )
i

5M ds = 01 ( 33)

定义集合 V 和Vc分别为
  V( k, J, Li, Le) = span Liu i,

5 u i
5M 5D

: ( u i , ue) ; 解方程( 2) ~ ( 6)

    u
i
( x , z ) = 6

N ( k)

n = 1
<n( z ) <n( zl ) e

ik
n
x#d

m , m, l = 1, 2, , , ( 34)

  Vc( J, Li) =
5 u
5M, - Liu

5D
: u I C

2
(D) H C

1
( �D ) ,
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    和 $u + J2u = 0,在 D中 , ( 35)

则由文献[ 15] ,有

  L
2
(5D ) @ L

2
(5D) = �V © Vc1 ( 36)

下面证明 (5�G0/ 5M, - Le�G 0) | 5 D 在集合�V 中 1 假设(5�G 0/5M, - Le�G 0) | 5 D 不在�V 中而在

Vc中,则对( x, z ) I 5D 有

  
5�G 0
5M=

5 u
5M, - Le�G0 = - Liu,   在 5D 上 1 ( 37)

当 u I C
2
( D) H C

1
( �D ) , 使得 $u + J2u = 0成立 1 对式(37) 的两边取虚部,令 v0 = Im�G 0,

w0 = Imu , 由于

  v0 = -
1
4 6

]

n= 1
<n ( z ) <n ( G0) J0( kn | x - N0 | ) , ( 38)

则当 ( x, z ) I 5D 时,有

  
5v0
5M=

5w
5M, Lev0 = Liw0, ( 39)

则 ( v0, w 0) 为齐次内透射问题的非平凡解,这与 k
2不是内透射问题的特征值矛盾 1 还需要排

除(5�G0/ 5M, - Le�G 0) | 5D I �Vc的可能性 1 为此,假设可能性成立,设(5 uj / 5M, - Liuj ) | 5D 为

Vc中的 Cauchy序列,使得 j y ] 时有

  5 uj
5M, - Liuj

5D
y 5�G 0

5M, - Le�G 0
5D
,

由Green定理可得

  Q5D
uj ( N, G)

5GJ
5M( N, G) ( x, z ; N, G) -

    GJ( x, z ; N, G)
5 uj

5M( N, G) ( N, G)
ds( N, G) = 0,   ( x , z ) I D e, ( 40)

  Q5D
GJ( x , z ; N, G)

5uj
5M( N, G) ( N, G) - uj ( N, G)

5GJ
5M( N, G) ( x , z ; N, G)

ds( N, G) =

    uj ( x , z ) ,   ( x, z ) I D1 ( 41)

令 j y+ ] , 则有

  Q5D

Le
Li
�G0( x, z ; N, G)

5GJ
5M( x, z ; N, G) -

    GJ( x, z ; N, G)
5�G0
5M( x , z ; N, G) ds( N, G) = 0,   ( x , z ) I D e, ( 42)

  Q5D
GJ( x , z ; N, G)

5�G 0
5M( x, z ; N, G) -

    
Le
Li
�G 0( x, z ; N, G)

5GJ
5M( x, z ; N, G) ds ( N, G) = u( x, z ) ,   ( x , z ) I D , ( 43)

其中 u( x, z ) = lim
j y ]

uj ( x , z ) , ( x, z ) I D 1 由式( 42) 和(43) 以及单层势和双层势的正则性,有

u I C
2
(D) H C

1
( �D ) 并且满足Helmholtz方程 $u + J2u = 0; 同时由式(42) 和(43) 以及单层

势和双层势的不连续性, u满足边界条件(37) , 由上面的证明, 这是不可能的, 因而(5�G0/ 5M,
- Le�G 0) | 5D 不在�Vc中, 由此得(5�G0/ 5M, - Le�G0) | 5 D 在�V 中 1 

记 M为( Liw
( m, l )
i ,5w ( m , l)

i / 5M) | 5 D在L
2
(5D ) @ L

2
(5D)所张成的空间的闭包,则M< �V,

但由式(33) 和(36) 知, (5�G 0/ 5M, - Le�G0) | 5 D 正交于 M,且(5�G 0/5M, - Le�G0) | 5 D 在�Vc中 1 
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同时,设N为由( Liu
(1, 1)
i , 5u (1, 1)

i /5M) | 5 D所张成的空间,则�V = M+ N, 因而, ML 的维数为1,

即

  ML
= span

5�G 0
5M, - Le�G0

5D
1 ( 44)

由式( 32) ,则有

  5v
5M, - Lev = c

5�G 0
5M, - Le�G0

5 D
+

5w
5M, - Liw

5D
, ( 45)

其中 c为常数, (5w /5M, - Liw ) I �Vc1 由于 v 是波导中满足Helmholtz方程的解,则(5v/ 5M,
- Lev ) I Vc1 因而,对( x , z ) I 5D,

  5v
5M= c

5�G 0
5M+

5w
5M, - Lev = - cLe�G 0- Liw 1 ( 46)

如果 g X 0,由于 k
2不是内透射问题的特征值, 则 c X 01 因而

  Li
1
c
w = Le

1
c
v - Le�G 0,

5
5M

1
c
w =

5
5M

1
c
v -

5�G0
5M, ( 47)

从而问题得证1 

3  传播远场分布的稠密性

定义函数空间

  H ( k, D e) = u : u I C
2
( D e) H C

1
(D e) , u 满足方程(2)、(6) 和(8) , ( 48)

  A ( k, R
3
h) = u : u( x, z ) = Q8

g ( d, z 0) 6
N ( k)

n= 1
<n ( z ) <n ( z 0) e

ik
n
x#d

ds ( d, z 0) ,

    ( x , z ) I R
3
h, g I L

2
( 8 ) , ( 49)

  H
2
( k ,5D) = u,

5 u
5M 5D

: u I H ( k , D e) , ( 50)

  A
2
L
e
, L
i
( J,5D) = Liu, Le,

5 u
5M 5D

: u I A ( J, R3h) , ( 51)

则有下面的定理

定理 3. 1  1) H2( k , 5D) + A
2
L
e
, L
i
( J, 5D) 在 L

2
(5D) @ L

2
(5D) 中是稠密的1 

2) H
2
( k , 5D) H A

2
L
e
, L

i
( J,5D ) = 0, 0 1 

证明  设 W
m
n ( N, G) = <n ( G)H

(1)
m ( kn rN) e

imH
N, C

m
n ( N, G) = <n ( G) Jm( JnrN) e

imH
N,其中 rN= | N

- N0 | , ( rN, HN) 是 N的极坐标 1 由于 Wmn I H ( k , D e) , C
m
n I A( J, R 3h ) , 考虑

  Q5D
gWmn + f

5Wmn
5M ds = 0, ( 52)

  Q5D
LigC

m
n + Lef

5 Cmn
5M ds = 0, ( 53)

式中 n = 1, 2, ,; m = 0, 1, 2, ,; (f , g ) I L
2
(5D) 1 则要证的结果为 f = 0, g = 01 

由文献[ 1]知 Hankel函数有展开式

  H( 1)
0 ( kn | x - N| ) = 6

]

m= 0

imH(1)
m ( knrx ) Jm( knrN) e

im( H
x
- H

N
)
, ( 54)

其中 rx = | x - N0 | , rN < r x 和( rx, Hx) 是 x 的极坐标1 定义函数

  w ( x, z ) = Q5 D
g ( N, G) Gk( x, z ; N, G) + f ( N, G)

5Gk( x, z ; N, G)
5M ds( N, G) , ( 55)
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  v( x, z ) = Q5 D
Lig( N, G) GJ( x, z ; N, G) +

    Lef ( N, G)
5GJ( x , z ; N, G)

5M ds ( N, G) , ( 56)

则由式( 52)和( 53)可得,由式( 55)和( 56)定义的函数 w 和v 在D e和 D中恒为 01 由于 w 是式

(2) 中代替 ue在 R
3
h \ 5D中的解, v 是式(3) 代替 u i在 D中的解,由单层势和双层势的连续性

和边界上的跳越性, 有

  w+ = 2f , 5w
5M +

= - 2g,      在5D 上, ( 57)

  v- = - 2Lef ,
5v
5M-

= 2Lig, 在 5D 上, ( 58)

下标+ 表示从边界外取极限, - 表示从边界内取极限1 设 u = - Liw , 则

  Leu+- Liv- = 0, 5 u
5M +

-
5v
5M -

= 0,   在 5D 上, ( 59)

即当 u I D e , v I D 时都满足齐次透射边界条件,因而, u = 0, v = 0,则 f = 0, g = 01 

2) 假设 ( A, B) I H
2
( k ,5D ) H A

2
L
e
, L

i
( J,5D ) , 则存在函数 u I H

2
( k , 5D) 和函数 v I

A( J,5D) 使得在5D 上A= u = Liv, B= 5 u/5M= Le(5v /5M) , 即 u 和 Lev 满足齐次透射边

界条件 1 因而,由解的解析和延拓性有,在 D e和 D 中u = v = 0,即( A, B) = (0, 0)1 

下面考虑传播远场算子1 定义函数空间 VN = L
2
(5B ) @ span <1, <2, ,, <N , 对 f I

H
1/ 2
(5D) , h I H

- 1/ 2
(5D) , 定义传播远场算子FT : H

1/ 2
(5D) @ H

- 1/ 2
(5D ) y VN ,使得 FT ( f , h )

为透射问题

  $ue + k
2
ue = 0,   在 D e中, ( 60)

  $u i + J2u i = 0, 在 D 中, ( 61)

  Liu i - Leue = f , 在 5D 上, ( 62)

  
5 u i
5M-

5 ue
5M= h , 在5D 上, ( 63)

  ue | z = 0 = 0,
5 ue
5z z= h

= 0 ( 64)

的解为 ( ue, u i) 的远场分布,并且 ue满足辐射条件( 8) 1 

定理 3. 2  1) F
*
T 是内射的,且

  F
*
T g = -

1
�Li

5
5M�w i , �w i

5D
,

其中 F
*
T 为 FT 的共扼, v 为Herglotz波函数,其核 g I L

2
( 8 ) , ( w i, w e) 为透射问题

  $w e + k
2
w e = 0, 在 D e中, ( 65)

  $w i + J2w i = 0, 在 D 中, ( 66)

  w i - w e = �v , 在 5D 上, ( 67)

  Le
5w i
5M- Li

5w e
5M= Li

5�v
5M,   在5D 上, ( 68)

  w e | z = 0 = 0,
5w e
5z z= h

= 0, ( 69)

且 w e满足辐射条件(8) 的解,其中 v 为式( 22) 定义的广义的 Herglotz波函数,其核 g I VN1 
2) 集合 FT (H

1/ 2
(5D) @ H

- 1/ 2
(5D) ) 在 L

2
( VN ) 中是稠密的, 其中 H

1/ 2 为 Sobolev 空间,

H
- 1/ 2
为 H

1/ 2
的对偶空间1 
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证明  对 f I H
1/ 2
(5D) , h I H

- 1/ 2
(5D) , 由式( 12)和( 13)可得

  ( FT ( f , h) ) ( x̂ , z ) = 6
N ( k)

n= 1
<n( z )Q5D

ue( N, G)
5( e- ik nx̂#N<n( G) )

5M( N, G) -

    ( e- iknx̂#N<n (F) )
5 ue( N, G)
5M( N, G)

d s( N, G) , ( 70)

则对 g I VN 有

  ( FT( f , h) , g) = Q5D
ue

5�v
5M- �v

5 ue
5M ds =

    Q5D
ue

Le
Li

5w i
5M-

5w e
5M - (w i - w e)

5ue
5M d s =

    Q5D

Le
Li
ue

5w i
5M- w i

5 ue
5M ds =

    Q5D
u i-

1
Li
f

5w i
5M- w i

5 u i
5M- h d s = Q5 D

hw i-
1
Li
f
5w i
5M ds, ( 71)

其中 v 为式(22) 定义的核 g I VN 的 Herglotz波函数 1 因而,其对偶算子 F
*
T 可以由

  F
*
T g = -

1
�Li

5
5M�w i | 5D , �w i | 5 D ( 72)

特征化1 设 F
*
T g = 0, g I L

2
( VN ) , 由其表达式,在边界上有 w i = 0, 5w i/5M= 0,则由式(67)

和(68) 在边界5D 上有w e = - �v , 5w e /5M= - 5�v/ 5M1 由解的解析性 w e可以延拓到 D 中,因

而 w e为波导中满足Helmholtz方程和辐射条件(8) 的整解 1 这是唯一可能的, 如果w e = 0,意

味着 v = 0,则有 g = 01 
由 Jacob-i Anger展开

  eiknx#N
^

= eiknrxcos(Hx̂- HN^) = 6
+ ]

m= - ]
imJm( knrx ) e

im( H
x̂
- H

N
^)
, ( 73)

可得

  v( x, z ) = 6
+ ]

m= - ]
6
N( k)

n= 1
im<n ( z ) Jm( k nrx) e

imH
x @

    Q
h

0
dGQ

2P

0
g ( N

^

, G) <n( G) e
- imH

N
^dHN^ = 0,   ( x, z ) I R

3
h1 ( 74)

由于 <n ( z ) e
imH

x : n = 1, 2, ,, N ( k ) , m = 0, ? 1, ? 2, , 在 VN 中是完备的, 则

  Q
h

0
dGQ

2P

0
g( N

^

, G) <n( G) e
- imH

N
^dHN^ = 0, ( 75)

其中 n = 1, 2, ,, N ( k ) , m = 0, ? 1, ? 2, ,1 同时由 <n ( G) e
- imH

N
^
: n = 1, 2, ,, N ( k) , m =

0, ? 1, ? 2, , 在 VN 的完备性可得g = 0,即因而 F
*
T 在 L

2
( 8 ) 中是内射的1 

2) 由证明 1)知, FT的值域即 R ( FT ) 在 L
2
( 8 ) 中是稠密的1 

定理 3. 2表明了传播远场算子的对偶是内射的, 但传播远场算子并不是内射的,下面给出

透射问题传播远场算子不是内射的充分条件1 

定理 3. 3  对 u
i I A ( k, R

3
H ) ,透射问题(2) ~ (8) 如果存在不恒等于0的 v I A( k , R

3
H ) ,

使得

  
5v/ 5M
- u

L A
2
L
e
, L
i
( J,5D ) , ( 76)

则透射边界值问题的远场分布在 VN 不是稠密的1 
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证明  由远场分布的表达式( 12)有

  FTu
i
( x̂ , z ) = 6

N ( k)

n= 1
<n ( z )Q5D

ue( N, G)
5( e- iknx̂#N<n( G) )

5M( N, G) -

    ( e
- ik

n
x̂#N
<n ( G) )

5 ue( N, G)
5M( N, G)

ds( N, G) 1 ( 77)

对 u
i I A( k , R

3
h) , 由式( 77)可得

  Q8
g( N, G) FT u

i
n ( x̂ , z )ds ( N, G) = 0,   g I VN1 ( 78)

则证明的结果为要证存在一个不恒等于 0的 g , 使得

  Q5D
ue( N, G)

5 v( N, G)
5M( N, G) -

5 ue( N, G)
5M( N, G) v ( N, G) ds ( N, G) = 0 ( 79)

成立1 其中 v 为式(22) 定义的核 g I VN 的Herglotz波函数1 由透射边界条件( 4)和( 5)可得

  Q5D
Liu i( N, G)

5 v( N, G)
5M( N, G) - Le

5 u i ( N, G)
5M( N, G) v ( N, G) d s( N, G) = 01 ( 80)

由假设知, 存在一个不恒为0的 g I VN , 使得

  
5u /5M
- u

L A
2
L
e
, L
i
( k i, 5D) ( 81)

成立1 由定理 3. 1知,当 g I VN , 对所有的 u
i I A( k , R

3
h) , 式(79) 和(80) 是成立的,因而其传

播远场分布在 VN 不是稠密的1 
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Some Properties on the Far-Field Pattern of

Scattering by a Penetrable Obstacle

in an Ocean Waveguide

PANWen-feng1,  YOU Yun-xiang2,  MIAO Guo-ping2,  LI Zhuo-qiu1

( 1. School of Scien ce , Wuhan Univ er sity of Technolo gy , Wuhan 430070, P . R . China ;

2. School of Naval Architectur e and Ocean Engin eer in g ,

Shanghai J iaotong Univ er sity , Shan gha i 200030, P . R . China )

Abstract: The properties of propagation far-field patterns corresponding to the scattering of time har-

monic acoustic waves by a bounded penetrable obstacle in an ocean waveguide were concerned with.

The sets of solutions to the transmission problem were constructed such that the restriction of these

solutions to the boundary of the penetrable obstacle is dense in a Hilbert space. Then conditions under

which a set of propagation far-field patterns is complete in a Hilbert space were determined. These

properties are important in investigating inverse transmission problems in an ocean waveguide.

Key words: oceanic waveguide; penetrable object; far-field pattern; completeness; denseness
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