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具色散耗散项的四阶波动方程解的渐近性质
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摘要:  研究具色散和耗散项的四阶波动方程的初边值问题1 使用乘子法, 证明了问题的整体强

解在关于非线性项简单而宽泛的假设下,随时间趋于无穷而衰减到零1 
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引   言

当人们研究非线性弹性杆中纵向应变波传播[ 1-4]和弱非线性离子时空变换波[ 5]时, 得到了

一些主部为 u tt - uxx - uxx tt和不同非线性项的非线性发展方程1 在文献[ 1-5]中, 得到了上述

方程的孤波解和一些数值结果1 另外, 关于以上方程的初边值问题已经有一些结果,特别是关

于问题的局部解和整体解[ 6- 9] .注意到考虑粘性耗散是必要的,所以一些具有色散和耗散项的

非线性波动方程被提了出来[ 10-11] 1 然而,直到现在关于此类方程的研究还并非很多1 
在文献[ 12]中,尚亚东研究了如下的初边值问题

  utt - $u - $ut - $utt = f ( u) ,      x I 8 , t > 0, ( 1)

  u( x , 0) = u0( x ) , ut ( x , 0) = u1( x ) , x I 8 , ( 2)

  u | 5 8 = 01 ( 3)

文中假设 n = 1, 2, 3, f I C
1
, f

c
( u) 上方有界并且满足

(H0) | f
c
( u) | [ A | u |

p
+ B , 0 < p < ] 当 n = 2时; 0 < p [ 2/ ( n - 2) 当 n = 3时,

u i ( x ) I H
2
( 8 ) H H

1
0( 8 ) ( i = 0, 1) ,并证明了问题(1) ~ (3) 存在唯一的整体强解 u: PT >

0, u I W
2, ]

(0, T ; H2
( 8) H H

1
0( 8) )1 

在文献[ 13]中,对于 n \ 1,再次研究了问题(1) ~ ( 3)1 通过假定 f I C
1
, f

c
( u ) 上方有

界并且满足

(H1) | f
c
( u) | [ A | u |

p
+ B , 0 < p < ] 当 n = 2时; 0 < p [ 4/ ( n - 2) 当 n \ 3时,

u i ( x ) I H
2
( 8) H H

1
0( 8 ) ( i = 0, 1) , 证明了问题(1) ~ (3) 存在唯一的整体强解 u : PT > 0,

u I W
2, ]

(0, T ;H 2
( 8) H H

1
0( 8) )1 所以文献[ 12]中的结果被推广到一个广泛的情形1 
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当我们了解了解的整体存在的问题后,我们便对于解的渐近性质很感兴趣1 本文的目的
就是描述问题( 1) ~ ( 3)解的渐近性质1 我们将使用乘子法说明问题( 1) ~ ( 3)的整体强解随时

间 t y+ ] 而衰减到零1 

在本文中, +# +p = + # +L
p
( 8 ) 表示L

p
( 8 )- 范数1 为了表示的简便, 我们用 +# +代

替 + # +2且令( u, v) = Q8
uvdx ,其中 8 < R

n 是一个适当光滑的有界域1 

1  解的渐近性质

定理 1  假设 f ( u ) 满足

(H) 0 \ F( u ) \ f ( u) u, Pu I R, F( u ) = Q
u

0
f ( s)ds# 

则对于问题( 1) ~ ( 3)的整体强解 u,存在正常数 C 和 K有

  E( t) [ CE (0) e
- Kt

,   0 [ t < ] , ( 4)

其中   E( t) =
1
2

+u t +2
+

1
2

+¨u +2
+

1
2

+ ü t +2
- Q8

F( u )dx 1 

证明  令 u( x , t ) 为问题(1) ~ (3) 的整体强解 1 在式(1) 两边乘以 ut并在 8 上积分,可

得

  dE( t) / dt + +¨ut +2
= 01 ( 5)

对于 D> 0,在式(5) 两边乘以 e
Dt
, 可知

  d( e
Dt
E ( t) ) / dt + e

Dt + ü t +2
= De

Dt
E( t)1 ( 6)

对式( 6)关于 t 从零到 t 积分,我们得到

  eDtE( t) + Q
t

0
eDS + üS +2dS = E (0) + DQ

t

0
eDSE ( S) dS =

    E (0) +
D
2Q

t

0
eDS( + uS +2

+ + üS +2
) dS+

    DQ
t

0
e
DS 1

2
+ ü +2

- Q8
F( u)dx dS1 ( 7)

注意到- F( u) \ 0,我们有 E ( t) \0对于 0 [ t < ] 1 由- F ( u) [ - f ( u) u 和式( 1)我们

有

  1
2

+ ü +2
- Q8

F( u )dx [ 1
2

+ ü +2
- Q8

f ( u) udx =

    1
2

+ ü +2
- ( utt - $u - $u t - $utt , u) =

    1
2 + ü +2

- + ü +2
- ( utt , u) - ( ü tt , ü) -

1
2

d
dt + ü +2 [

    - ( utt , u) - ( ü tt , ü) -
1
2

d
dt

+ ü +21 ( 8)

因此我们有

  DQ
t

0
eDS

1
2

+ ü +2
- Q8

F ( u)dx dS [

    - DQ
t

0
eDS ( uSS, u) + ( ¨uSS, ü ) +

1
2

d
dS

+ ü +2 dS1 ( 9)

由分布积分可知

- Q
t

0
eDS( uSS, u) dS = - eDt ( ut , u ) + ( u1, u0) + DQ

t

0
eDS( uS, u)dS+ Q

t

0
eDS + uS +2dS [
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  1
2

eDt ( +u t +2
+ +u +2

) +
1
2
( + u1 +2

+ + u0 +2
) +

  1
2
DQ

t

0
eDS( +uS +2

+ +u +2
) dS+ Q

t

0
eDS +uS +2dS, ( 10)

- Q
t

0
eDS( üSS, ü) dS = - eDt ( ü t , ü) + ( ü1, ¨u0) +

  DQ
t

0
e
DS
( üS, ü) dS+Q

t

0
e
DS + üS +2

dS [

  1
2

eDt ( +¨ut +2
+ + ü +2

) +
1
2
( + ü1 +2

+ + ü0 +2
) +

  D
2Q

t

0
eDS( + üS +2

+ +¨u +2
)dS+ Q

t

0
eDS + üS +2dS ( 11)

与

-
1
2Q

t

0
e
DS d

dS
+ ü +2

dS = -
1
2

e
Dt + ü +2

+
1
2

+ ü0 +2
+

D
2Q

t

0
e
DS + ü +2

dS [

  1
2

+ ü0 +2
+

D
2Q

t

0
eDS + ü +2dS1 ( 12)

将式( 10) ~ ( 12)代入式 ( 9) 和( 7) , 且由 Poincar�不等式, 即 +v +2 [ K0 + v̈ +2
, Pv I

H
1
0( 8 ) ,其中 K0 为一个正常数, 可知存在正常数 C0、C1 与 C2, 使得

  e
Dt
E( t) + Q

t

0
e
DS + üS +2

dS [ C0E (0) +
3
2
(1+ K0) DQ

t

0
e
DS + üS +2

dS+

    C1DeDtE ( t) + C2D
2Q

t

0
eDSE ( S)dS1 ( 13)

取 D满足

  0 < D< min
1

2C1
,

2
3(1+ K0)

,

则由式( 13)我们可得

  eDtE( t) [ 2C0E (0) + 2C2D
2Q

t

0
eDSE ( S)dS,

结合 Gronwall不等式,可得到

  eDtE( t) [ 2C0E (0) e
2C

2
D

2
t
,    0 [ t < ]

与    E( t) [ 2C0E (0) e
- ( D- 2C

2
D

2
) t
, 0 [ t < ] 1 

进一步,取 D满足

  0 < D< min
1

2C1
,

2
3(1+ K0)

,
1

2C2
1 

则我们可得式( 4) ,其中 K= D- 2C2D
2
> 0, C = 2C01 t

推论 2  在定理 1的条件下, 对于问题( 1) ~ ( 3)的整体强解 u , 我们进一步有

  +u t +2
+ +¨ut +2

+ + ü +2 [ 2CE(0) e- Kt
,   0 [ t < ] 1 ( 14)

取 f ( u) = - | u |
p- 1

u , 在式( 1)中我们考虑如下的一个基本方程

  utt - $u - $ut - $utt = - | u |
p- 1

u1 

则有 f
c
( u) = - p | u |

p- 1 [ 0, - F( u) = | u |
p+ 1

/ ( p + 1) 1 因此

  0 [ - F ( u) [ | u | p+ 1
= - f ( u) u 1 

因而我们可以得到如下的推论:

推论 3  假设 f ( u ) = - | u |
p- 1

u, p 满足(H1) , ui ( x ) I H
2
( 8) H H

1
0( 8 ) ( i = 0, 1) 1 则
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问题(1) ~ (3) 的整体强解 u I W
2, ]

(0, T ; H2
( 8) H H

1
0( 8 ) ) , PT > 0且满足式( 4)与( 14) 1 
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Asymptotic Behaviour of Solution for Fourth Order

Wave Equation With Dispersive

and Dissipative Terms
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( 1. College of Science , Ha rbin En gin eer ing Univer sity ,

Harbin 150001, P . R . Chin a ;

2. College of Automa tion , Ha rbin En gin eer ing Univer sity , Ha rbin 150001, P . R . China )

Abstract: The initial boundary value problem of fourth order wave equation with dispersive and diss-i

pative terms is studied. By using multiplier method, it was proven that the global strong solution of the

problem decays to zero exponentially as the time approaches infinite, under a very simple and mild as-

sumption regarding the nonlinear term.

Key words: fourth order wave equation; dispersive; dissipative; asymptotic behaviour
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