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摘要 :  研究了一端固支另一端简支连续变厚度梁在静力荷载作用下的应力和位移分布1 通过引

入单位脉冲函数和 Dirac函数, 将固支边等效为简支边与未知水平反力的叠加,利用平面应力问题

的基本方程,导出满足控制微分方程及左右两端边界条件的位移函数的一般解, 对上下表面的边

界方程作 Fourier 级数展开,结合固支边位移为 0 的条件确定待定系数,得到的解是高精度的1 数

值结果与商业有限元软件 ANSYS 进行了比较, 显示出很好的精度1 
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引   言

众所周知, 在航空、机械、土木工程等领域,梁式结构得到了广泛的应用1 在实际工程中,

除了等厚度梁外,变厚度梁也常常得到使用1 因此,研究变厚度梁在静力荷载下的力学特性有

重要意义1 
通常,有两种理论可用于梁的受力分析, 一种是经典的材料力学理论, 另一种是更为精确

的弹性力学理论1 在材料力学理论中,通过引入假定, 使得描述问题的微分方程得到简化,相

应地使得求解也较为容易,典型的有适用于长细梁的 Euler梁理论和适用于中厚度梁的Timo-

shenko 梁理论1 然而,由于采用了人为假定, 材料力学理论不可避免地带来误差, 应力分布的

计算精度往往较低, 尤其以厚梁更为显著1 现代工业中,特别是在一些高科技领域, 如航空航

天工程和微型机械的设计,经常要求对梁的应力分布做精细分析,此时,材料力学理论的精度

往往不够,需使用更为精确的二维弹性力学理论进行分析1 

平面应力问题的弹性力学解早就受到科学家和工程设计人员的关注
[ 1]

,对于等厚度梁,对

各向同性和各向异性材料以及各种不同边界条件下的弹性力学解,已有大量的研究成果[ 2-9] 1 

而对于变厚度梁,研究仍基于 Euler梁理论和Timoshenko 梁理论, 其中传递矩阵法[ 10]是一种较

为常见的分析方法1 到目前为止, 尚未发现有人采用弹性力学理论分析变厚度梁的应力和位
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移分布1 
本文根据变厚度梁的特点,研究梁的一端为固支的情况,引入单位脉冲函数和 Dirac函数,

将固支端等效为简支端加上未知的水平反力,取位移函数使其直接满足左右两端的简支边界

条件,对上下表面的边界方程作Fourier 正弦级数展开,并利用固支端位移为 0的条件共同确

定待定系数,从而使问题得到解决1 

1  基 本方 程

考虑如图 1所示的变厚度梁1 梁的左端固支,右端简支1 梁长 L , 梁的左端厚度为H ,梁

的上下表面用连续函数 f 1( x ) 和 f 2( x ) 表示 1 上边界承受的水平载荷和竖向载荷分别为
q 1( x ) 和 q2( x ) ,下边界承受的水平载荷和竖向载荷分别为 q3( x ) 和 q4( x ) 1 

首先引入单位脉冲函数H( x ) 和Dirac 函数(即D-函数) :

 图 1  一端固支一端简支的连续变厚度梁

  

H( x ) =
1,   当 x = 0时,

0,   当 x X 0时,

D( x ) = - dH( x )
dx

=

  
] ,   当 x = 0时,

0,   当 x X 0时 1 

( 1)

令水平应力为

  Rx = �Rx + H ( x ) p (0) ( y ) , ( 2)

其中, �Rx 是两端简支梁的水平应力, p
(0)
( y ) 是固支端的水平应力1 忽略体力, 将式( 1)和式

( 2)代入平面应力问题的平衡方程得到

  
5�Rx
5x +

5Sxy
5y = D( x ) p

( 0)
( y ) ,

5Ry
5y +

5Sxy
5x = 01 ( 3)

上式中, 如果把D( x ) p (0) ( y ) 看作是沿 x 方向的体力, 则对应于 x 方向的正应力为�Rx 1 此时,梁

域内的本构关系为

  
�Rx =

E

1- L
2
5 u
5x + L

5v
5y , Ry =

E

1- L
2
5v
5y + L

5 u
5x ,

Sxy =
E

2(1+ L)
5v
5x +

5u
5y 1 

( 4)

将式( 4)带入式( 3) ,得到用位移表示的平衡微分方程

  E

1 - L2
52
u

5x 2 +
1- L

2
52
u

5y2 +
1 + L

2
52
v

5x5y = D( x ) p (0) ( y ) , ( 5)

  E

1 - L2
52
v

5y 2+
1 - L

2
52
v

5x 2+
1+ L

2
52
u

5 x5y = 01 ( 6)

取位移函数为

  u = 6
]

m= 1
Um( y ) cos

mPx
L

+ U0( y ) , ( 7)

  v = 6
]

m= 0

Vm( y ) sin
mPx
L

1 ( 8)

这时下列边界条件可直接得到满足:

  x = 0:   �Rx = 0, v = 0, ( 9)
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  x = L :   �Rx = 0, v = 01 ( 10)

在固支端 x = 0处, Rx = p
(0)
( y ) 1 作Fourier 余弦展开, 得到:

  p
( 0)
( y ) =

EL
2(1+ L) 6

M

k= 0
Rkcos

kPy
H

1 ( 11)

将D函数展开成级数函数

  D( x ) =
1
L
+

2
L 6

]

m= 1

cos
mPx
L

1 ( 12)

将式( 7)、( 8)、( 11)、( 12)带入式( 5)和( 6) ,联立求解 u ( x , y ) 和 v ( x , y ) , 最后得到:

  u( x , y ) = 6
]

m= 1
Am +

3 - L
1 + L

L
mP

Dm cosh
mPy
L

+

    Bm +
3- L
1+ L

L
mP

Cm sinh
mPy
L

+ Cmycosh
mPy
L

+ Dmy sinh
mPy
L

+

    6
M

k= 1

[ ( L- 1) m2P2
/ L

2
- 2k 2P2

/H2
]

( k
2P2
/ H

2
+ m

2P2
/ L

2
)

2 Rkcos
kPy
H

cos
mPx
L

-

    H
2

k
2P2 6

M

k= 1

Rkcos kPy
H

, ( 13)

  v( x , y ) = 6
]

m= 1

Amsinh
mPy
L

+ Bmcosh
mPy
L

+ Cmysinh
mPy
L

+ Dmy cosh
mPy
L

-

    6
M

k= 1

(1 + L) mkP2
/ ( LH )

( k
2
P

2
/ H

2
+ m

2
P

2
/ L

2
)

2Rksin
kPy
H

sin
mPx
L

1 ( 14)

以上 2式中,前 4项(含有 Am、Bm、Cm、Dm) 为方程的齐次解,其他项(含有对 k 的求和)为方程

的特解1 
由边界条件( 9)和( 10)可知,在梁的两端, 竖直位移为 01 因此, R0 = 01 将式( 13)和式

( 14)带回到式( 4)中得到

Rx =
E

1 + L6
]

m= 1
-

mP
L

cosh
mPy
L

Am +
mP
L

sinh
mPy
L

Bm +
3+ L
1+ Lsinh

mPy
L

+

  mP
L
ycosh

mPy
L

Cm +
3+ L
1+ L

cosh
mPy
L

+
mP
L
y sinh

mPy
L

Dm +

  6
M

k= 1

( mP/ L ) [ m2P2
/ L

2
+ ( L+ 2) k 2P2

/H
2
]

( k
2P2
/ H

2
+ m

2P2
/ L

2
)

2 Rkcos
kPy
H

sin mPy
L

, ( 15)

Ry =
E

1 + L6
]

m= 1

mP
L

cosh
mPy
L
Am +

mP
L

sinh
mPy
L

Bm +
1 - L
1 + L

sinh
mPy
L

+

  mP
L
ycosh

mPy
L

Cm +
1- L
1+ L

cosh
mPy
L

+
mP
L
y sinh

mPy
L

Dm +

  6
M

k= 1

( mP/ L ) [ Lm
2
P

2
/ L

2
- k

2
P

2
/ H

2
]

( k
2
P

2
/ H

2
+ m

2
P

2
/ L

2
)

2 Rkcos
kPy
H

sin
mPx
L

, ( 16)

Sxy =
E

1 + L6
]

m= 1

mP
L

sinh
mPy
L
Am +

mP
L

cosh
mPy
L

Bm +
2

1 + L
cosh

mPy
L

+

  mP
L
y sinh mPy

L
Cm +

2
1+ L

sinh mPy
L

+
mP
L
ycosh mPy

L
Dm +

  6
M

k= 1

( kP/ H ) [ k 2P2
/ H

2
- Lm2P2

/ L
2
]

( k
2P2
/ H

2
+ m

2P2
/ L

2
)

2 Rksin
kPy
H

cos
mPy
L

+
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  E
1 + L

H
2kP6

M

k= 1

sin kPy
H

Rk , ( 17)

其中 Am、Bm、Cm、Dm、Rk 为待定系数1 

2  上下表面边界条件

上表面 y = f 1( x ) 的边界条件为

  l 1( x ) Rx + m1( x ) Sxy = q1( x ) , ( 18)

  m1( x ) Ry + l 1( x ) Sxy = q2( x ) , ( 19)

其中

  
l 1( x ) = cos(N 1, x ) = -

df 1( x )

dx
1+

df 1( x )

dx

2

,

m1( x ) = cos(N1, y ) = - 1 1+
df 1( x )

dx

2

1 

( 20)

下表面 y = f 2( x ) 的边界条件为

  l 2( x ) Rx + m2( x ) Sxy = q3( x ) , ( 21)

  m2( x ) Ry + l 2( x ) Sxy = q4( x ) , ( 22)

其中

  
l 2( x ) = cos(N 2, x ) = -

df 2( x )

dx
1+

df 2( x )

dx

2

,

m2( x ) = cos(N2, y ) = 1 1+
df 2( x )

dx

2

1 
( 23)

在式( 7)和式( 8)的基础上,固支端的水平方向位移为 0,即

  6
]

m= 1
Am +

3- L
1+ L

L
mPDm cosh

mPy
L

+

    Bm +
3- L
1+ L

L
mPCm sinh

mPy
L

+ Cmycosh
mPy
L

+ Dmy sinh
mPy
L

+

    6
M

k= 1

[ ( L- 1) m2P2
/ L

2
- 2k2P2

/ H
2
]

( k
2P2
/ H

2
+ m

2P2
/ L

2
)

2 -
H

2

k
2P2 Rkcos kPy

H
= 01 ( 24)

将固支端的边界条件近似为:在 x = 0处, 沿 y 方向上有M 个点的水平位移为 01 为简便
起见,不妨设这些点在固支边上等距分布, 其坐标值分别为, H / ( M + 1) , 2H / (M + 1) , ,,
MH / ( M + 1) , 这样,由式(24) 得到 M 个代数方程1 

3  系 数矩 阵

联立式( 15) ~ 式( 23) , 对每个方程作 Fourier正弦展开,即

  Q
L

0
sin

nPx
L

[ l 1( x ) Rx + m 1( x ) Sxy ] dx = Q
L

0
sin

nPx
L
q1( x )dx , ( 25)

  Q
L

0
sin

nPx
L

[ m 1( x ) Ry + l 1( x ) Sxy ] dx = Q
L

0
sin

nPx
L
q2( x )dx , ( 26)

  Q
L

0
sin

nPx
L

[ l 2( x ) Rx + m 2( x ) Sxy ] dx = Q
L

0
sin

nPx
L
q3( x )dx , ( 27)

  Q
L

0
sin

nPx
L

[ m 2( x ) Ry + l 2( x ) Sxy ] dx = Q
L

0
sin

nPx
L
q4( x )dx 1 ( 28)
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截断 N + 1阶以上的级数项(即取 n = 1, 2, 3, ,, N ) , 并结合式( 24) ,得到如下的矩阵方程:

A ( 1)11 , A ( 1)1N B ( 1)
11 , B ( 1)

1N C ( 1)11 , C ( 1)1N D ( 1)
11 , D ( 1)

1N R (1)
11 , R ( 1)1M

s w s s w s s w s s w s s w s

A ( 1)N1 , A ( 1)NN B ( 1)
N1 , B ( 1)

NN C ( 1)N 1 , C ( 1)NN D ( 1)
N1 , D ( 1)

NN R (1)
N1 , R ( 1)

NM

A ( 2)11 , A ( 2)1N B ( 2)
11 , B ( 2)

1N C ( 2)11 , C ( 2)1N D ( 2)
11 , D ( 2)

1N R (2)
11 , R ( 2)1M

s w s s w s s w s s w s s w s

A ( 2)N1 , A ( 2)NN B ( 2)
N1 , B ( 2)

NN C ( 2)N 1 , C ( 2)NN D ( 2)
N1 , D ( 2)

NN R (2)
N1 , R ( 2)

NM

A ( 3)11 , A ( 3)1N B ( 3)
11 , B ( 3)

1N C ( 3)11 , C ( 3)1N D ( 3)
11 , D ( 3)

1N R (3)
11 , R ( 3)1M

s w s s w s s w s s w s s w s

A ( 3)N1 , A ( 3)NN B ( 3)
N1 , B ( 3)

NN C ( 3)N 1 , C ( 3)NN D ( 3)
N1 , D ( 3)

NN R (3)
N1 , R ( 3)

NM

A ( 4)11 , A ( 4)1N B ( 4)
11 , B ( 4)

1N C ( 4)11 , C ( 4)1N D ( 4)
11 , D ( 4)

1N R (4)
11 , R ( 4)1M

s w s s w s s w s s w s s w s

A ( 4)N1 , A ( 4)NN B ( 4)
N1 , B ( 4)

NN C ( 4)N 1 , C ( 4)NN D ( 4)
N1 , D ( 4)

NN R (4)
N1 , R ( 4)

NM

A ( 5)11 , A ( 5)1N B ( 5)
11 , B ( 5)

1N C ( 5)11 , C ( 5)1N D ( 5)
11 , D ( 5)

1N R (5)
11 , R ( 5)1M

s w s s w s s w s s w s s w s

A ( 5)M1 , A ( 5)MN B ( 5)
M1 , B (5)

MN C ( 5)M1 , C ( 5)MN D ( 5)
M1 , D ( 5)

MN R (5)
M1 , R ( 5)MM

A 1

s

ANs

B1

s

BNs

C1

s

CNs

D1

s

DNs

R1

s

RM

=

S (1)1

s

S (1)Ns

S (2)1

s

S (2)Ns

S (3)1

s

S (3)Ns

S (4)1

s

S (4)Ns

0

s

0

,

( 29)

矩阵中每个元素的表达式参见附录,由 Gauss数值积分给出数值1 式( 29)为 (4N + M) @ (4N

+ M ) 的线性代数方程组, 可以唯一地解出 A 1, ,, AN , B1, ,, BN , C1, ,, CN , D1, ,, DN , R 1,

,, RM 这4N + M 个未知系数1 将这些系数代回到方程式( 13) ~ ( 17) ,则可以求得梁上任意一

点处的应力和位移1 

4  收敛性和算例

在下面的算例中,均取弹性模量 E = 2. 2 @ 1011 Pa, Poisson比 L= 0. 31 首先考察如图 2

  图 2 一端固支一端简支的等厚度梁

所示的一端固支另一端简支的等厚度梁, 梁的厚跨

比为H / L = 0. 10, 梁承受均布的垂直压力 q1 取3个

不同的水平零位移约束点数 M = 5, 10, 20以及 4个

不同的级数项 N = 40, 60, 80, 100, 计算梁在 x =

L / 2, y = 0处的应力和位移,表 1给出了它们的收敛

性1 从表 1中看到,当 M = 10和N = 80时,本文方

法可以保证3位有效数字的精度1 

   图 3 一端固支一端简支下表面         图 4 一端固支一端简支下表面

线性变化的楔形梁 抛物线变化的外凸梁
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表 1  一端固支一端简支等厚度梁 (H / L = 0. 10) 在 x = L / 2, y = 0 处应力和位移的收敛性

固定点数 M 级数项 N Rx / q Ry / q Sxy / q uE / ( qL ) vE/ ( qL )

5

40 - 38. 4 - 0. 984 0. 000 2. 95 66. 1

60 - 38. 4 - 0. 989 0. 000 2. 94 66. 6

80 - 38. 4 - 0. 993 0. 000 2. 93 66. 8

100 - 38. 4 - 0. 993 0. 000 2. 93 66. 8

10

40 - 38. 6 - 0. 984 0. 000 2. 96 65. 5

60 - 38. 5 - 0. 989 0. 000 2. 95 65. 9

80 - 38. 3 - 0. 993 0. 000 2. 94 66. 2

100 - 38. 3 - 0. 993 0. 000 2. 94 66. 2

20

40 - 38. 8 - 0. 984 0. 000 2. 96 65. 3

60 - 38. 6 - 0. 989 0. 000 2. 95 65. 8

80 - 38. 3 - 0. 993 0. 000 2. 94 66. 2

100 - 38. 3 - 0. 993 0. 000 2. 94 66. 2

  表 2 一端固支一端简支下表面线性变化楔形梁 (H / L = 0. 05)

在 x = L/ 2, y = 0 处应力和位移的收敛性

 H 1/H N = 40 N = 60 N = 80 N = 100

Rx
q

1. 00 - 152 - 152 - 152 - 152

1. 25 - 129 - 130 - 131 - 131

1. 50 - 111 - 111 - 112 - 112

uE

qL

1. 00 12. 3 12. 2 12. 2 12. 2

1. 25 7. 71 7. 65 7. 59 7. 59

1. 50 4. 81 4. 70 4. 63 4. 63

vE

qL

1. 00 508 510 513 513

1. 25 386 386 387 387

1. 50 303 300 303 303

       ( a) Rx / q           ( b) vE/ ( qL )

图 5 一端固支一端简支下表面抛物线变化外凸梁弹性力学解与有限元解的比较

  考察如图 3所示的一端固支一端简支下表面线性变化的楔形梁, 梁的最小厚跨比为H / L

= 0. 05,梁的上表面水平且承受均布的垂直压力 q1 取M = 10和 4个不同的级数项N = 40,

60, 80, 100, 计算 3个不同厚度比H 1/H = 1, 1. 25, 1. 5时的应力和位移 1 表2给出了梁在 x =
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 图 6  一端固支一端简支下表面

抛物线变化的内凹梁

L / 2, y = 0处应力和位移的收敛性1 从表2中看出,

当级数项分别取 N = 80和 N = 100时,各力学量收

敛一致,精度可以达到 3位有效数字, 由此说明本文

的解法有着很好的收敛性, 在本文以后的算例中, 均

取 M = 10, N = 801 
下面计算 2种典型结构的弹性力学解, 同时给出

ANSYS有限元解以供比较, ANSYS 求解时采用的单

元类型为 Solid 8node82单元1 图 4为一下表面抛物线变化的外凸梁,梁的最小厚跨比为H / L

= 0. 051 梁的上表面水平且承受均布压力荷载 q ,设梁的中截面厚度为H 1, 从上到下依次取

11个等距点分析应力和位移沿高度的分布情况,图5给出了3种不同厚度比 K= H 1/ H = 1. 1,

1. 3, 1. 5时梁的中截面上水平应力 Rx 和垂直位移 v 的分布情况1 从图5可以看出本文弹性力

学解和ANSYS解十分吻合1 位移 v 随坐标 y 的变化很小,应力的最大值和纵向位移的最大值

均随厚度比 K的增大而减小1 
图6为一下表面抛物线变化的内凹梁,梁的最大厚跨比为 H / L = 0. 05, 梁的上表面水平

且承受均布的竖直荷载 q, 表 3给出了 3种不同厚度比 K= H 1/ H = 0. 7, 0. 8, 0. 9时中截面上

水平应力、剪切应力和垂直位移的分布情况1 从表 3可以看出本文采用的弹性力学解与 AN-

SYS解非常接近,再次证明了本文方法的正确性和高精度1 
表 3 一端固支一端简支下表面抛物线内凹梁 (H / L = 0. 05,

K= H 1/ H ) 截面 x = L / 2 处的应力和位移

x = L / 2 Rx / q Sxy / q vE/ ( qL )

K y / H 1 本文解 ANSYS解 本文解 ANSYS解 本文解 ANSYS解

0. 9

0. 00 - 176 - 173 0. 000 - 0. 230 626 622

0. 25 - 87. 9 - 87. 0 3. 26 3. 54 627 622

0. 50 1. 07 0. 000 4. 36 4. 57 626 622

0. 75 88. 2 87. 0 3. 32 3. 54 627 622

1. 00 175 173 0. 000 0. 23 627 622

0. 8

0. 00 - 207 - 203 0. 000 - 0. 294 784 773

0. 25 - 103 - 102 3. 93 4. 24 784 774

0. 50 2. 57 - 0. 060 5. 25 5. 47 784 774

0. 75 106 102 4. 06 4. 25 784 774

1. 00 207 203 0. 000 0. 295 784 773

0. 7

0. 00 - 240 - 242 0. 000 - 0. 360 921 943

0. 25 - 127 - 121 4. 15 4. 20 922 944

0. 50 - 1. 16 - 0. 093 5. 50 5. 68 922 944

0. 75 122 121 4. 18 4. 21 922 944

1. 00 240 242 0. 000 0. 360 922 943

5  结   论

本文研究一端固支另一端简支连续变厚度梁在静力荷载作用下的弹性力学解, 通过引入
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单位脉冲函数和 Dirac函数, 将固支端等效为简支端加上未知的水平反力, 取位移函数使其直

接满足左右两端简支的边界条件, 对上下表面的边界方程作 Fourier 正弦级数展开, 利用固支

端位移为 0的条件共同确定待定系数1 收敛性和比较研究证明了本文方法的正确性和高精
度,本文方法可直接应用于对应力分析要求较高的工程问题,如航空航天工程和微型机械的设

计等1 

附   录

式( 29)中各元素的表达式为

A ( 1)mn =
mP
L Q

L

0
- l1( x ) sin

nPx
L

sin
mPx
L

cosh
mPf 1( x )

L
+ m1 ( x ) sin

nPx
L

cos
mPx
L

sinh
mPf 1 ( x )

L
dx ,

B ( 1)mn =
mP
LQ

L

0
- l1 ( x ) sin

nPx
L

sin
mPx
L

sinh
mPf 1 ( x )

L
+ m1( x ) sin

nPx
L

cos
mPx
L

cosh
mPf 1( x )

L
dx ,

C ( 1)mn = Q
L

0
- l1 ( x ) sin

nPx
L

sin
mPx
L

3+ L
1+ L

sinh
mPf 1( x )

L
+
mP
L
f 1( x ) cosh

mPf 1( x )

L
+

   m1( x ) sin
nPx
L

cos
mPx
L

2
1+ L

cosh
mPf 1( x )

L
+
mP
L
f 1( x ) sinh

mPf 1 ( x )

L
dx ,

D ( 1)
mn = Q

L

0
- l1( x ) sin

nPx
L

sin
mPx
L

3 + L
1 + L

cosh
mPf 1( x )

L
+
mP
L
f 1( x ) sinh

mPf 1( x )

L
+

   m1( x ) sin
nPx
L

cos
mPx
L

2
1+ L

sinh
mPf 1( x )

L
+
mP
L
f 1( x ) cosh

mPf 1 ( x )

L
dx ,

R ( 1)nk = 6
N

m= 1
Q
L

0
l1 ( x )

( mP/ L ) [ m2P2/ L 2+ ( L+ 2) k 2P2 / H 2]

( k 2P2 / H 2+ m2P2 / L 2) 2 cos
kPf 1( x )

H
sin

mPx
L

sin
nPx
L

+

   m1( x )
( kP/ H ) [ k 2P2/ H 2- Lm2P2/ L2]

( k2P2/ H 2 + m2P2/ L2) 2 sin
kPf 1( x )

H
cos

mPx
L

sin
nPx
L

+

   H
2kPm1( x ) sin

kPf 1( x )

H sin
nPx
L

dx ,

A ( 2)mn =
mP
L Q

L

0
m1( x ) sin

nPx
L

sin
mPx
L

cosh
mPf 1( x )

L
+ l1 ( x ) sin

nPx
L

cos
mPx
L

sinh
mPf 1 ( x )

L
dx ,

B ( 2)mn =
mP
LQ

L

0
m1( x ) sin

nPx
L sin

mPx
L sinh

mPf 1( x )

L + l1( x ) sin
nPx
L cos

mPx
L cosh

mPf 1( x )

L
dx ,

C ( 2)mn = Q
L

0
m1( x ) sin

nPx
L

sin
mPx
L

1- L
1+ L

sinh
mPf 1( x )

L
+
mP
L
f 1( x ) cosh

mPf 1 ( x )

L
+

   l1 ( x ) sin
nPx
L

cos
mPx
L

2
1+ L

cosh
mPf 1( x )

L
+
mP
L
f 1( x ) sinh

mPf 1( x )

L
dx ,

D ( 2)
mn = Q

L

0
m1( x ) sin

nPx
L

sin
mPx
L

1- L
1+ L

cosh
mPf 1( x )

L
+
mP
L
f 1 ( x ) sinh

mPf 1( x )

L
+

   l1 ( x ) sin
nPx
L

cos
mPx
L

2
1+ L

sinh
mPf 1( x )

L
+
mPf 1 ( x )

L
cosh

mPf 1( x )

L
dx ,

R ( 2)nk = 6
N

m= 1
Q
L

0
m1( x )

( mP/ L) [ Lm
2
P

2
/ L

2
- k

2
P

2
/ H

2
]

( k
2
P

2
/ H

2
+ m

2
P

2
/ L

2
)

2 cos
kPf 1( x )

H
sin

mPx
L

sin
nPx
L

+

   l1 ( x )
( kP/ H ) [ k 2P2 / H 2- Lm2P2/ L2 ]

( k2P2/ H 2+ m2P2/ L2 ) 2 sin
kPf 1( x )

H
cos

mPx
L

sin
nPx
L

+

   H
2kP

l1( x ) sin
kPf 1( x )

L
sin

nPx
L

dx ,

A ( 3)mn =
mP
L Q

L

0
- l2( x ) sin

nPx
L

sin
mPx
L

cosh
mPf 2( x )

L
+ m2 ( x ) sin

nPx
L

cos
mPx
L

sinh
mPf 2 ( x )

L
dx ,

B
( 3)
mn =

mP
LQ

L

0
- l2 ( x ) sin

nPx
L

sin
mPx
L

sinh
mPf 2 ( x )

L
+ m2( x ) sin

nPx
L

cos
mPx
L

cosh
mPf 2( x )

L
dx ,

C ( 3)mn = Q
L

0
- l2 ( x ) sin

nPx
L

sin
mPx
L

3+ L
1+ L

sinh
mPf 2( x )

L
+
mP
L
f 2( x ) cosh

mPf 2( x )

L
+
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   m2( x ) sin
nPx
L

cos
mPx
L

2
1+ L

cosh
mPf 2( x )

L
+
mP
L
f 2( x ) sinh

mPf 2 ( x )

L
dx ,

D ( 3)
mn = Q

L

0
- l2( x ) sin

nPx
L

sin
mPx
L

3 + L
1 + L

cosh
mPf 2( x )

L
+
mP
L
f 2( x ) sinh

mPf 2( x )

L
+

   m2( x ) sin
nPx
L

cos
mPx
L

2
1+ L

sinh
mPf 2( x )

L
+
mP
L
f 2( x ) cosh

mPf 2 ( x )

L
dx ,

R ( 3)nk = 6
N

m= 1
Q
L

0
l2 ( x )

( mP/ L ) [ m2P2/ L 2+ ( L+ 2) k 2P2 / H 2]

( k 2P2 / H 2+ m2P2 / L 2) 2 cos
kPf 2( x )

H
sin

mPx
L

sin
nPx
L

+

   m2( x )
( kP/ H ) [ k 2P2/ H 2- Lm2P2/ L2]

( k2P2/ H 2 + m2P2/ L2) 2 sin
kPf 2( x )

H
cos

mPx
L

sin
nPx
L

+

   H
2kP

m2( x ) sin
kPf 2( x )

H
sin

nPx
L

dx ,

A ( 4)mn =
mP
L Q

L

0
m2( x ) sin

nPx
L

sin
mPx
L

cosh
mPf 2( x )

L
+ l2 ( x ) sin

nPx
L

cos
mPx
L

sinh
mPf 2 ( x )

L
dx ,

B ( 4)mn =
mP
LQ

L

0
m2( x ) sin

nPx
L

sin
mPx
L

sinh
mPf 2( x )

L
+ l2( x ) sin

nPx
L

cos
mPx
L

cosh
mPf 2( x )

L
dx ,

C ( 4)mn = Q
L

0
m2( x ) sin

nPx
L

sin
mPx
L

1- L
1+ L

sinh
mPf 2( x )

L
+
mP
L
f 2( x ) cosh

mPf 2 ( x )

L
+

   l2 ( x ) sin
nPx
L

cos
mPx
L

2
1+ L

cosh
mPf 2( x )

L
+
mP
L
f 2( x ) sinh

mPf 2( x )

L
dx ,

D ( 4)
mn = Q

L

0
m2( x ) sin

nPx
L

sin
mPx
L

1- L
1+ L

cosh
mPf 2( x )

L
+
mP
L
f 2 ( x ) sinh

mPf 2( x )

L
+

   l2 ( x ) sin
nPx
L

cos
mPx
L

2
1+ L

sinh
mPf 2( x )

L
+
mP
L
f 2( x ) cosh

mPf 2( x )

L
dx ,

R ( 4)n k = 6
N

m= 1
Q
L

0
m2( x )

( mP/ L) [ Lm2P2/ L2 - k 2P2 / H 2]

( k 2P2/ H 2+ m2P2/ L2 ) 2 cos
kPf 2( x )

H
sin

mPx
L

sin
nPx
L

+

   l2 ( x )
( kP/ H ) [ k 2P2 / H 2- Lm2P2/ L2 ]

( k2P2/ H 2+ m2P2/ L2 ) 2 sin
kPf 2( x )

H
cos

mPx
L

sin
nPx
L

+

   mP
L
l2( x ) sin

kPf 2( x )

H
sin

nPx
L

dx ,

A ( 5)k n = cosh
nP
L

kH
M + 1

, B ( 5)kn = sinh
nP
L

kH
M + 1

,

C ( 5)k n =
3- L
1+ L

L
mP

sinh
nP
L

kH
M + 1

+
kH

M + 1
cosh

nP
L

kH
M + 1

,

D ( 5)
k n =

3 - L
1 + L

L
mP

cosh
nP
L

kH
M + 1

+
kH

M + 1
sinh

nP
L

kH
M + 1

,

R ( 5)s k = 6
N

m= 1

[ ( L- 1) m2P2 / L 2- 2k2P2/ H 2]

( k 2P2 / H 2+ m2P2 / L 2) 2 cos
sk

M + 1
P -

H 2

k 2P2cos
sk

M + 1
P ,

S ( 1)n = Q
L

0
sin

nPx
L

q1( x ) dx , S (2)n = Q
L

0
sin

nPx
L
q2( x ) dx ,

S ( 3)n = Q
L

0
sin

nPx
L

q3( x ) dx , S (4)n = Q
L

0
sin

nPx
L
q4( x ) dx , S ( 5)n = 0,

( m = 1, 2, ,, N ; n = 1, 2, ,, N ; s = 1, 2, ,, M ; k = 1, 2, ,, M )1 
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El asticity Soluti on of Clamped- S imply S upported B eams

With V ariabl e Thi ckn es s

XU Ye-peng1,  ZHOU Ding2,  Y. K. Cheung3

( 1. School of Sci ence , Nanjing Univ er sity of Science and Techn ology ,

Nanjing 210094, P . R . China ;
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Nanjing 210009, P . R . China ;
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The Un iver sity of Hong Kong , Hong Kon g , P . R . Chin a )

A bst ra ct : The stress and displacement distributions of continuously varying thickness beams with one

end clamped and the other end simply supported under static loads are studied. By introducing the u-

nit pulse functions and Dirac functions, the clamped edge can be made equivalent to the simply sup-

ported one by adding the unknown horizontal reactions. According to the governing equations of plane

stress problem, the general expressions of displacements, which satisfy the governing differential e-

quations and the boundary conditions at two ends of the beam, can be deduced. The unknown coeff-i

cients in the general expressions were then determined by using the Fourier sinusoidal series expan-

sion along the upper and lower boundaries of the beams and using the condition of zero displacements

at the clamped edge. The solution obtained has excellent convergence property. The numerical results

being compared with those obtained from the commercial software ANSYS, excellent accuracy of the

present method is demonstrated.

K ey w ords: beam; clamped edge; variable thickness; Fourier expansion; elasticity solution
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