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波动方程的差分反演模型
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摘要:  为了反演波动方程的系数函数, 利用差分离散及扰动假设 ,推导出一个适合迭代的数值模

型1 解决了以往方法中正反演模型数值精度不一致问题, 以及由此带来的一系列问题1 经数值模

拟计算说明,该方法是可行的和有效的1 
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引   言

波动方程反问题是指那些在正问题中的一个或几个原来的已知量,现在变为未知1 而原

问题的未知量可能仍是未知的1 我们只知道与这些未知量有关的某些附加信息,用方程、定解

条件与附加的某些其他条件来确定这些未知量1 

在以往的反问题求解方法中, 脉冲谱技术( PST)
[ 1]
是一个典型的方法之一1 它的基本思想

是,为了识别某一系统,可向该系统传送某些信息,如脉冲信息, 然后从接收的信息中进行分析

与综合1 信息的传送与接收在时域中进行,而分析与综合则是借助于一个迭代过程在频域中

进行1 
脉冲谱技术的分析与综合过程是借助于 Green函数的理论, 将每个迭代过程中的关于未

知参数的微分方程转化为第一类 Fredholm积分方程1 理论上讲, 这个转化过程是严格的1 然

而, Green函数的解析表达式往往是不易得到的1 它们的数值求解不仅计算量大,而且精度低,

这是脉冲谱技术在应用时遇到的一个重要问题1 如果迭取特殊的附加条件及未知参数的特殊

边界条件,有时也可以避开Green函数的计算
[ 2]

,这无疑又限制了测量条件, 因为所迭取的特

殊附加条件,在工程中未必是能够实现的1 更何况在迭代过程中,未知参数的特殊边界条件,

直接影响迭代的收敛性1 而且,微分方程的离散和积分方程的离散, 其精度是不一致的1 这也

是以往在方法中的计算结果只能取一步迭代的重要原因之一1 
根据前人的扰动假设思想,本文在频域中构造一个扰动迭代过程,利用中心差分格式进行

离散,将波动方程用离散值的矩阵和向量模型来代替1 进而利用矩阵分析原理,将模型转化为

关于迭代中未知量的数值反演模型1 这样,避开了 Green函数的计算, 而将 Green函数的计算
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隐含在矩阵的转换技巧之中1 这就去掉了实际工程中对测量条件的限制1 并且保证了正、反
演模型中的数值精度的一致性,去掉了由于正、反演模型中的数值精度的不一致,给迭代带来

的较大误差的问题1 这是迭代不收敛的一个重大因素1 
应该指出的是, 反问题往往是不适定的1 数值求解时, 一般需要加入一些对解的限制1 例

如光滑化假设[ 3- 5]等1 本文中采用 Phillips 和Twemey[ 3-4]的光滑化方法求解反问题, 结果是令

人满意的1 

1  差分反演模型

考虑波动方程(杆的振动微分方程)的定解问题

  

5
5x K ( x )

5 u
5x = m( x )

52
u

5 t 2
,   x I [ a, b] , t \0,

u( a , t ) = 0,
5
5xu( b, t ) = f ( t ) ,

u( x , t ) = 0,
5
5 tu ( x , 0) = 0,

( 1)

其中, u( x , t ) 表示位移函数; K ( x )、m( x ) 分别表示刚度参数和质量参数1 
附加条件取 x = x s 处的位移

  u( x s, t ) = g ( t ) ,   x s I ( a, b] , t > 01 ( 2)

这里,假设 m( x ) 是已知的, K ( x ) 是未知的待定参数1 反问题为: 根据方程(1) 式和附加条件
(2) 式,反演未知参数 K ( x ) 1 

对( 1)式、( 2)式取关于时间变量 t的 Laplace变换, 将时域问题转变为频域问题1 得

  
-

d
dx

K ( x )
dV
dx

+ X2
m( x ) V( x , X) = 0,

V ( a, X) = 0, d
dx
V( b, X) = F( X) ,

( 3)

  V( x s, X) = G( X) , ( 4)

其中, V、F、G 分别为u、f、g 的 Laplace变换的映象1 
扰动假设

  
K ( x ) = K 0( x ) + k ( x ) ,

V( x , X) = V 0( x , X) + v( x , X) ,
( 5)

其中, K 0( x ) 为初始参数函数,可以取为已知的函数或常数; k ( x ) 为K ( x ) 与K 0( x ) 的差值,称

为扰动参数, 为未知待求量; V0( x , X) 和 v ( x , X) 分别为对应于K 0( x ) 的初始位移函数和对应

于 k ( x ) 的扰动位移函数1 
将( 5)式代入方程( 3)式及附加条件( 4)式,并进行分离, 得

  
-

d
dx K 0( x )

dV0

dx
+ X2

m( x ) V0( x , X) = 0,

V 0( a , X) = 0,
d
dx
V0( b, X) = F( X)

( 6)

和

  
-

d
dx K 0( x ) + k( x ) )

dv
dx + X

2
m( x ) v( x , X) =

d
dx k ( x )

dV0

dx
,

v( a, X) = 0,
d
dx
v( b, X) = 0,

( 7)
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  v( x s , X) = G ( X) - V0( x s, X)1 ( 8)

取

  x i = a + ih , h =
b - a
n

,   i = 0, 1, 2, ,, n1 ( 9)

将( 9)式代入( 6)式、( 7)式中的方程,并经边界条件处理,则得

  K0 V0 = P, ( 10)

  Kv = H0k, ( 11)

其中

  P = 0, 0, ,, h2
F ( X) T

  K0 =

1

- K 01 K a - K 02

 - K 02 K b - K 03

   w  w  w
   - K 0n- 1 K c - K 0n

    - 1 1 ( n+ 1)@ ( n+ 1)

,

其中

  K a = K 01+ K 02+ X2m( x 1) h
2
, K b = K 02+ K 03+ X2m( x2) h

2
,

  K c = K 0n- 1+ K 0n + X2m( xn- 1) h
2
;

  K =

1

- K 1 K d - K 2

 - K 2 K e - K 3

   w  w  w
   - K n- 1 K f - Kn

    - 1 1 ( n+ 1) @ ( n+ 1)

,

其中

  K d = K 1+ K 2+ X2m( x 1) h
2
, K e = K 2+ K 3+ X2m( x 2) h

2
,

  K f = K n- 1+ K n + X2
m( x n- 1) h

2
;

  H0 =

   0       0

- ( V01- V00)  ( V02 - V 01)

  - ( V 02- V01)   ( V03 - V 02)

    w w
  - ( V0n- 1- V0n- 2)  ( V 0n- V0n- 1)

     0    0 ( n+ 1) @ n

,

  V0 = V00, V 01, ,, V 0n
T
, V0i = V0( xi , X) ,

  v = v0, v 1, ,, vn T
, v i = v( xi , X) ,   i = 0, 1, 2, ,, n,

  k = k1, k2, ,, kn T
, ki = k ( x i- 1/ 2) ,

  K 0i = K 0( x i- 1/ 2) , K i = K 0( xi- 1/ 2) + k( xi- 1/ 2) ,   i = 1, 2, ,, n1 
由( 10)式和( 11)式,容易得到

  V0 = K
- 1
0 P,
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  v s = wK
- 1
H0k,

  w = 0, ,, 0, ws , 0, ,, 0 , ws = 1

而    v s = v ( x s, X) = G( X) - V0( x s, X) 1 
因此,取 X= Xj ( j = 1, 2, ,, M ; M > n) , 则有

  Y = E0k, ( 12)

其中, Y = G( X1) - V 0( x s, X1) , G( X2) - V0( x s , X2) , ,, G ( XM ) - V 0( x s, XM )
T
,

  E0 =

w [ K( X1) ]
- 1
H0( X1)

w [ K( X2) ]
- 1
H0( X2)

s

w [ K( XM ) ]
- 1
H0( XM ) M @ n

1 

在这里,当 M > n时, ( 12)式的求解可采用最小二乘法的思想,即求解方程

  E
T
0E0k = E

T
0 Y1 ( 13)

这样, ( 10)式和( 13)式就构成了求解扰动参数 k 的差分反演模型 1 应该指出的是, 方程
(13) 式是关于 k 的非线性方程, 即 K 中含有k 的分量,需采用迭代的方法求解1 迭代过程为

1) 取 k
(0)
= 0, 代入中 K ,求解(13) 式得到 k

(1)
;

2) 将 k
(1)
代入 K中,求解(13) 式得到 k

( 2)
;

3) 如此循环下去,直到收敛到稳定值1 

2  数 值模 拟

为了检验方法的可行性和有效性, 采用数值模拟的方法对反演模型进行验证1 数值模拟
的过程为:

1) 首先给定未知参数 k
*
( x ) 的准确形式,亦即给定K *

( x ) = K 0( x ) + k
*
( x ) 的准确形

式;

2) 将 K
*
( x ) 代入方程(3) 式, 利用类似(10) 式的求解方法,可得到 V( x s, Xj ) ( j = 1, 2,

,, M) 1 即生成数据
  G( Xj ) = V( x s, Xj ) ,   j = 1, 2, ,, M;

3) 给定初始参数值 K 0( x ) ;

4) 对选定的 X= Xj ( j = 1, 2, ,, M ) ,求解(10) 式,得到 V 0( x s, Xj ) ( j = 1, 2, ,, M) ;
5) 采用文中的迭代方法求解( 13)式,直到达到满意的精度为止;

6) 比较 K
*
( x ) 与 K ( x ) 比较, 以检验方法的可行性和有效性1 

由于( 13)式通常是一病态方程组, 需要采用特殊的处理技巧1 本文采用 Phillips的光滑方

法1 
典型的数值模拟结果见表 1和表 2所示1 
算例 1

  K
*
( x ) = 1- 0. 1cos( x ) ,   0 [ x [ P1 

模拟计算时,取 K 0( x ) S 1,

  x i = iP/ n,

    i = 0, 1, 2, ,, n; n = 10; Xj = 2Pj , j = 1, 2, ,, M ; M = 20, x s = P,

迭代 3次的结果见表 1所示1 
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表 1 算例 1的数值模拟结果

x i- 1/ 2 K * ( x i- 1/2) K ( x i- 1/2) | K * - K |

0. 157 1 0. 901 2 0. 909 2 0. 008 0

0. 471 2 0. 910 9 0. 922 6 0. 011 7

0. 785 4 0. 929 3 0. 935 1 0. 005 8

1. 099 6 0. 954 6 0. 946 7 0. 007 9

1. 413 7 0. 984 4 0. 956 1 0. 028 3

1. 727 9 1. 015 6 0. 965 3 0. 050 3

2. 042 0 1. 045 4 0. 975 6 0. 069 8

2. 356 2 1. 070 7 0. 994 1 0. 076 6

2. 670 4 1. 089 1 1. 025 4 0. 063 7

2. 984 5 1. 098 8 1. 072 2 0. 026 6

  算例 2

  K
*
( x ) = 1-

0. 1

1 + 25( x - 0. 5) 2
,   0 [ x [ 11 

模拟计算时,取 K 0( x ) = 1,

  x i = iP/ n,

    i = 0, 1, 2, ,, n; n = 10; Xj = 2Pj , j = 1, 2, ,, M; M = 20 和 x s = 1迭代 15

次的结果见表 2所示1 
表 2 算例 2的数值模拟结果

x i- 1/ 2 K * ( x i- 1/2) K ( x i- 1/2) | K * - K |

0. 05 0. 983 5 0. 989 1 0. 005 6

0. 15 0. 975 4 0. 966 6 0. 008 8

0. 25 0. 961 0 0. 945 6 0. 015 4

0. 35 0. 936 0 0. 928 6 0. 007 4

0. 45 0. 905 9 0. 918 7 0. 012 8

0. 55 0. 905 9 0. 918 3 0. 012 4

0. 65 0. 936 0 0. 927 9 0. 008 1

0. 75 0. 961 0 0. 944 9 0. 016 1

0. 85 0. 975 4 0. 964 1 0. 011 3

0. 95 0. 983 5 0. 979 9 0. 003 6

3  讨   论

通过数值模拟计算表明, 本文的方法是可行的和有效的1 
1) 本文方法中,附加测量条件的位置 x s不受任何限制,在实际应用时,可根据需要和条件

适当地迭取1 
2) X值的选取不同,直接影响求解过程的稳定性 1 适当地选取 X的离散值,可避免方程

( 13)式的病态问题1 否则需采用特殊的方法求解,如本文中采用 Phillips的光滑化方法,可取

得较好的效果1 

329波动方程的差分反演模型



3) 理论上讲,迭代过程的收敛性分析是比较复杂的1 通过大量的数值计算及分析,对扰

动参数较小的情况, 迭代过程一般都是收敛的1 所以, 本文的方法特别适用于力学中的结构微

小参数识别问题1 例如, 用于识别由于磨损、连接及缺陷等故障所引起的结构参数的微小变

化1 这时, 迭代初值可取 k
(0) U 01 如果没有任何先验知识, 可直接取 k

(0)
= 01 

4) 本文的方法中,由于直接利用微分方程的差分离散, 所以, 正、反演模型是对应的1 避
免了由于离散过程的不一致所带来的模型误差1 例如, 微分方程的离散精度与积分方程的离

散精度的不一致将导致数值模型的误差,从而使方程( 13)式的病态加剧1 这正是本文方法可
以迭代至收敛, 而以往的方法只能取一步迭代的重要原因之一1 
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Difference Inversion Model of a Wave Equation

WANG De-ming

( Depar tm ent of Ma thematics , Ha rbin Institute of Technolo gy , Ha rbin 150001, P . R . China )

Abstract: For calculating the coefficient function of a wave equation, a numerical iterative model was

derived from difference method and a perturbation assumption. The method has solved the disaccor-

dant problem of numerical precision between direct problem model and inverse problem model, and

its serial problems, in old method. Numerical simulation calculation shows that the method is feasible

and effective.
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