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美式利率期权的最佳实施边界的分析
X
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摘要 :  在 Vasicek 利率模型的假设下, 应用变分不等式方法分析了美式利率期权自由边界的性质1 

首先我们得到美式利率期权自由边界的下界, 然后把自由边界问题化为变分不等式, 通过引入惩

罚函数证明了该变分不等式解的存在唯一性, 最后证明了自由边界的单调性、有界性和 C ] 光滑

性1 
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引   言

美式期权, 能在到期日之前(包括到期日)的任何时刻实施, 这个提前实施的特征常导出一

个自由边界问题,它类似于物理中融化和凝固问题所引出的 Stefan问题(见文献[ 1-2] ) 1 
在本文中, 我们将考虑利率的看涨和看跌期权1 利率看跌期权的购买者预计利率将下降,

在到期日或期满前,美式利率看跌期权持有者实施期权获得收益为 max E- r , 0 , 其中 r 是

期权所依赖的瞬时利率, E 为敲定利率 1 利率看涨期权的购买者预计利率将上升, 在到期日
或期满前, 美式利率看涨期权持有者实施期权获得收益为 max r - E, 0 , 利率看跌期权的购

买者可在利率水平大幅下降时得到保护,而在利率上升时得益1 利率看涨期权的购买者可在
利率水平大幅上升时得到保护,而在利率下降时得益1 因此看跌利率期权是规避低利率的有
效工具,而看涨利率期权是规避高利率的有效工具1 这两种利率期权可以在投资组合中单独
或结合使用1 

我们要对利率期权进行定价, 首先必须建立描述利率变化趋势的模型1 在文献[ 3]中有大

量常用的利率模型, 一种常用的模型是由Vasicek于 1977年提出的Vasicek模型
[ 4]

:

  dr = ( a - br ) dt + RdX ,

其中 dX 是以0为期望,以 dt为方差的标准正态分布, a、b和R都是正常数, R是利率波动率 1 
这个模型有一个很好的性质, 即平均利率为常数 b/ a, 而且由于它比较容易处理, 利用它有可

能找到许多欧式利率期权的显式表达式,因此该模型在理论上很常用1 Vasicek模型中另一个

显著的特点是利率 r 有可能是负的1 
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构造一个无风险投资组合,利用 $-对冲原理,容易得到利率期权的价格 V( r , t ) 满足的偏

微分方程(见文献[ 5] )

  5 V
5 t +

1
2 R

2 52
V

5 r2
+ ( a - br )

5V
5r - rV = 01 

这个方程必须配以适当的终值条件才能得到解决1 在到期日,看跌利率期权收益为 V( r , T )

= (E - r)
+
, 看涨利率期权收益为 V( r , T) = ( r - E )

+ 1 
因为我们考虑的是美式利率期权, 持有者能在到期日之前的任何时刻实施,这使得期权的

价格不会低于立刻实施所得的收益1 而且期权的价格和其对 r 的微商必须连续的通过自由边

界, 即 V( r f( t ) , t ) = E- rf ( t ) , 5 rV( r f( t ) , t ) = - 11 这个事实和常见美式期权本质上是一致
的,它同样体现了美式利率期权的定价原则, 即期权持有人执行最佳实施策略,使得期权价位

达到极大 1 其中期权对 r 的导数的条件是高接触性条件(见文献[ 6] ) 1 
由于看跌利率期权和看涨利率期权的对称性, 本文我们仅讨论看跌利率期权问题1 当 r

\ E时, ( E - r )
+
= 0,此时持有者不能实施期权,因此在自由边界上( E - r )

+
= E - r1 在文

献[ 5]中作者已经推导了则美式利率看跌期权的自由边界模型:

  

5 tV +
1
2
R25 rrV + ( a - br )5 r V - rV = 0,   r f( t ) < r < + ] , 0 < t < U,

V > (E - r )
+
,   r f( t ) < r < + ] , 0 < t < T,

V( rf ( t ) , t ) = E - rf ( t ) ,

5 r V( r f ( t ) , t ) = - 1, V ( r, T ) = ( E - r )
+ 1 

( 1)

文献[ 5]中作者应用渐进展开方法分析了在到期日附近自由边界的性质,本文的目的是分析自

由边界 r f( t ) ( t I [ 0, T ] ) 的性质 1 有两种方法可以解决系统(1) 1 第 1种方法是引进 1个新

的未知函数 v( r , t ) = 5 tV( r , t ) ,并对系统(1) 关于 t求偏导数, 则 v ( r , t ) 是Stefan问题的 1个

解(见文献[ 7] ) 1 这种方法的使用有 1个限制条件,即收益函数的二阶导数没有奇点1 第 2种

方法是把问题( 1)变成 1个障碍问题(或变分不等式)

  

5 tV + R25 rrV/ 2+ ( a - br )5 rV - rV [ 0,   - ] < r < + ] , 0 < t < T ,

V \ ( E - r )
+
,

5 tV + R25 rrV/ 2+ ( a - br )5 rV- rV [ V - ( E - r )
+
] = 0,

V ( r, T ) = ( E - r )
+ 1 

( 2)

注意到当 r < 0且 | r | 足够大时, 美式利率看跌期权的持有者应该实施这张期权,即

  V( r , t ) = E - r   (当 r 足够小时)1 
另一方面

  5 t ( E - r ) + R25 rr ( E - r ) / 2+ ( a - br)5 r ( E - r) - r ( E - r ) =

    r
2
- ( E - b) r - a > 0   (当 r 足够小时)1 ( 3)

这与系统( 2)中的第 1个不等式相矛盾1 这个事实告诉我们, 在把自由边界问题( 1)变成障碍

问题( 2)之前,我们应该找到自由边界的下界 r* , 并且仅仅在区域 r > r * 上把(1) 式变成

(2) 式 1 由(3) 式我们猜测 r* 应该是代数方程 r
2
- ( E - b) r - a = 0的负根1 

在第 1节我们将找出自由边界的下界 r * ,且在区域 r > r * 上把自由边界问题(1) 变成

障碍问题(2) ; 第 2节我们证明障碍问题解的存在唯一性; 在第 3 节证明自由边界 r f ( t ) I

C
]
[- ] , T ) 且是严格单调增的1 
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1  自由边界的下界

由于问题( 1)是倒向的,故令 u ( r , t ) = V( r , T - t) 和 h( t ) = r f ( T - t) , (1) 式变成

  

5 tu - R25 rru / 2- ( a - br )5 ru + ru = 0,   h ( t ) < r < + ] , 0 < t [ T,

u > ( E - r )
+
,   h( t ) < r < + ] , 0 < t [ T ,

u( h ( t ) , t ) = E - h( t ) ,

5 ru ( h( t ) , t ) = - 1, u ( r , 0) = ( E - r )
+ 1 

( 4)

引理 1  设 ( u( r , t ) , h( t ) ) 是问题(4) 的解, h( t ) I C
2
(0, T ] , 则

  5 rru ( h( t ) , t ) \ 0,   t > 01 ( 5)

证明  由假设 h( t ) I C
2
(0, + ] ] ,则 5 tu 和 5 rru 是连续到自由边界 r = h( t ) , t I (0,

T ] (见文献[ 8-9] )1 假设结论(5) 不对,则存在 t 0 I (0, + ] ] ,使得5 rru( h ( t0) , t 0) < 01 
由于 5 ru( h ( t0) , t 0) = - 1,则存在 D> 0, 使得

  5 ru( r , t 0) < - 1,   对于 h ( t0) < r < h( t 0) + D1 ( 6)

由条件 u ( h( t 0) , t0) = E - h( t 0) 和( 6)式可得

  u( r , t0) < E - r ,   对于 h( t 0) < r < h ( t 0) + D,

这与 u( r , t ) \ ( E - r )
+ \ E - r 相矛盾1 

引理 2  在引理 1的假设条件下, 有

  r* [ h ( t ) [ r
*
,   t > 0, ( 7)

其中 r* 和 r
* 是代数方程 r

2
- ( E - b ) r - a = 0的2个根,即,

  r* =
E - b - ( E - b)

2
+ 4a

2 , r
*
=

E - b + ( E - b)
2
+ 4a

2 1 ( 8)

证明  自由边界条件 u( h ( t ) , t ) = E- h( t ) 两边关于 t 求偏导数,得

  5 ru( h ( t ) , t ) hc( t ) + 5 tu( h( t ) , t ) = - hc( t ) ,
由5 ru( h( t ) , t ) = - 1, 得

  5 tu( h( t ) , t ) = 01 ( 9)

在( 4)式的第 1个方程中令 r = h( t ) , 我们得到

  5 tu( h( t ) , t ) - R25 rru( h( t ) , t ) / 2 -
    ( a - bh( t ) )5 ru( h( t ) , t ) + h( t ) u( h ( t ) , t ) = 0,

利用( 9)式、( 4)式和( 5)式中的自由边界条件,我们有

  - h
2
( t ) + (E - b) h ( t ) + a \0,

因此

  r* [ h ( t ) [ r
* 1 

引理 2证完1 
如果我们定义

  u( r , t ) = E - r ,   r * [ r < h( t ) , 0 < t > 0,

则自由边界问题( 4)变成 1个障碍问题

  

Lu \ 0, u - (E - r )
+ \ 0, r * < r < + ] , 0 < t > 0,

[ Lu] [ u - ( E - r )
+
] = 0,

u( r , 0) = ( E - r )
+
,

u( r * , t ) = E - r * 1 

( 10)

371美式利率期权的最佳实施边界的分析



其中

  Lu = 5 tu - R25 rru/ 2- ( a - br )5 ru + ru,

r * 由( 8)式定义1 

2  问题( 10)解的存在唯一性

按照文献[ 10]中思想,构造惩罚函数 BE( t ) (见图 1) ,满足

  BE( t ) I C
2
(- ] , + ] ) , BE( t ) [ 0,

  BE(0) = - C0,

  Bc
E( t ) \ 0, Bd

E [ 0,

其中

  C0 = a - br* + ( E + 1) ( E - r * ) > 0, ( 11)

并且

  lim
Ey 0
BE( t ) =

0,    t > 0,

- ] ,   t < 01 

     图 1          图 2

同时我们定义 1个逼近 t
+ 的光滑函数 PE( t ) (见图 2)

  PE( t ) =

t ,    t \ E,

h ,   | t | [ E,

0,    t [ - E,

PE( t ) I C
]
, 0 [ Pc

E [ 1, Pd
E( t ) \0, lim

Ey 0
PE( t ) = t

+ 在 R上一致收敛1 

考虑( 10)式的逼近问题

  
LuE+ BE( uE- PE( E - r ) ) = 0,   r* < r < + ] , 0 < t [ T,

uE( r , 0) = PE( E - r ) , uE( r* , t ) = E - r* 1 
( 12)

记 8T = ( r * , + ] ) @ (0, T ] 1 

引理 3  对固定的 E> 0,非线性问题(12) 有唯一解 uE I W
2. 1
p , loc( 8T ) , 1 < p < + ] 1 且

  PE( E - r ) [ uE [ E - r * , ( 13)

  - C0 [ BE( uE- PE( E - r ) ) [ 0, ( 14)

其中 C0由( 11)式定义1 

证明  由于 8T 是无界区域,我们首先考虑问题(12) 在有界区域 8RT = ( r* , R) @ (0, T ] ,

PR > 0的定解问题:

  
LuE, R + BE( uE, R - PE( E - r ) ) = 0,   ( r , t ) I 8

R
T ,

uE, R( r , t ) = PE( E - r ) ,   在 5p 8RT 上,
( 15)
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其中 5p 8RT 是 8RT 的抛物边界1 
对固定的 E、R , 应用 Schauder 不动点定理(见文献[ 11] )可证明( 15)式有 1个解 uE, R I

W
2, 1
p ( 8RT ) , 1 < p < + ] 1 由于证明是标准的, 我们省略证明过程1 

现在我们证明 uE, R \ PE( E - r) 1 事实上

  LPE( E - r ) = -
1
2
R2 d2

dr2
PE( E - r) - ( a - br )

d
dr
PE( E - r ) + rPE( E - r ) =

    - R2Pd
E( E - r) / 2+ ( a - br ) Pc

E( E - r ) + rPE( E - r ) [

    a - br* + rPE( E - r) 1 
注意到当 E - r [ - E时,

  PE( E - r ) = 0,

当 E - r > - E时, r < E + E且

  E - r [ E - r * ,

  rPE( E - r ) [ ( E + E) PE( E - r* ) = ( E + E) ( E - r * ) ,

因此当 E [ 1时

  LPE( E - r ) [ a - br * + ( E + 1) ( E - r * ) = C0 = - BE(0) ,

故 PE( E - r ) 是问题(15) 的1个下解,因此 uE, R \ PE( E - r) 1 另一方面易得 E- r * 是问题

( 15)的 1个上解,则

  PE( E - r ) [ uE, R [ E - r * 1 ( 16)

由( 16)式的左边和 BE的定义,得

  - C0 [ BE( uE, R - PE( E - r ) ) [ 01 ( 17)

令 R y+ ] ,存在函数 uE( r , t ) I W
2, 1
p , lo c( 8T ) 和 uE, R 的 1个子列(仍记作 uE, R ) , 使得

  uE, R y uE,   (在 W
2, 1
p , loc( 8T ) 中弱) ,

且 uE( r , t ) 是问题(12) 的 1个解 1 在(16) 式和(17) 式中令 R y+ ] 得到( 13)和( 14)式1 
唯一性的证明是标准的, 我们省略证明1 

定理 1  问题( 10)有唯一解 u I C( �8T ) 1 且 PR > 0, PD> 0, u I W
2, 1
p ( 8RT \ BD( P0) ) ,

其中 P0 = ( E , 0) , BD( P 0) 是以 P 0为心, D为半径的圆盘1 且

  uE y u,   (在 8RT 中一致) , ( 18)

  ( E - r )
+ [ u [ E - r * , ( 19)

  5 tu \ 01 ( 20)

证明  P0 < A< 1,对问题(12) 应用 C
A, A/ 2

估计, 我们有

  | uE | CA, A/2( 8R
T
) [ C,

其中 C 与E无关,与 R有关1 因此 v u I C( �8T ) , 使得 uE y u ,在 C( �8
R
T ) 一致收敛 1 且 PR

> 0, PD> 0

  | uE | W2, 1

p
( 8

R

T
\ B

D
(p

0
)) [ C,

其中 C与E无关 1 因此存在 uE 的子列收敛到u,在 W
2, 1
p , loc( 8T ) 弱收敛1 下面证明 u是问题

( 10)的解1 
在 LuE \ 0中,令 E y 0, 得

  Lu \0   (在 8RT \ BD( P0) 中) 1 

由 R、D的任意性知
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  Lu \0   (在 8T 中) ,

又在( 13)式中令 Ey 0可得到( 19)式1 最后只要证

  Lu = 0   (在 u > ( E - r )
+ 中) 1 

事实上, P( r 0, t 0) I u > ( E - r )
+

,

  u( r0, t 0) > (E - r0)
+ 1 

于是 v D> 0,当 E充分小时,

  uE( r0, t 0) > PE( E - r0) + D,

从而当 E y 0时,

  BE( uE( r 0, t 0) - PE( E - r0) ) \ BE( D) y 0,

于是在 ( r 0, t 0) 点,在(12) 式的方程中令 Ey 0, 我们得到

  Lu = 0   (在( r0, t 0) 处) 1 

下面证明唯一性1 设 ( 10)式有 2 个解 u1 和 u2, 不妨设 u1 > u2 不为空集, 则在

u1 > u2 上

  u1 > u2 \ ( E - r )
+
,

于是

  Lu1 = 0   (在 u1 > u2 中) ,

  Lu2 \ 0   (在 u1 > u2 中) ,

所以

  L ( u1 - u2) [ 0   (在 u1 > u2 中) ,

  u1- u2 = 0     (在5p u1 > u2 上) ,

其中5p u1 > u2 是 u1 > u2 的抛物边界1 由下解的极大值原理知在 u1 > u2 上, u1- u2

[ 01 这与区域 u1 > u2 的定义相矛盾1 
最后我们证明( 20)式1 事实上 PD> 0,由(12) 式, vE( r , t ) = uE( r, t + D) 满足

  

LvE+ BE( vE- PE( E - r ) ) = 0,    r * < r < + ] , 0 < t [ T - D,

vE( r , 0) = uE( r, D) \ PE( E - r ) ,   (由(13) 式) ,

vE( r * , t ) = E - r * 1 
( 21)

对初边值问题( 12)和( 21)应用比较原理,我们有

  uE( r , t ) [ uE( r , t + D) ,   0 [ t [ T - D1 
令 Ey 0, 我们得到( 20)式1 

3  自由边界的性质

引理 4  若 u( r , t ) 是问题( 10)的解,则

  u( r , t ) > 0,   r \ r * , 0 < t [ T 1 ( 22)

证明  由

  

5 tu - ( R2
/ 2)5 rru - ( a - br)5 ru + ru \ 0,   r > r* , 0 < t [ T,

u( r , 0) = ( E - r )
+ \0,

u( r * , t ) = E - r * \ 0

及强极值原理 u( r , t ) > 0, t I (0, T ] 1 
下面我们讨论自由边界的性质1 定义持有区域

374 易  法  槐    彭  新  玲    陈  映  珊



  CR:= ( r , t ) I [ r * , + ] ) @ [ 0, T ] | u( r , t ) > ( E - r )
+

及实施区域

  SR:= ( r, t ) I [ r * , + ] ) @ [ 0, T ] | u( r , t ) = (E - r)
+ 1 

且基于( 20)式我们定义 1个函数

  F: [ r * , + ] ) y [ 0, T ] , F ( r ) = sup t | u( r , t ) = ( E - r )
+ 1 

定理 2  F ( r ) 是单调减的1 

证明  由( 20)式知

  SR = ( r, t ) | r* [ r < + ] , 0 [ t [ F( r ) 1 

下面证明 F( r ) 是单调减的 1 事实上,当 r \ E 时, ( E - r )
+
= 0, 由( 22)式我们得到

  F( r ) = 0,   r \ E 1 
因此 F( r 0) > 0时,有 r 0 < E1 定义 1个新函数 �u ( r, t ) 满足

  �u( r , t ) =
u( r , t ) ,   ( r , t ) I ( r 0, + ] ) @ [ 0, F( r 0) ] ,

E - r,   ( r, t ) I [ r * , r 0] @ [ 0, F( r 0) ] 1 

由于 ( r0, t ) | 0 [ t [ F ( r0) < SR, �u 和5 r�u 在[ r * , + ] ) @ [ 0, F( r0) ] 上连续 1 下面我们
证明 �u( r , t ) 是问题(10) 在区域[ r * , + ] ) @ [ 0, F ( r0) ] 上的解1 事实上

( a) �u( r , t ) \ ( E - r )
+
;

( b) �u ( r, 0) = ( E - r )
+
, �u ( r * , t ) = E - r * ;

( c) 在区域 ( r0, + ] ) @ [ 0, F ( r 0) ] 上,

  L�u = L u \ 0, (L�u) (�u - ( E - r )
+
) = ( Lu ) ( u - ( E - r )

+
) = 0

及在区域 [ r * , r0] @ [ 0, F ( r0) ] 上,

  ( L�u ) (�u - ( E - r )
+
) = 01 

下证在区域 [ r * , r 0] @ [ 0, F( r 0) ] 上, L �u \ 0事实上

  L�u = L ( E - r ) = - r
2
+ ( E - b ) r + a 1 

由于 ( r 0, t ) | 0 [ t [ F( r 0) < SR, 因此

  - r
2
+ (E - b) r + a \ 0,   r = r 0,

于是

  - r
2
+ (E - b) r + a \ 0,   r * [ r [ r0,

即

  L�u \ 0,   ( r , t ) I [ r* , r0] @ [ 0, F ( r 0) ] 1 
由( a)、( b)和( c)知 �u 是问题(10) 在[ r * , + ] ) @ [ 0, F ( r0) ] 上的解1 由( 10)式解的唯一

性得

  �u( r , t ) = u( r , t ) ,   ( r, t ) I [ r * , + ] ) @ [ 0, F ( r0) ] 1 
于是

  u = ( E- r )
+
,   ( r , t ) I [ r * , r 0] @ [ 0, F ( r0) ] ,

因此 [ r * , r0] @ [ 0, F ( r0) ] I SR, 于是

  F( r ) \ F ( r0) ,   r * [ r [ r 0,

故 F ( r ) 是单调减的1 

定理 3  F ( r ) 在 r | 0 < F( r ) < T 上严格单调减1 
证明  假设定理的结论不正确,则存在 r1 和 r2, r 1 < r 2, 使得 0 < F ( r1) = F( r 2) < T 1 
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记 t 0 = F ( r1) , 则

  u( r , t0) = E - r ,   r I [ r1, r2] ,

且

  5 tu -
R2

2
5 rru - ( a - br)5 ru + ru = 0,   ( r , t ) I ( r1, r2) @ [ t 0, T ] ,

则在水平段 t = t 0, r 1 [ r [ r 2 上,

  5 tu = R
25 rru/ 2+ ( a - br )5 ru - ru = r

2
- ( E - b ) r - a ,

而在重合集 SR 上,

  Lu = L ( E - r ) = - r
2
+ ( E - b) r + a \0,

则

  5 tu = r
2
- (E - b) r - a [ 0,   t = t 0, r 1 [ r [ r21 

显然

  r
2
- ( E - b ) r - a ¢ 0,

则在 t = t 0, r1 [ r [ r 2 上存在某点满足 5 tu < 0, 这与 (20) 式矛盾 1 因此 F( r ) 在

r | 0 < F( r ) < T 上严格单调减1 定理 3证完1 
根据定理 3的严格单调性, t = F( r ) 存在连续且单调减的反函数 r = h( t ) , 0< t < T 1 

注意到 F ( r) 的连续性等价于 h ( t ) 的严格单调性 1 而我们没有证明 F ( r ) 的连续性,因此下

面证明 h ( t ) 的严格单调性1 

定理 4  自由边界 r = h ( t ) 在(0, T ) 是严格单调减的,且 h( t ) I C
]
(0, T ] 1 

证明  假设 h ( t ) 不是严格单调减的, 则存在 t 1 和 t 2, 0 < t1 < t2 < T, 使得

  h( t ) = r0,   t 1 < t < t21 
则

  
Lu = 0,   ( r, t ) I ( r 0, + ] ) @ ( t 1, t 2) ,

u( r 0, t ) = E - r 0,   t 1 < t < t 21 
这个系统关于 t 求导,得到

  
Lut = 0,   ( r , t ) I ( r0, + ] ) @ ( t 1, t 2) ,

u t ( r 0, t ) = 0, u t \ ( ¢ )01 

由Hopf引理,得 ur t ( r 0, t ) > 0, t I ( t1, t 2)1 另一方面 ur ( r0, t ) = - 1, t I ( t 1, t 2) , 得 urt ( r 0,

t ) = 0, t I ( t 1, t2) , 矛盾 1 故 r = h ( t ) 是严格单调减的1 

基于( 20)式和 h( t ) 的连续性,应用文献[ 12] 中的方法,最后我们可得到 h( t ) 的 C
]
正则

性1 证明过程是标准的, 我们省略证明1 
由 h ( t ) 的单调性知lim

t y0
+
h( t ) 存在,定义

  h(0) = lim
t y 0

+
h( t ) 1 

定理 5

  h(0) =
E,   a \ bE,

r
*
,   a < bE ,

( 23)

其中 r
* 由( 8)式定义1 
证明  由于 u > 0,因此 h( t ) [ E ,故 h(0) [ E 1 
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情形 1: a \ bE,欲证 h(0) = E1 
假设 h(0) < E,则存在 D> 0, 使得

  Lu = 0,   h (0) < r < E , 0 [ t [ D

则在水平段 t = 0, h( 0) < r < E 上,有

  5 tu( r , 0) = ( R
2
/ 2)5 rr( E - r ) + ( a - br )5 r ( E - r ) - r ( E - r ) =

    r
2
- ( E - b) r - a1 

记

  f ( r ) = r
2
- ( E - b) r - a,

注意到当 r > ( E- b) / 2时, f
c
( r) = 2r - ( E- b) > 01 因此当( E - b ) / 2 < r < E时,5 tu( r ,

0) = f ( r ) < f ( E ) = bE - a [ 0,这与(20) 式相矛盾,因此 h(0) = E 1 

情形 2: a < bE 1 由(8) 式我们有 r
*
< E1 欲证 h(0) = r

* 1 由(7) 式我们首先有 h(0)

[ r
* 1 

另一方面如果 h(0) < r
*
,则存在 D> 0, 使得

  Lu = 0,   h (0) < r < r
*
, 0 [ t [ D1 

应用与情形1相同的方法, 得到

  5 tu( r , 0) = r
2
- (E - b) r - a = f ( r ) 1 

由 f ( r
*
) = 0, 得

  5 tu < 0,   h(0) < r < r
*
,

这与( 20)式矛盾1 故我们得到( 23)式1 
定理 6  自由边界不会碰到边界 r = r * , 即

  h( t ) > r* ,

其中 r* 由( 8)式定义1 

证明  根据定理 4, h( t ) I C
]
(0, T ] ,因此我们可以应用第1节中的所有结论 1 系统(4)

关于 t 求导,得到

  

Lut = 0,   h ( t ) < r < + ] , 0 < t < T,

5 tu( h( t ) , t ) = 0   (由(9) 式) ,

u t \ ( ¢ )01 
应用Hopf引理,得到

  5 rtu( h( t ) , t ) > 01 ( 24)

自由边界条件 ur ( h( t ) , t ) = - 1关于 t 求导,得到

  urr ( h( t ) , t ) hc( t ) + urt ( h ( t ) , t ) = 01 ( 25)

由( 24)式和( 25)式知 hc( t ) X 0, 故

  urr ( h( t ) , t ) =
- ur t ( h( t ) , t )

hc( t ) > 01 

由( 24)式和 hc( t ) < 0, 则在自由边界上

  0 = Lu | r= h( t ) = (5 tu - R25 rru/ 2- ( a - br )5 ru + ru) | r= h( t ) <

    ( a - br + ru) | r= h( t ) = - h
2
( t ) + ( E - b) h( t ) + a1 

由 r * 是 r
2
- ( E - b ) r - a = 0的负根,因此 h( t ) > r * 1 

注  因为实施边界 r f( t) = h(T - t) ,所以 r f( t) I C ] [ 0, T ) , 且
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  r * < r f( t) [ min E , r * ,

r f( t) 在[ 0, T ] 上严格单调增1 
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Analysis of the Exercise Boundary of an American

Interest Rate Option

YI Fa- huai,  PENG Xin-ling,  CHEN Ying- shan

( School of Mathem atical Scien ces , South Chin a Norma l Univ er sity ,

Guan gzhou 510631, P . R . China )

Abstract: By applying the variational inequality technique, the behavior of the exercise boundary of

the american-style interest rate option is analyzed under the assumption that the interest rates obey a

mean-reverting random walk as given by the Vasicek model. The monotonicity, boundedness and C ] -

smoothness of the exercise boundary are proved.

Key words: interest rate option; exercise boundary; variational inequality
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