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摘要 : � 用平面动力系统方法研究由 M.Wadati提出的一类可积非线性发展方程的精确行波解, 获

得了该方程的扭波、反扭波解, 周期波解和不可数无穷多光滑孤立波解的精确的参数表达式, 以及

上述解存在的参数条件��
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引 � � 言

1980年,Miki Wadati等人
[ 1]
研究了以下的可积非线性发展方程:

� � qt - 2(1/ 1 + q ) xxx = 0�� ( 1)

他们发现通过变换 r = 1- (1 + q )
- 1/ 2

, 方程( 1)可化为方程

� � rt + (1- r)
3
rxxx = 0�� ( 2)

应用反散射方法,作者们得到方程( 1)的一个精确的�单孤子�解和方程( 2)的一个精确的�尖孤

子�解��

据本文作者所知,方程( 1)和( 2)所确定的行波解的动力学行为至今尚未有文献讨论�� 本
文将用动力系统方法研究方程( 1)的所有的精确行波解�� 我们要证明, 当波速 c > 0时, 方程

(1) 恰有一个扭波解、一个反扭波解和无穷多的孤立波解�� 当波速 c < 0时, 方程( 1)有无穷多

的周期波解��
令 q ( x , t ) = �( x - ct ) = �( �) ,其中 �= x - ct , c 表示波速,代入方程(1) 并关于 �积

分1次,取积分常数为 0,我们得到

� � d2�
d�2

= c �(1+ �) 3/ 2+
3( ��) 2

2(1 + �)
�� ( 3)

再令 �� = y , 可得以下平面自治系统

� � d �
d�

= y ,
dy
d�

= c �(1+ �)
3/ 2

+
3y 2

2(1 + �)
�� ( 4)
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该系统有首次积分

� � H ( �, y ) =
y
2

(1+ �)
3 -

4c(2+ �)
1+ �

= h �� ( 5)

显然,系统( 4)是有奇直线 � = �s �- 1的奇行波系统(见Li和 Dai的文献[ 2]和文献[ 3-4] ) ��

其对应的伴随正则系统是

� � d �
d�

= y (1+ �) ,
dy
d�

=
3
2

y
2
+ c �(1 + �) 5/ 2, ( 6)

其中当 � �- 1时, d�= (1 + �)d��� 直线 � = �s � - 1变成了系统( 6)的 1条不变直线解��

注意,在方程( 2)中令 r( x , t ) = �( x - ct ) = �( �) , 可得关系

� � �( �) = 1-
1

1+ �( �)
或

� � �( �) =
1

(1 - �( �) )
2 - 1��

1 � 方程( 4)和( 6)的的轨道的平面相图

因为系统( 4)和( 6)有相同的不变曲线解,以下我们研究系统( 6)的动力学性质�� 系统( 6)

存在 2个平衡点 O(0, 0)、S(- 1, 0)�� 方程(6) 的线性化系统的系数矩阵在原点 O(0, 0) 的行

列式为 J (0, 0) = - c;在平衡点 S(- 1, 0) 的的行列式为 J (- 1, 0) = 0�� 根据平面动力系统理

论,对于平面可积系统(6) 的平衡点,若 J < 0,则它是鞍点;若 J > 0, 则它是中心;若 J = 0并

且平衡点的Poincar�指标为 0,则该平衡点是尖点,否则该平衡点是其他的高次平衡点��

记 h0 = H (0, 0) = - 8c�� 通过定性分析并考虑由H ( �, y ) = h 所确定的水平曲线的性

质,我们得到由图 1所示的两个平面相图��

( a) c > 0 情形 ( b) c < 0 情形

图 1 � 系统( 4)和(6)的轨道的平面相图

根据图1所示的两个平面相图, 我们得到以下结论:

命题 1 � 设 c > 0��
1) 对应于由H ( �, y ) = h, h � (- � , - 8c) 所定义的曲线,系统(6) 存在无穷多的同宿到

平衡点 S (- 1, 0) 的同宿轨道�� 这些同宿轨道的存在意味着方程( 1)具有无穷多的孤立波解��
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2) 对应于由H ( �, y ) = - 8c所定义的曲线,系统(6) 存在连接平衡点S (- 1, 0) 和 O(0, 0)

的两异宿轨道�� 这些异宿轨道的存在意味着方程( 1)具有一个扭波解和一个反扭波解��

命题 2 � 设 c < 0�� 对应于由H ( �, y ) = h , h � (8 | c | , � ) 所定义的曲线,系统( 6)存在无

穷多的周期轨道�� 这些异宿轨道的存在意味着方程( 1)具有不可数无穷多的光滑周期波解��

2 � 方程( 1)和( 2)的精确行波解

本节利用系统( 4)的第 1个方程和首次积分( 5) ,我们计算命题 1和 2中所述的方程( 1)和

( 2)的精确行波解��

由H ( �, y ) = h 和变量代换 �= 1 - 1/ 1+ �可得

� � y
2
= h(1+ �)3 + 4c(2+ �) (1 + �) 5/ 2 =

4c(1- �)2 + h(1 - �) + 4c

(1 - �) 7
�� ( 7)

2. 1 � c > 0情形

( � ) 首先计算扭波解和反扭波解的参数表示�� 在式( 7)中取 h = - 8c,由系统(4) 的第 1

个方程和 d� = - 2d�/ (1 - �) 3, 我们得到

� � �= ��
�

0. 5

d�
y

= � 1

c�
�

1- 2/ 3

1- �d�
�

=

� � � � �
2

c
[ arcoth 1 - �- 1- �] + A 0 ,

其中 � � A 0 =
2

c
arcoth

2
3

1/ 4

-
2
3

1/ 4

��

引入新变量 � , 从上面的积分可得方程( 1)的解

� � �( � ) = tanh
4
� - 1, �( � ) = � 2

c
[ � - arcoth � + A 0] �� ( 8)

于是,方程( 2)有以下的精确行波解

� � �( � ) = coth2 � , �( � ) = � 2

c
[ � - coth � + A 0] �� ( 9)

注意,式( 8)和( 9)中的函数 �( � ) 在 � = 0是不连续的,我们必须分别在 � � (- � , 0) 和(0,

� ) 考虑函数 �( � ) ��
( � ) 现计算孤立波解的参数表示�� 令 z = 1 - �,从式(7) 可见,当 h � (- � , - 8c) , y

可表示为

� � y
2
=

4c[ z 2+ hz / (4c) + 1]

z
7 =

4c

z
7 ( z - a) z -

1
a

, ( 10)

其中 a = a( h) = (8c)- 1
(- h + h

2
- 64c2) , ( a( h) )

- 1
= (8c)- 1

(- h - h
2
- 64c2) �� 由

系统( 4)的第 1个方程可得(见文献[ 5] )

� � �=�
�

�
2

d �
y

=
1

c�
z

a( h)

zdz

( a( h) - z ) (1/ ( a( h) ) - z ) z
=

� � � � 2

a( h ) a( h) c
( a

2
( h) - 1)� arcsin

z - a( h)
z - 1/ ( a( h ) )

, 1, k +

� � � � arcsinh
z - a( h)

z - 1/ ( a( h) ) , k
, ( 11)
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其中 k = 1/ ( a( h) ) , � (�, 1, k ) 是模为 k 的第三类不完全椭圆积分��

引入新变量 � , 从上面的积分可得方程( 1)和( 2)的解分别为

� �
�( � ) =

cn4( � , k)

a
2dn4( � , k )

- 1,

�( � ) =
2

a
3/ 2

c
[ � + ( a

2
- 1) �( arcsin( sn( � , k) ) , 1, k) ]

( 12)

和

� �

�( � ) = 1 -
adn

2
( �, k )

cn
2
( � , k)

,

�( � ) =
2

a
3/ 2

c
[ � + ( a

2
- 1) �( arcsin( sn( � , k) ) , 1, k) ] ��

( 13)

2. 2 � c < 0情形

此时,式( 7)可表示为

� � y
2
=

4 | c |

(1 - �) 7
- (1- �) 2+

h
4 | c |

(1- �) - 1 =

� � � � 4 | c |
z
7 ( b - z ) z -

1
b

, ( 14)

其中 b = b ( h) = (8 | c | )
- 1

( h + h
2
- 64c2) �� 由系统( 4)的第 1个方程可得

� � �=�
�

�
2

d �
y

=
1

c�
b( h)

z

zdz

( b( h) - z ) ( z - 1/ ( b( h) ) ) z
=

� � � � 2b2 b

c ( b
2
- 1)

E arcsin b ( b - z )
b
2
- 1

, k =

� � � � 2b2 b

c ( b
2
- 1)

E arcsin
b ( b 1 + �- 1)

( b
2
- 1) 1 + �

, k , ( 15)

其中 k
2
= ( b

2
- 1) / b

2�� 式( 15)是方程( 1)的所有周期波解的隐型精确参数表示��
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Exact Traveling Wave Solutions for an Integrable Nonlinear

Evolution Equation Given by M. Wadati
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Abstract: By using the method of dynamical systems, the travelling wave solutions of for an inte-

grable nonlinear evolution equation was studied. Exact explicit parametric representations of kink and

ant-i kink wave solutions, periodic wave solutions and uncountably infinite many smooth solitary wave

solutions are given.

Key words: solitary wave solution; kink wave solution; ant-i kink wave solution; periodic wave solu-

tion; nonlinear evolution equation
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