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一维六方准晶中带双裂纹的椭圆
孔口问题的解析解
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摘要:  利用复变函数方法, 通过构造保角映射,研究了一维六方准晶中带双裂纹的椭圆孔口的反

平面剪切问题 ,给出了Ó型裂纹问题的应力强度因子, 在极限情形下, 不仅可以还原为已有的结

果,而且求得一维六方准晶中带双裂纹的圆形孔口问题、十字裂纹问题在裂纹尖端的应力强度因

子1 
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引   言

准晶是近二十年来被发现的一种新的固体结构和新材料,其弹性问题的刻画不仅需要描

写晶格振动的声子场,还需要刻画原子准周期排列的相位子场, 而且二者是相互耦合的1 自准

晶被发现以来, 关于准晶各方面问题的研究已取得了若干重要成果
[ 1-10] 1 对于准晶的缺陷,由

于它和准晶材料的应用密切相关, 所以也吸引了许多学者的注意, 如准晶中运动裂纹的研

究[ 11]、准晶狭长体中单裂纹问题[ 12]以及双裂纹问题[ 13]的研究、准晶中位错问题的研究[ 14]、准

晶中裂纹与位错的相互作用[ 15]等1 由于多裂纹问题的解析解对分析工程断裂问题具有重要
意义,故本文将讨论一维六方准晶中带双裂纹的椭圆孔口问题1 

1  基 本公 式

在一维六方准晶中, 用 u1、u2、u3表示声子场位移分量, v 表示相位子场位移分量,

  [ Eij , w j ] = [ E11, E22, E33, 2E23, 2E31, 2E12, w 3, w 1, w2] ,

  [ Rij ,H j ] = [ R11, R22, R33, R23, R31, R12, H 3, H 1,H 2]

分别表示声子场及相位子场的应变以及应力分量1 由文献[ 12]知, 一维六方准晶中的广义

Hooke定律为

R11 = C11E11+ C12E22+ C13E33+ R 1w3, R22 = C12E11+ C11E22+ C13E33+ R 1w3,

R33 = C13E11+ C13E22+ C33E33+ R 2w3, R23 = R32 = 2C44E23+ R 3w2,
( 1a)
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R31 = R13 = 2C44E31+ R3w 1, R12 = R21 = 2C66E12, H 1 = 2R 3E31+ K 2w1,

H 2 = 2R 3E23+ K 2w2, H 3 = R1( E11+ E22) + R2E33+ K1w 31 
( 1b)

其中 Cij 与K i分别为声子场与相位子场独立弹性常数,而R i为耦合的声子场-相位子场弹性常

数,且 C66 = ( C11- C 12) / 21 几何方程为
  Eij = (5 ju i + 5 iuj ) / 2, wj = 5j v, ( 2)

其中   5j ui = 5u i /5 xj ,   i , j = 1, 2, 31 
不计体力情况下,平衡方程为

  
51R11+ 52R12+ 53R13 = 0, 51R21+ 52R22+ 53R23 = 0,

51R31+ 52R32+ 53R33 = 0, 51H 1+ 52H 2+ 53H3 = 01 
( 3)

公式( 1) ~ ( 3)就是一维六方准晶弹性理论的基本方程1 

取准周期方向为坐标轴 x 3方向, 则当裂纹穿透一维六方准晶的准周期方向时, 由准晶体

的几何对称性知,变形不随自变量 x 3 变化,即

  53ui = 0, 53 v = 0, 53Rij = 0, 53H j = 0,   i , j = 1, 2, 31 ( 4)

把式( 4)代入式( 1) ~ ( 3) , 则以上问题可以转化为两个独立的问题,其中一个问题可以按

照经典的弹性理论求解, 这里不再讨论1 另一个问题为
  R23 = R32 = 2C44E23+ R3w 2, R31 = R13 = 2C44E31+ R3w 1, ( 5)

  H1 = 2R3E31+ K 2w 1, H 2 = 2R3E23 + K 2w 2, ( 6)

  51R31+ 52R23 = 0, 51H 1+ 52H 2 = 0, ( 7)

  E3j = Ej 3 = 5 ju3/ 2, w j = 5 j v,   j = 1, 21 ( 8)

这是声子场-相位子场耦合的反平面弹性问题1 
把式( 8)代入式( 5)、( 6)后,再代入式( 7)可得

  C44¨2
u3 + R3¨2

v = 0, R 3¨2
u3+ K 2¨2

v = 0,

其中   ¨2
= 52

/5x 2
1+ 52

/5x 2
21 

当 C44K 2- R
2
3 X 0时,有

  ¨2
u3 = 0, ¨2

v = 01 ( 9)

公式( 9)说明,该反平面问题最终可化为两个调和方程求解1 由复变函数理论可知, u3和

v 可表为两个解析函数的实部或虚部,不妨设

  u3 = ReU1( z ) , v = ReW1( z ) , ( 10)

其中 Re代表复变函数的实部, z = x 1+ ix 21 

2  一维六方准晶中带双裂纹的椭圆孔口问题的应力场

一维六方准晶椭圆孔的长半轴为 a,短半轴为 b,裂纹长为 c - a,建立如图 1所示的坐标

系,并假设 x3 轴方向为准周期方向,且裂纹穿透准周期方向1 由准晶体的几何构型知,该问题

为准晶二维弹性问题,方程( 9)为其控制方程1 由式( 3)和( 4)知, 此时的平衡方程简化为

  51R11+ 52R12 = 0, 52R21+ 52R22 = 0, 51R31+ 52R32 = 0, 51H 1+ 52H 2 = 01 ( 11)

图1所示反平面问题的带双裂纹的椭圆问题具有如下边界条件:
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x
2
1+ x

2
2 y ] : R32 = p , R31 = H 2 = H 1 = 0,

x
2
1

a
2 +

x
2
2

b
2 = 1: R32 = 0, H 2 = 0,

- c < x1 < - a, x 2 = 0: R32 = 0, H 2 = 0,

a < x 1 < c, x 2 = 0: R32 = 0, H 2 = 01 

( 12)

线弹性理论分析的结果表明, 如果准晶在无穷远处不受外应力, 而仅在椭圆孔口及其所带

裂纹的表面受 R32 = - p 作用,则这两个问题所得结果除去一个常数项外是等价的1 现在考虑
这后一问题,其边界条件为

  

x
2
1+ x

2
2 y ] : R32 = R31 = H 2 = H 1 = 0,

x
2
1

a
2 +

x
2
2

b
2 = 1: R32 = - p , H 2 = - q,

- c < x1 < - a, x 2 = 0: R32 = - p , H 2 = - q,

a < x 1 < c, x 2 = 0: R32 = - p , H 2 = - q1 

( 13)

图 1  一维六方准晶中带双裂纹的椭圆孔口

下面用复变函数方法求解上述反平面问题的边值问

题( 9)与式( 13) 1 

令 z = x 1+ ix2, i= - 1, 若f ( z ) 为解析函数,

则有

  5f
5x 1

=
df
dz

,
5f
5x2 = i

df
dz

1 ( 14)

若

  f ( z ) = P ( x 1, x 2) + iQ( x 1, x 2) =

    Ref ( z ) + iImf ( z )1 ( 15)

则依 Cauchy-Riemann关系,有

  5P
5x 1

=
5Q
5x 2

,
5P
5x 2

= -
5Q
5x 1

1 ( 16)

把式( 8)代入式( 5)、( 6) ,再利用式( 10)、( 14) ,有

  

R23 = R32 = C44
5
5x 2

ReU1+ R3
5
5x 2

ReW1,

R31 = R13 = C44
5
5x 1

ReU1+ R3
5
5x 1

ReW1,

H 1 = K 2
5
5x 1

ReW1+ R3
5
5x 1

ReU1, H 2 = K 2
5
5x 2

ReW1+ R3
5
5x2

ReU11 

( 17)

利用式( 16) ,上式可写为

  R31- iR32 = C 44U
c
1+ R3 W

c
1, H 1- iH 2 = K 2 W

c
1+ R3U

c
1, ( 18)

其中 Uc1= dU1/ dz , W
c
1= dW1/ dz1 由式(18)有 R23= R32= - Im( C44 U

c
1+ R3 W

c
1) , H 2= - Im( K 2 W

c
1

+ R3U
c
1) ,而对任意的复函数 f ( z ) , 有 Imf ( z ) = (f - �f ) / 2i, 从而有

  
R23 = R32 = -

1
2i
[ C44( U

c
1- U

c
1) + R3( W

c
1 - W

c
1) ] ,

H 2 = -
1
2i
[ K 2( W

c
1- Wc1) + R3( U

c
1- Uc

1) ] 1 
( 19)

如果用 L 表示带双裂纹的椭圆孔,则式( 13)可表为
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C44( U

c
1- Uc

1) + R 3( W
c
1- Wc

1) = 2p i,

K 2( W
c
1- Wc1) + R3( U

c
1 - Uc1) = 2q i,

  z I L 1 ( 20)

作保角映射

z = X(F) =
a + b
2

2( d2
+ 1) (1+ F2) + ( d

2
- 1) (1+ F) 4+ 2k (1- F2) 2+ (1- F) 4

8dF
+

  a - b
2

8dF

2( d2
+ 1) (1 + F2) + ( d

2
- 1) (1+ F) 4+ 2k (1- F2) 2+ (1- F) 4

, ( 21)

其中

  d =
c + c

2
- a

2
+ b

2

a + b
, k =

d
4
+ 6d2

+ 1

( d
2
- 1) 2

1 ( 22)

则该映射把 F平面的单位圆盘保角映射到z 平面上带双裂纹的椭圆孔外部的区域, 单位圆周 S

变成了带双裂纹的椭圆孔L , 且有 X
- 1
( c) y 1, X

- 1
( b i) y- i, X

- 1
(- c) y- 1, X

- 1
(- b i) y i,

同时把 a的上岸映到点A 2(2d / ( d
2
+ 1) , - ( d

2
- 1) / ( d2

+ 1) ) ,把 a的下岸映到点A 1(2d / ( d
2

+ 1) , ( d2
- 1) / ( d2

+ 1) ) , 如图 2所示1 

图 2 含带双裂纹的椭圆孔口的无限大平面到单位圆盘的映射

令 U( F) = U1( z ) = U1( X(F) ) , W(F) = W1( z ) = W1( X(F) ) , 则有

  Uc1( z ) = Uc(F) / Xc( F) , Wc1( z ) = Wc(F) / Xc( F) 1 ( 23)

将式( 23)代入式( 20) , 整理后将单位圆上的点 FS R = e
iH
代入,得

  Uc( R) - Xc( R)
Xc( R)

Uc( R) +
R3

C44
Wc( R) - Xc( R)

Xc( R)
Wc( R) =

2p i
C44

Xc( R) ,

  Wc( R) - Xc( R)
Xc( R)

Wc( R) +
R3

K 2
Uc( R) - Xc( R)

Xc( R)
Uc( R) =

2q i
K 2

Xc( R) 1 

以上两式两端各乘以 dR/ 2Pi( R- F) 之后,沿单位圆周 S积分,得

  1
2PiQS

Uc( R)
R- F

dR-
1
2PiQS

Xc( R)
Xc( R)

Uc( R)
R- F

dR+
R 3

C44

1
2PiQS

Wc( R)
R- F

dR-

    
R3

C44

1
2PiQS

Xc( R)
Xc( R)

Wc( R)
R- FdR =

2p i
C44

1
2PiQS

Xc( R)
R- FdR, ( 24)

  1
2PiQS

Wc( R)
R- F

dR-
1
2PiQS

Xc( R)
Xc( R)

Wc( R)
R- F

dR+
R3

K 2

1
2PiQS

Uc( R)
R- F

dR-

    
R3

K 2

1
2PiQS

Xc( R)
Xc( R)

Uc( R)
R- F

dR =
2q i
K 2

1
2PiQS

Xc( R)
R- F

dR1 ( 25)

由于 Uc( F) 与 Wc(F) 在单位圆 S内解析, 从而由复变函数的 Cauchy 积分定理有

  1
2PiQS

Uc( R)
R- F

dR= Uc(F) , 1
2PiQS

Wc( R)
R- F

dR = Wc(F) ,   | F| < 11 ( 26)

由公式( 21) ,得

  Xc( F) = (1 - F2) ( d
2
+ 1) +

( d
2
- 1) ( 1+ k ) (1 + F2)

(1 + F)
4
+ 2k (1- F

2
)
2
+ (1 - F)

4 @

442 郭   俊   宏    刘   官   厅



    -
a + b

8dF2
+ 8d( a - b) / [ 2( d2

+ 1) (1+ F2) +

    ( d
2
- 1) (1+ F) 4 + 2k (1- F2) 2+ (1- F) 4 ] 2 1 ( 27)

由式( 27) ,并注意到 �R = 1/ R,得 Xc( R) / Xc( R) = - 1/ R
21 

由于 Uc( F) 与 Wc(F) 在单位圆内(即 | F| < 1) 解析, 故可展成如下的Taylor 级数

  Uc( F) = 6
]

n= 0
anF

n
, Wc( F) = 6

]

n = 0
bnF

n
,   | F| < 11 

而式( 24)与式( 25)中的 Uc( R) 与Wc( R) 可视为

  Uc 1
F = 6

]

n = 0
an

1
F

n

与 Wc 1
F = 6

]

n= 0
bn

1
F

n

的边值(在单位圆 S上的值) , 所以式( 24)与式( 25)中的

  Xc( R)
Xc( R)

Uc( R)与 Xc( R)
Xc( R)

Wc( R)

是单位圆外(即 | F| > 1) 的解析函数

  -
1

F2
Uc 1

F
与-

1

F2
Wc 1

F
的边值1 由无穷远处的 Cauchy积分公式, 对于 | F| < 1, 有

  1
2PiQS

Xc( R)
Xc( R)

Uc( R)
R- F

dR =
1
2PiQS

Xc( R)
Xc( R)

Wc( R)
R- F

dR = 01 ( 28)

把式( 28)和式( 27)代入式( 24)以及( 25) ,可得

  
Uc( F) +

R3

C44
Wc(F) =

2p i
C44

1
2PiQS

Xc( R)
R- F

dR,

Wc( F) +
R 3

K 2
Uc(F) = 2qi

K 2

1
2PiQS

Xc( R)
R- F

dR1 
( 29)

由式( 27)知, Xc(F) 在单位圆外(即 | F| > 1) 解析, 在单位圆外及圆周上(即 | F| \ 1) 连续,

所以利用无穷远处的 Cauchy 积分公式有

  1
2PiQS

Xc( R)
R- FdR = Xc( ] ) =

( d
2
+ 1) ( a + b )

4d =
def

F (F) 1 ( 30)

将式( 30)代入式( 29)得

  Uc( F) +
R3

C 44
Wc( F) =

2p i
C44

F( F) , Wc( F) +
R3

K 2
Uc( F) =

2q i
K2

F( F)1 ( 31)

由上式可得

  Uc( F) = 2i
pK 2- qR3

C44K 2- R
2
3
F( F) , Wc(F) = 2i

qC44- pR3

C44K 2- R
2
3
F (F)1 ( 32)

利用式( 23) ,有

  

Uc1( z ) =
Uc( F)
Xc(F) =

2i( pK 2- qR3)

C44K 2- R
2
3

F (F)
Xc(F) ,

W
c
1( z ) =

Wc( F)
Xc( F) =

2i( qC44- pR3)

C44K 2 - R
2
3

F (F)
Xc(F) 1 

( 33)

将上式代入式( 18) ,得

  R31- iR32 = 2p i
F (F)
Xc( F) , H 1- iH 2 = 2q i

F( F)
Xc( F) 1 ( 34)
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这表明应力分布与材料常数无关, 这一点与经典弹性理论一致1 解此方程组,便可得到应

力 R31、R32、H 1、H 21 由于表达式冗长, 故略去.为了得到 z 平面上的应力函数, 还需将式(21)的

反演 F= X- 1
( z ) 代回到( 33)式便可得到应力函数1 

3  应力强度因子的计算

我们知道, 裂纹端点往往是造成材料破坏的起点, 而应力强度因子可以反映裂纹尖端附近

应力的强弱程度,所以求解和测定材料的应力强度因子是非常重要的1 由文献[ 12]知, F平面

上应力强度因子的计算公式为

  K
+
Ó = lim

FyF
1

2 Pp
F (F)
Xd( F)

, K
L
Ó = lim

FyF
1

2 Pq
F (F)
Xd( F)

, ( 35)

其中 F= F1为与裂纹顶端对应的点1 
由式( 27)可知

  Xd( F) y ( d
2
+ 1) [ ( d 2

- 1) a + ( d
2
+ 1) b ]

2d ( d
2
- 1)

,   Fy 11 ( 36)

又由式( 30)有

  F( F) y ( d
2
+ 1) ( a + b)

4d
,   Fy 11 ( 37)

从而有

  F( F)
Xd(F)

y ( a + b) 2( d
4
- 1)

4 d [ ( d
2
- 1) a + ( d

2
+ 1) b]

,   Fy 11 ( 38)

把式( 38)代入式( 35) , 可得在 F= 1处声子场与相位子场的Ó型应力强度因子分别为

  K
+
Ó = lim

Fy 1
2 Pp F (F)

Xd( F)
=

p ( a + b ) P( d
4
- 1)

2d [ ( d2
- 1) a + ( d

2
+ 1) b]

, ( 39)

  K
L
Ó = lim

Fy 1
2 Pq

F (F)

Xd( F)
=

q ( a + b ) P( d4
- 1)

2d [ ( d2
- 1) a + ( d

2
+ 1) b]

1 ( 40)

这就是一维六方准晶中带双裂纹的椭圆孔口在裂纹端点处的应力强度因子1  

4  关于应力强度因子的一些讨论与结论

以上我们已求出了一维六方准晶中带双裂纹的椭圆孔口在裂纹尖端处的Ó型应力强度因

子1 下面我们对这一结果做进一步讨论:

1) 在式( 39)和式( 40)中,令 b y 0时, 则

  K
+
Ó = p Pc , K

L
Ó = q Pc1 

这就是一维六方准晶中 Griffith裂纹在裂尖的应力强度因子,与文献[ 12]中的结果完全一致1 

2) 在式( 39)和式( 40) , 令 a y 0时, 则

  K
+
Ó = p Pc , K

L
Ó = q Pc1 

这是无限大区域内一维六方准晶中十字裂纹在裂尖的应力强度因子,此结果为本文首次得到1 

该结果表明,水平裂纹中心处具有对称垂直裂纹的准晶体,如果受纵向剪切载荷时, 垂直裂纹

并不影响水平裂纹尖端的应力强度因子,其结果与 Griffith裂纹情形相同1 如图 3所示1 
3) 在式( 39)和式( 40)中,令 a y b 时, 则
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图 3 十字裂纹 图 4 带双裂纹的圆形孔口

  K
+
Ó = p Pc 1 - b

4

c
4 , K

L
Ó = q Pc 1- b

4

c
4 1 

这就是无限大区域内一维六方准晶中带双裂纹的圆形孔口在裂尖的应力强度因子, 这也是本

文首次得到的一个结果(如图 4) 1 从这里可以看出,含具有对称裂纹的圆孔的准晶体, 当受纵

向剪切载荷时, 其裂纹尖端的应力强度因子不仅与圆孔的半径有关, 而且与裂纹长度有关1 

特别地,当 b y 0时, K
+
Ó = p Pc, K L

Ó = q Pc 1 同样得到文献[ 12]给出的 Griffith裂纹的情

形1 
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Analytic Solutions of Problem About an Elliptic

Hole With Two Straight Cracks in

One-Dimensional Hexagonal Quasicrystals

GUO Jun-hong,  LIU Guan-ting

( College of Mathem atics Scien ce , Inner Mon golia Norm al Un iver sity ,

Huhhot 010022, P . R . China )

Abstract: By means of the complex variable function method and using the technique of conformal

mapping, the ant-i plane shear problem about an elliptic hole with two straight cracks in one-dimen-

sional hexagonal quasicrystals was investigated and the solution of the stress intensity factor( SIFs) of

mode Ó was found out. Under the condition of limitation, not only the known result can be obtained

but also the solutions of the SIFs at the crack tip to a circular hole with two straight cracks and a

cross crack in one-dimensional hexagonal quasicrystals are found out.

Key words: quasicrystal; elliptic hole with two straight cracks; cross crack; SIFs; complex variable

function method

446 郭   俊   宏    刘   官   厅


