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材料各向异性对热弹性接触问题的影响
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摘要 :  研究一个绝热刚性冲头和各向异性弹性传热半空间之间的稳态平面接触问题1 由于冲头

在半空间表面上的滑移,在接触区域内摩擦生热 ,并且热辐射到接触区域之外的区域1 利用 Four-i

er积分变换,将问题简化为两个奇异积分方程构成的方程组1 利用 Gauss- Jacobi梯形求积公式, 数

值地求解该方程组1 给出了各向异性和热效应的图例1 

关  键  词:  横观各向同性介质;  Fourier变换;  摩擦热;  冲头;  热辐射;  奇异积分方程;
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引   言

当两个固体间接触时,确定介质中的应力状态, 已有多年的研究,通常将此类问题称为接

触问题1 接触问题是固体力学中一个重要的课题,从接触意义上考虑,解决荷载在变形体上的

作用,是该类问题的首要方法1 通常接触问题有以下两种类型:

( a) 接触物体结合在一起, 因此接触区域是已知的, 主要任务是确定介质中的应力分布1 
( b) 接触的物体并不相互结合,因此接触区域并不已知1 这类问题中, 增加了一个确定接

触区域(它依赖于物体的几何特征以及系统中的荷载分布)的任务1 
在荷载作用下, 接触面积可能会增加,也可能会减少或始终保持不变1 因此接触问题可分

为推进的、退缩的或不变的 3类1 
很多学者在对这类接触问题的研究中,并没有考虑接触面上的摩擦力1 这些研究工作中,

可以举出一些: Comez等人
[ 1]
、Chaudhuri和 Ray

[ 2-3]
、E-l borgi等人

[ 4]
、Jing 和 Liao

[ 5]
、Fabrikant

[ 6]
、

Shvets等人[ 7]、Barik等人[ 8] 1 摩擦是接触问题研究中另一个主要因素1 如果固体的接触表面

不光滑,并且由于固体间的相对运动,接触面是变化的, 从而在接触区域上由于摩擦作用而生

热1 产生的热引起接触面明显的热弹性变形,从而影响接触压力的分布1 
此类问题有几点值得注意: ( � ) 动热源; ( � ) 固体间法向和切向荷载作用; ( � ) 未知的

接触面积1 

已有很多研究者讨论过各向同性弹性固体间的接触问题, 如 Adams 等人[ 9]、Barber[ 10]、

453

 应用数学和力学, 第 29卷 第 4 期
 2008年 4 月 15 日出版

                Applied Mathematics and Mechanics
   Vol. 29, No. 4, Apr. 15, 2008

 

X 收稿日期:  2007-10-15; 修订日期:  2007-12-31

作者简介:  P. K. Chaudhuri(联系人. Tel: + 91-33-23373633; E-mail: pranay- chandhuri@ yahoo. co. in) .

本文原文为英文, 吴承平 译,张禄坤 校.



Ciavarella和 Johansson[ 11]、Ciavarella 和 Barber[ 12]、Ke 和Wang[ 13]、Crilitskii和 Pauk[ 14]、Gwarny 和

Pauk
[ 15]
、Hills 和 Barber

[ 16- 17]
、Yevtushenko 和 Pauk

[ 18-19]
、Jang

[ 20]
、Matysiak 和 Pauk

[ 21]
、Ma 和 Kor-

sunsky[ 22] 1 

近几十年来,各向异性材料已有愈来愈多的应用1 如锌、镁、蓝宝石、木材、某些岩石和晶
体,这些材料自然是各向异性的,还有一些人造材料,例如增强纤维复合材料,也显示出各向异

性的特性1 在强度、弹性和其它性能方面, 复合材料都优于传统材料[ 23] 1 增强材料可以近似

看作均匀、各向异性弹性介质, 由于增强的对称性,该类材料具有某种对称性1 如某种玻璃纤
维增强塑料,可看作横观各向同性材料1 因此,固体力学问题不应该仅限于各向同性介质1 各

向异性材料应用的日益增加, 也要求把研究工作拓展到各向异性介质1 因此,本文分析研究的

接触问题包含了各向异性介质中热的产生和辐射1 

如果接触表面并不光滑, 则接触表面上的任意点, 必处于下面两种状态之一: 1) /粘结

( stick) 0状态1 该状态下没有相对运动,总切向附着摩擦力为 fp , 其中 f 为摩擦系数, p 为法向

附着摩擦力; 2) /滑移( slip)0状态1 该状态下存在相对运动, 切向附着摩擦力大小为 fp , 方向

与瞬时滑移方向相反1 Pauk[ 24- 26]、Pauk等人[ 27-29]、Marzeda等人[ 30]讨论了弹性各向同性材料在

第2)种状态下的问题1 本文的主要目的是, 研究一个绝热刚性冲头,在传热的横观各向同性

弹性半空间上滑动时的稳态平面接触问题1 按照 Pauk [ 24]的方法,我们数值地求解了包含表面

温度和接触压力的两个积分方程1 通过数值计算,评价了考虑材料各向异性对表面温度和接

触压力的影响1 

1  问题的数学描述

我们考虑一个圆柱形绝热的刚性冲头,在弹性半空间表面上以速度 V 匀速移动, 移动方

向取为 x- 轴的负向 1 假设弹性半空间的材料是横观各向同性和传热的 1 冲头以在法向合力
P 形式压在半空间上 1 取运动坐标系为( x , y ) ,其 y- 轴固定在冲头上, 方向沿着离开半空间

的法线方向,并随冲头一起运动 1 对于冲头来说, 接触面积 �= ( a, b ) 保持固定 1 显然, a、

b 取决于作用的荷载和弹性材料的性质 1 常数 a、b 在本文中是未知的 1 进一步,假定 y- 轴

方向与半空间横观各向同性材料的各向同性平面正交 1 由于冲头的滑动,将引起摩擦生热,

并且假定产生的热通量 q( x ) 仅指向冲头1 设冲头中的热弹性过程是二维和稳态的1 问题的
几何关系示于图 11 冲头的滑动,将在接触面内产生 Coulomb摩擦, 从而出现切向摩擦力1 切

向摩擦力处处正比于法向摩擦力 p ( x ) ,比例系数为摩擦因数 f 1 在接触区域之外, 热辐射遵

循Newton定律1 从数学角度看, 该问题可以归结为求热弹性方程的解[ 31] :

( � ) 平衡方程
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( 1)

( � ) 热传导方程

  k1
52

T

5x
2 + k 2

52
T

5y
2 = 0; ( 2)

边界条件为: y = 0时,
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k 2
5T
5y

=
- q( x ) ,   x I #,

hT( x ) ,   x /I #,
( 3)

 图 1  接触问题的几何关系

Ryy ( x ) =
- p ( x ) ,  x I #,

0,   x /I #,
( 4)

Rxy( x ) =
fp ( x ) ,   x I #,

0,   x /I #,
( 5)

q ( x ) = - fVp ( x ) ,   x I #, ( 6)

dv
dx

= -
x
R

,   x I #, ( 7)

其中热模数 B1= ( c11+ c12) A1+ c13A2, A1、A2为热

膨胀系数, k 1、k 2 为导热系数, u、v 为位移, Rxx、

Rxy、Ryy 为应力, T 为温度, p 为常压力, c11、c12、c13

为各向异性弹性常数, q ( x ) 为热通量, h、f 分别为辐射系数和 Coulomb 摩擦因数, R 为圆柱半

径1 

2  解   法

对热传导方程( 2)进行 Fourier变换,并利用边界条件( 3) ,有

  �T ( N, y ) =
I ( N) e- |N| y / k

| N| / k + h/ k2
, ( 8)

其中 �T 表示T 的 Fourier 变换, k
2
= k 2/ k 1, 且

  I =
1

k 2 2PQ
b

a
[ q ( x ) + hT( x , 0) ] e- iNx dx 1 

对方程( 8)应用 Fourier 逆变换,求得冲头中的温度,它满足以下的积分方程:

  T ( x , y ) =
1
Pk 2Q

b

a
[ q( xc) + hT( xc, 0) ] L ( x - xc, y ) dxc, ( 9)

其中

  L ( x , y ) =
1
2Q

]

- ]

e- iNz

| N| / k + h/ k2
e
- | N| y / k

dN1 ( 10)

对方程( 1)、( 4)、( 5)使用 Fourier 变换,表面的法向位移 v可以表示为弹性位移v
e和热位移

v
th 的和,即

  dv
dx

=
dv

e

dx +
dv

th

dx
1 ( 11)

表面的弹性位移 v
e
( x ) 可以由下式确定[ 32] :

  dv
e

dx
=

L 1

PQ
b

a

pc( x 1)

x - x 1
dx 1- L 2fpc( x ) , ( 12)

其中

  pc =
p
G

, L 1 =
2 V 1 V 2

V
, L2 =

V 1- V
2
2 V 3- 3 V 2 V 3

V
,

  V1 =
c11

G
, V2 =

c12

G
, V 3 =

2G
c11+ c12

, G =
1
2

( c11- c12) ,

  V = ( V 3- V1 V3- 1) ( V 1- V 2
2 V 3- 3V 2 V 3) - 2 V1 V3( V 2 V 3- V 1+ V 2

2 V 3)1 

表面的热位移 v
th满足方程
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  dv
th

dx =
L3Bc
k2PQ

b

a
[ q ( xc) + hT ( xc, 0) ] R1( x - xc)dxc, ( 13)

其中

  
L 3 =

V5( V 1- V
2
2 V 3- 3 V 2 V 3) - 2kV 4 V 1 V 3

kV 1 V (1 - k
2
)

-
k

V 1(1- k
2
)
, Bc=

B1
G

,

R1( z ) =
i
2Q

]

- ]

e- iNz

| N| / k + h/ k2
sgn( N)dN1 

( 14)

将式( 12)、( 13)代入式( 11) ,并利用边界条件( 7) ,得到如下奇异积分方程:

  - L2f pc( x ) +
L 1

PQ
b

a

pc( xc)
x - xcdxc+

    
L3Bc
k2PQ

b

a
[ q ( xc) + hT ( xc, 0) ] R( x - xc)dxc = -

x
R
1 ( 15)

再利用 y = 0时的积分方程( 9) , 导出第二类Fredholm型积分方程

  T ( x ) -
1
Pk 2Q

b

a
[ q( xc) + hT( xc) ] L ( x - xc) dxc= 01 ( 16)

接触压力必须满足平衡条件

  Q
b

a
p ( x )dx = - P 1 ( 17)

为了得到无量纲形式的方程组( 15) ~ ( 17) ,我们引入如下记号:

  s =
x - b0

a0
, r =

x 1- b0

a0
, t =

y
a0

, a0 =
b - a

2 , b0 =
b+ a
2 ,

  G
*

=
a0

P
G , p

*
=

a0

P
p = pcG*

, T
*

=
k2

f PV
T,

则无量纲形式的方程组( 15) ~ ( 17)为

  f Bp
*

( s) +
1
PQ

1

- 1

1
r - s

+ 2f PeHR
*

( s - r ) p
*

( r )dr -

    2f PeHBi
P Q

1

- 1
T

*
( r ) R

*
( s - r )dr =

A
2
s + C
2PAB

PH

P
,   | s | [ 1, ( 18)

  T
*

( s ) -
Bi
PQ

1

- 1
T

*
( r ) L

*
( s - r )dr +

1
PQ

1

- 1
p
*

( r) L
*

( s - r )dr = 0, ( 19)

  Q
1

- 1
p
*

( r) dr = - 1, ( 20)

其中

  

A =
a0

aH
, D=

L 3Bc
k 2

, H =
GDJ
L 1

, C =
b0

bH
(1- 2A) A ,

Bi =
ha0

k2
(Biot数) , B =

L 2

L 1
(Dunder 参数) ,

Pe =
Va0

2J
(Peclet数) , J= 热扩散系数,

aH = 相应恒温问题中的半宽,

bH = 相应恒温问题中的接触区域位置,

PH = 相应恒温问题中的荷载,

A=
1
P
arctan

1
f B

+ N0, B= -
1
P
arctan

1
f B

+ M0,

( 21)
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其中 N0 和 M0 为任意整数,由问题的物理性质确定1 

变量 aH、bH、PH 满足如下关系
[ 33]

:

  bH = (1- 2A) aH , a
2
H =

PHRL1

2PABG 1 

积分方程( 19)和( 20)的核 L
*

( z ) 和 R
*

( z ) 为

  L
*

( z ) =
k
2Q

]

- ]

e
- ikFz

| F| / k + Bi
dF= kQ

]

0

cos( kFz )
F+ Bi

dF, ( 22)

  R
*

( z ) =
ik
2Q

]

- ]

e- ikFz

| F| / k + Bi
sgn( F)dF= kQ

]

0

sin( kFz )
F+ Bi

dF1 ( 23)

利用特殊函数[ 34] ,计算以上两个积分核

  
L

*
( z ) = - k [ ci( kzBi) cos( kzBi) + si( kzBi) sin( kzBi) ] ,

R
*

( z ) = k [ ci( kzBi) sin( kzBi) - si( kzBi) cos( kzBi) ] ,
( 24)

其中 si(#)和 ci( #)分别为正弦积分和余弦积分, 即

  si( u) = - Q
]

u

sinH
H

dH, ci( u) = - Q
]

u

cosH
H

dH1 ( 25)

显然,函数 R
*

( z ) 是正则的, L
*

( z ) 有对数奇异1 

3  积分方程的解

奇异积分方程( 18)是一个具有未知函数 p
*

( x ) 的 Cauchy 型奇异积分方程, 未知函数

p
*

( x ) 可由函数T
*

( r ) 和某些已知函数表达1 积分方程(19) 是一个具有未知函数T
*

( r) 的

第二类Fredholm型积分方程,未知函数T
*

( r ) 可由函数 p
*

( r ) 和某些已知函数表达1 设常压

力 p
*

( r ) 为

  p
*

( r) = <( r ) (1- r)
A
(1 + r )

B
,   | r | < 1, ( 26)

其中 <( r) 为正则函数, r = ? 1时,既不为 0,也不趋于无穷大; A、B由方程(21) 定义 1 由于 r

= ? 1时为光滑接触, 问题的物理意义要求 A和B均为正数 1 这可由方程(21) 中取N 0 = 0和

M0 = 1来实现, 即 J(奇异积分方程(18) 的指数) = - ( A+ B) = - (N0 + M0) = - 11 利用

Krenk[ 35]提供的方法, 得到方程( 18) ~ ( 20)的离散化形式:

  1
P 6

N

k= 1
<( rk) W

N
k

1
rk - sm

+ 2f PeHR
*

( sm - rk) -

    2f PeHBi
P 6

N

k= 1

2
N

T
*

( Qk) R
*

( sm - rk) =
A

2
sm + C

2PAB
PH

P
,

  m = 1, ,, N + 1, ( 27)

  T
*

( Qm) -
Bi
P 6

N

k= 1

T
*

( Qk) $km +
1
P 6

N

k= 1

<( rk) W
N
kL

*
( Qm - rk ) = 0,

  m = 1, ,, N , ( 28)

  6
N

k= 1

W
N
k <( rk) = - 1, ( 29)

其中

  P
( A, B)
N ( rk) = 0, W

N
k = - 2- J P

sin(PA)
P

(- A,- B)
N- J ( rk)

P
( A, B)
N c( rk)

,   k = 1, ,, N ,

  P
(- A, - B)
N- J ( sm) = 0,   m = 1, ,, N + 1,
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  Qk = - 1 +
2k - 1

N
,   k = 1, ,, N ,

  $km =
P

2Bi
[ sgn( X 1) - sgn( X 2) ] -

1
Bi

[ R
*

( X 1) - R
*

( X 2) ] ,

  X 1 =
2
N

( m - k + 0. 5) , X2 =
2
N

( m - k - 0. 5) ,   k , m = 1, ,, N,

P
( A, B)
N (#) 是指数为 A、B的N 阶 Jacobi多项式 1 关系式( 27) ~ (29) 构成了2N + 2阶线代数

方程组,确定 2N + 1个未知数 <( rk)、T
*

( Qk) ( k = 1, ,, N ) 和 PH / P 1 对于方程(27) ,在 N

+ 1种可能的配置中选择 N 种是足够的1 与其实际应用是一致的, 额外的方程用于积分区间

的归一化1 

4  数值结果和讨论

本文主要研究热弹性接触问题中材料各向异性的影响1 本文问题的解, 需要求解方程组

(27) ~ ( 29) 1 只需采用常规的计算方法, 求解上述代数方程组的数值解1 在我们的数值计算

中,考虑材料的参数值是横观各向同性的1 材料的弹性常数列于表 1[ 31, 36-37] 1 
表 1 3种横观各向同性材料的基本常数

参数
材料

蓝宝石 镁 石墨

c 11/ (N/m2) 4. 96@ 1011 5. 974@ 1010 1. 628@ 1011

c 12/ (N/m2) 1. 64@ 1011 2. 624@ 1010 0. 362@ 1011

k 1. 029 1. 6 1. 056

  如同文献[ 24] ,我们假设横观各向同性情况时的接触区域与恒温情况相同, 即 a0/ aH =

b0/ bH = 11 计算参数选用 f、Pe、H、Bi1 本文取 f = 0. 4, f PeH = 0. 5[ 24] 1 横观各向同性石

墨材料,在不同 Biot值时的表面温度的变化示于图 21 可以看到, Biot数的变化,即热辐射的变

化, 引起了表面温度的变化1 图2表明了表面温度的变化特性1 图 3和图4显示了对两种 Biot

值,材料的各向异性对表面温度的影响1 图 5 示出, 在各向同性和横观各向同性半空间中,

PH / P 值随参数f PeH 的增大而线性减小,也表明了材料各向异性的影响1 图 6示出, 在接触

区域上,材料各向异性对归一化应力分布的影响1 图 7示出, 在接触区域上, 温度对归一化应

力分布的影响1 

图 2  f PeH = 0. 5时,横观各向同性半空间中,不同 Biot值时的表面温度
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图 3 各向同性( A)和横观各向同性( B)半空间中,表面温度的比较

图 4 f PeH = 0. 5 时,不同横观各向同性半空间中( ( a)镁; ( b)蓝宝石; ( c)石墨) ,

在不同 Biot值时的表面温度

图 5 各向同性( A)和横观各向同性( B)半空间中,

Biot数和材料各向异性对 PH / H 的影响

5  结   论

在适当的辐射条件下,本文研究了刚性绝热冲头在横观各向同性半空间上的滑移问题,得

到如下结论:

( a) 在半空间表面和内部, 温度随辐射的增大而下降1 
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( ( A)各向同性; ( Ba)石墨; ( Bb)镁)

图 6  接触区域上,材料的各向异性对法向应力分布的影响

( ( 1) 摩擦接触生热; ( 2) 光滑接触)

图 7  接触区域上,温度对法向应力分布的影响

( b) 图 3表明,各向异性材料对表面温度分布的影响高于各向同性介质1 
( c) 图 5给出 PH / P 和f PeH 之间的关系表明, PH / P 随f PeH 的增大而减小1 

( d) 图6给出接触区域法向应力的分布, 在原点附近各向异性介质略大于各向同性介质,

而在其它部分则相反1 
( e) 温度对法向应力的影响示于图 71 在原点附近,有摩擦力作用时, 摩擦产生的温度效

应引起更大的应力, 而在接触区域的其它部分则相反1 
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Effect of Anisotropy on Thermoelastic Contact Problem

Sakti Pada Barik1,  M. Kanoria2,  P. K. Chaudhuri2

( 1. Depa rtm emt of Mathem atics , Gobardan ga Hindu College ,

Khantu ra , 24-Pa rgana s ( N ) , West Bengal , India ;

2. Depa rtment of Applied Mathema tics , Univ er sity of Ca lcutta ,

92, A . P . C. Road , Kolkata - 700 009, India )

Abstract: The stationary plane contact of an insulated rigid punch and a hal-f space which is elastica-l

ly anisotropic but thermally conducting are concerned with. The frictional heat generation inside the

contact region due to the sliding of the punch over the hal-f space surface and the heat radiation out-

side the contact region are taken into account. With the help of Fourier integral transform the problem

was reduced to a system of two singular integral equations. The equations were solved numerically by

using Gauss-Jacobi and trapezoida-l rule quadratures. The effects of anisotropy and thermal effects

were shown graphically.

Key words: transversely isotropic medium; Fourier transform; frictional heating; punch; heat radia-

tion; singular integral equation; Fredholm integral equation
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