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摘要: � 引进了超 L�vy 过程, 研究了在它的域( range )和支撑中粒子的最大速度问题�� 历史的超

L�vy过程的状态是一个轨道集的测度�� 研究了在给定的时间集 E 里全部粒子的最大速度,结果表

明它是 E 的 packing维数的函数�� 最后还计算了在历史的超 L�vy 过程的域和支撑中的 a- 快轨道

集的Hausdorff维数��
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1 �引言和主要结果

设 w = w ( t) , 0 � t � 1 是 Brown运动��它的轨道是几乎确定连续和几乎确定无处可

导的��这就引发人们考虑以Brown轨道运动的粒子的最大速度问题��以下的L�vy的一致连续

模定理回答了这个问题��

� � lim sup
h� 0

sup
0� t

1
� t

2
� 1, t

2
- t

1
� h

| w ( t 2) - w ( t 1) |

hln( 1/ h)
= 2� � a. s. ( 1)

由Dawson和 Perkins[ 1]引进的超 Brown运动是一个连续的 Markov 过程 X= Xt , t � 0 ,

它在时刻 t 的状态是一个由在最终寿命�停止的轨道产生的空间

� � X = ( w , �) : w : [ 0, � ) � R
d 连续且对所有 s � � � 0有 w ( s) = w ( �)

上的Wiener测度��有时候把 ( w , �) 简写成 w 或w (�) �� 实际上,状态 Xt是一个以�= t 为终

止时间的运动轨道集为支撑的随机测度��

在超 Brown运动中,通常粒子是以 Brown轨道运动的,因此依据(规范)样本测度 Xt 选取

的轨道的后验分布是Wiener测度��由式( 1) ,对 t > 0, Xt- 几乎每个轨道w , 几乎确定地有,

� � sup
s> 0

lim sup
h� 0

| w ( s) - w ( s - h ) |

h ln( 1/ h)
= 2�� ( 2)

(历史的)超 Brown运动的域( range)是由下式定义的:
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� � rangeX= �
�> 0
�

t> �
suppXt , ( 3)

它是一个不可数的轨道集��一个重要的问题是在超 Brown运动的域中是否可能存在具有较高

速度的异常轨道��Dawson和Perkins[ 1]给了这个问题的肯定回答,他们证明存在某些特殊的粒

子,它们具有比一般 Brown运动更快的速度��更准确地说,几乎确定地有

� � sup
s> 0

sup
( w, �) � rangeX

lim sup
h �0

| w ( s) - w ( s - h) |

hln( 1/ h)
= 2�� ( 4)

类似地, Verzani[ 2]获得如下结果: 在任意固定的时刻 t > 0, 对于 Xt � 0 , 几乎确定地有

� � sup
w � rangeX

lim sup
h� 0

| w ( t ) - w ( t - h) |

h ln( 1/ h)
= 2�� ( 5)

按 Brown运动轨道运动的粒子的最大速度问题已经在文献[ 2-7]中进行了深刻的研究��为了
对出现在式( 2)、( 4)以及( 5)右边的值有更为深刻的理解, M�rters 在文献[ 8]中, 对于时间的

Borel集 E � ( 0, � ) , 探求了在 E 中所有时刻全部粒子的最大速度, 指出它是一个与 E 的

packing维数(记为dimp( E) )有关的量�� 不熟悉这方面基本知识的读者请参阅文献[ 9] �� 对于

d � 1的X和Borel集 E � ( 0, t ) , M�rters[ 8] 把文献[ 10-11] 中的技术应用到超过程情形中去,

证明了关于 Xt � 0 - 几乎确定地有

� � sup
s� E

sup
w � rangeX

lim sup
h� 0

| w ( s ) - w ( s - h) |

hln( 1/ h)
= 2+ dimp( E) �� ( 6)

令 R= �
t � E

supp Xt , dim表示距离空间的Hansdorff维数��M�rters[ 8]给出了在 E中的快轨道集的

维数的界:对 a � [ 0, 2 + 2dimp( E ) ] ,

� � 2+ 2dim( E ) - a
2 �

� � � � dim w � R( E) : lim sup
h� 0

| w ( �) - w ( �- h) |

hln( 1/ h )
� a � 2 + 2dimp( E ) - a

2��

但是这些结果仅仅是关于 Brown 运动的��一个自然的问题是:这种特殊的过程能否被更

一般的过程(比如L�vy 过程)取代而获得类似的结果��在本文里, 我们首先回顾关于L�vy过程

的某些基本事实, 它的局部时以及 Brown 运动和 L�vy 过程的关系;然后引进超 L�vy 过程的域

和支撑的概念; 我们的目的是将上述关于 Brown运动的结果推广到 L�vy过程上去��

一个取值于 R
d 的随机过程x = x ( t ) ; t � 0 ,如果它具有平稳和独立增量, 而且 t | �

x ( t ) 以概率连续并具有由如下L�vy-Khintchine公式给出的特征函数:

� � Eexp i��, x ( t )� = exp - t �( �) , � � � � R
d
, ( 7)

其中

� � � ( �) = i�a, ��+
1
2
��, ����+�R

d [ 1 - ei�u, ��
+ i�u , ��1 | u| �1 ] �du , ( 8)

这里 a � R
d 是一个固定向量, u = ( u1, � , ud ) � R

d
, �是一个d � d非负定矩阵, �是一个

R
d \ 0 上的满足

� ��R
d ( 1 � � u � 2

) �du < � ( 9)

的Borel测度,我们称此过程为L�vy过程, 其中 � 称为 x ( t ) , t � 0 的 L�vy指数,而 � 称为

L�vy 测度��
关于 L�vy过程有以下众所周知的结论(参见文献[ 12] ) ��

引理 1. 1�对取值于 R
d的L�vy过程 x = x ( t ) , t � 0 ,存在一个轨道几乎确定右连续且
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有左极限的可分修正 x
* ��

因此总可以认为 L�vy 过程是一个轨道几乎右连续且有左极限的过程��

设 y 1, � , y n, � 是在 R
d \ 0 上分布都为 v的独立随机变量, S ( n) = y 1+ � + yn是相应

的随机游动 �� 引进一个参数为 �且与yn 独立的Poisson过程 N = N ( t) , t � 0 �� 由于指数
分布具有无记忆性, 易证时间连续过程

� � e( t ) =
yn, � � 若 N ( t - ) < n = N ( t ) ,

0, � � 否则
是一个具有特征测度 �v 的 Poisson点过程,其中 0是一个孤立点��时变随机游动

� � S�N ( t) = �
N ( t)

i= 1
yi = �

0� s � t

e( s ) � � ( t � 0)

是一个L�vy 过程,称为具有 L�vy 测度 �v 的复合 Poisson过程��且有

� � E( exp i��, S�N ( t)� ) = exp - t �( �) , � � � � R
d
,

其中

� � � ( �) = ��R
d ( 1- ei��, u�

) v du��

引理 1. 2�设 a � R
d
,半正定对称矩阵 �,常数 �和一个R

d \ 0上的分布 v �� 假定测度 �

= �v 满足式( 9) �� 对于每个 � � R
d
, 记

� � � ( �) = i�a, ��+
1
2��, ����+�R

d [ 1 - e
i�u, ��

+ i�u , ��1 | u| �1 ] �du��

那么存在唯一的概率测度 P, 在此测度下,具有平稳和独立增量的过程 x 是一个带有特征指数

�的 L�vy过程 �� 而且 x 的跳过程 �x = �x ( t ) , t � 0 ,是一个 具有特征测度 �的Poisson

点过程��
此引理的证明请参阅文献[ 12] ��

考虑一个取值于 R
d的 Brown运动 W = W( t) ; t � 0 �� 设 Q是一个使Q�Q = �成立的

矩阵,再令 x1( t ) = QW( t) - At( t � 0) , 其中

� � A = a + �R
du11 | u| � 1 �du, � ,�R

dud1 | u| �1 �du
�

��

由 W 的 Gauss性, x 1是一个具有特征指数

� � �1( �) = i� A, ��+
1
2
����

的L�vy 过程��设 x 2 是一个具有特征指数

� � �2( �) = �Rd
( 1- ei��, u�

) �du ( 10)

的L�vy 过程,而且 x 2和 x 1是相互独立的 �� 部分和� 0� s� t�x ( s ) ( t � 0) 是一具有平稳独立

增量、样本轨道右连续且存在左极限的随机过程 �� 从文献[ 12] 和引理1. 2知, � 0� s � t�x ( s )

是一个 L�vy过程(实际上,它是一个复合Poisson过程,这是因为记 x 的跳的数目的过程是一个

参数为 �的非退化的 Poisson过程) ,它的特征指数由式( 10)给出��因此我们有

� � x 2( t ) =
d

�
0� s� t

�x ( s) ( 11)

和

� � x =
d

x 1 + x 2, ( 12)

471超 L�vy 过程的粒子的最大速度



其中 =
d
表示以分布相等��

Blumenthal和Getoor[ 13]引进 L�vy过程 x ( t ) 的下指数 �low

� � �low
= sup � � 0: lim

� �� � �
� ��- �Re �( �) = � ��

设 x ( t ) 是一个取值于R
d定义在R+ 上的Borel向量, �N (�) 表示在 R

N
+ 上的Lebesgue测度��

对于任意 Borel集 T � R, x 在T 上的占有时测度定义为

� � �T (�) = �1 t � T: x ( t ) �� ��

如果 �T 关于�d 是绝对连续的,我们就说 x ( t ) 在 T 上有局部时,并把它定义作 �T 关于�d 的

Radon-Nikody�m导数,记为 L (�, T ) �� 也就是说

� � L ( u, T) =
d�T
d�d

( u ) , � � � u � R
d
,

其中 u 是所谓的空间变量, T 是时间变量 �� 有时将 L ( u, [ 0, t ] ) 简写成 L ( u, t ) ��

由关于鞅和单调类的理论,局部时有满足下列占有时密度公式的可测修正: 对每个 Borel

集 T � R以及每个可测函数 f : R
d � R

� ��T
f ( x ( t ) ) dt = �R

d f ( u) L ( u, T ) du�� ( 13)

假如对矩形 T = [ a , a + h] ,我们能够选取 R
d � [ a, a + h] � ( u, t ) |� L ( u, [ a, a + t ] ) 的

一个连续修正,就说 x 在T 上有联合连续的局部时 �� 具有联合连续性的局部时 L ( u, �) 能够

延拓成支撑在水平集

� � x
- 1
T ( u) = t � T : x ( t ) = u

上,具有更多优良特性的 Borel测度��

从Khoshnevisan和Xiao[ 14]知,如果

� ��R
dRe

1
1 + �( u)

du < � , ( 14)

那么 L�vy过程 x 在任意区间I 上都有均方可积的局部时��

Khoshnevisan, Xiao 和 Zhong[ 15]证明:如果

� � �low
> d, ( 15)

那么对于任意区间 T = [ a, a+ h] , x 几乎确定地有联合连续的局部时L = L ( u, t ) ; ( u , t ) �

R
d � [ a, a + h] ��

现在引进超 L�vy 过程 Y= Yt , t � 0 �� 它是一个Markov过程, 它在时刻 t的值为由以

下终止时刻为 �的停止轨道x 组成的空间上的L�vy 测度:

Y = ( x , �) : x : [ 0, � ) y R
d 右连续且有左极限,对 s \ N \ 0有 x ( s ) = x ( N) 1 

有时侯把 ( x , N) 简写为 x 或x ( #) 1 在超L�vy 过程中,通常的粒子都按 L�vy过程的轨道运动,

它的样本测度 Yt是L�vy 测度1 超L�vy 过程的状态Yt是一个定义在以寿命为N= t的轨道集

为支撑的 Y上的随机测度1 直观地说, suppYt里的每个轨道终止于时刻t 1 因此,这个模型描

述所有粒子的单个运动 1 任何 xc, xd I supp Yt都来自于x : [ 0, ] ] y R
d
在时刻N = sup r :在

[ 0, r] 上 xc = xd 的分支:对 s [ N,有 x ( s ) = xc( s ) = xd( s) ;对 s \ N,有 x ( s) = x ( N) 1 以

下定理的第1个结果相应于超 Brown运动的 L�vy连续模定理1 第 2个结果表明某些特殊的粒

子运动速度会比一般的 L�vy 粒子快1 在超 Brown 运动的情形, 类似的结果被 Dawson 和

Perkins[ 1]所证明1 第 3个结论是关于在给定的时间集 E 中的一个特殊时刻所有粒子的最大速
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度问题1 在超 Brown 运动的情形, 类似的结果由 Verzani[ 2]证明1 类似于式( 3) , (历史的)超

L�vy 过程的域( range)由下式定义:

  rangeY= GE> 0
G

t> E
suppYt 1 

对于满足式( 9)、( 14)和( 15)的 L�vy 过程 x , 有以下定理1 

定理 1. 1 对任意 t > 0,几乎确定地对于 Yt- 几乎每个轨道x 有

  sup
s> 0

lim sup
h | 0

| x ( s ) - x ( s - h) |

hln( 1/ h)
= 2K , ( 16)

其中 K = max1[ i [ dki , k 1, , , kd 是 2 的特征值1 而且几乎确定地有

  sup
s> 0

sup
x I rangeY

lim sup
h | 0

| x ( s) - x ( s - h) |

h ln( 1/ h)
= 2 K 1 ( 17)

而在任何固定时刻 t > 0, 几乎确定地在 Yt X 0 上,有

  sup
x I rangeY

lim sup
h | 0

| x ( t ) - x ( t - h) |

hln( 1/ h )
= 2K 1 ( 18)

以下的定理 1. 2和 1. 3,分别给出了在给定时期内粒子的最大速度和维数谱1 在超 Brown

运动的情形,类似的结果由MÊrters[ 8]给出1 

定理 1. 2 设 E < ( 0, t ) 是一个 Borel集 1 那么,几乎确定地在 Yt X 0 上, 有

  sup
s I E

sup
x I rangeY

lim sup
h | 0

| x ( s) - x ( s - h) |

h ln( 1/ h)
= ( 2+ 2dimp( E ) ) K 1 ( 19)

定理 1. 3  设 E < ( 0, t ) 是一个固定的闭集, 维数 d \ 21 那么, 几乎确定地在

Yt X 0 上,对任何 a I [ 0, ( 2 + 2dimp( E) ) K ] , 有

  2+ 2dim( E ) - Ka
2

[

    dim ( x , N) I R( E) : lim sup
h | 0

| x ( N) - x ( N- h) |

hln( 1/ h)
\ a [

    2 + 2dimp( E ) - Ka
2

1 ( 20)

如果 dimp( E) < K a
2
/ 2 - 1,那么, a- 快轨道集

  ( x , N) I R( E) : lim sup
h | 0

| x ( N) - x ( N- h ) |

h ln( 1/ h)
\ a = ª1 ( 21)

特别地,对于任何 a I [ 0, 2 K ] , 几乎确定地有

  dim ( x , N) I rangeY: lim sup
h | 0

| x ( N) - x ( N- h) |

hln( 1/ h)
\ a = 4- K a

2
1 ( 22)

此外对于任意 t > 0, a I [ 0, 2K ] ,在 Yt X 0 上, 几乎确定地有

  dim ( x , N) I suppYt : lim sup
h | 0

| x ( N) - x ( N- h) |

hln( 1/ h)
\ a = 2- Ka

2
1 ( 23)

2  定理的证明

为了证明这些定理, 需要一些引理1 

引理 2. 1 设 x 2是由式( 11) 定义的 L�vy过程 1 那么对任意 s I ( 0, ] ) , 有

  lim
h | 0

| x 2( s ) - x 2( s - h ) |

hln( 1/ h)
= 0,   a. s. ( 24)

证明  由式( 5) , 有
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x 2( s ) - x 2( s - h ) =
d

6
s- h< t [ s

$ x ( t ) 1 

x 和Poisson过程 N = N ( t) , t \ 0 都是具有平稳和独立增量的过程,因此有

  N ( s) - N ( s - h) =
d

N ( h) - N ( 0) =
d

N ( h) , ( 25)

  x 2( s ) - x 2( s - h ) =
d

6

N ( h )

n= 1
$ x ( tn) , ( 26)

其中 tn 是 x ( #) 在[ 0, h] 内的第 n 个间断点1 这时有

  P

6
s- h [ t [ s

$ x 2( t )

hln
1
h

> E [ P

6

N ( h )

n= 1
| $ x ( tn ) |

h ln
1
h

> E [

    P N( h ) X 0 = 1 - exp( Kh) = Kh + o ( h) ,   h y 01 

设 hn = n
- 2

, 那么有

  6

]

n= 1
P

6
s- h

n
< t [ s

| $x 2( t ) |

hnln
1
hn

> E < ] 1 

由 Bore-l Cantelli引理,可得

  l im
n y ]

6
s- h

n
< t [ s

| $ x 2( t ) |

hnln( 1/ hn)
= 0,   a. s. ( 27)

对 h I ( 0, 1) ,存在 n \ 1使得 hn [ h [ hn- 11 由式( 27)可以得到

  lim
h | 0

| x 2( s ) - x 2( s - h ) |

hln( 1/ h)
[ lim

h | 0 6
s- h< t [ s

| $ X ( t ) |

hln( 1/ h)
[

    lim
n y 0

6
s- h

n- 1
< t [ s

| $x ( t ) |

hn ln( 1/ hn)
= 0,   a. s.

式( 24)得证1 

设wc = ( k1 w1( t ) , , , kdwd ( t ) ) , 其中w 1( t ) , , , wd ( t )是取值于R的标准Brown运动

W( t) 的独立复制1 对wc定义超过程X c 1 使用文献[ 5]、[ 8]和[ 16]中类似的证明方法,可得

以下引理1 

引理 2. 2 ( �) 对每个 t > 0, 几乎确定地,对 X c- 几乎每一轨道wc 有,

  sup
s> 0

lim sup
h | 0

| wc( s ) - wc( s - h ) |

hln( 1/ h )
= 2K , ( 28)

其中 K = max1[ i [ d ki 1 进一步几乎确定地有

  sup
s> 0

sup
wc I rangeX c

l im sup
h | 0

| wc( s) - wc( s - h) |

hln( 1/ h)
= 2 K 1 ( 29)

且在任意固定的时刻 t > 0,几乎确定地在 Xc
t X 0 上,有

  sup
X I rangeX c

lim sup
h | 0

| wc( t ) - wc( t - h) |

h ln( 1/ h)
= 2K 1 ( 30)

( �) 设 E < ( 0, t ) 是一个 Borel集 1 那么,几乎确定地在 X
c

t X 0 上,有

  sup
s I E

sup
w I rangeX c

l im sup
h | 0

| wc( s) - wc( s - h) |

h ln( 1/ h)
= K 2+ 2dimp( E ) 1 ( 31)
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( �) 设 E < ( 0, t ) 是一个闭集,维数 d \ 21 那么,几乎确定地在 X
c

t X 0 上, 对任意 a

I [ 0, ( 2+ 2dimp( E) ) K ] , 有

  2+ 2dim( E ) - Ka
2

[

    dim ( wc, N) I R( E) : lim sup
h | 0

| wc( N) - wc( N- h ) |

h ln( 1/ h)
\ a [

    2 + 2dimp( E ) - Ka
2

1 ( 32)

而且,如果 dimp( E ) < K a
2
/ 2 - 1, 那么, a快轨道集

  ( wc, N) I R( E ) : lim sup
h | 0

| wc( N) - wc( N- h) |

hln( 1/ h)
\ a = ª1 ( 33)

特别地,对任意 a I [ 0, 2 K ] , 几乎确定地有

  dim ( wc, N) I rangeX c : lim sup
h | 0

| wc( N) - wc( N- h) |

hln( 1/ h)
\ a = 4- K a

2
1 ( 34)

而且,对任意 t > 0, a I [ 0, 2K ] ,几乎确定地在 Xc
t X 0 上,有

  dim ( wc, N) I suppXc
t : lim sup

h | 0

| wc( N) - wc( N- h) |

hln( 1/ h)
\ a = 2 - Ka

2
1 ( 35)

定理 1. 1的证明 写

  | x 1( s) + x 2( s) - x 1( s - h) - x 2( s - h) | [

    | x 1( s) - x 1( s - h) | + | x 2( s ) - x 2( s - h ) | 1 

在 wc 的定义里,取 k1, , , kd 是矩阵 2 的特征值1 我们有

  | wc( s) - wc( s - h ) | = | Q w ( s ) - Qw ( s - h ) |

和

  lim
h | 0

| A s - A ( s - h) |

hln( 1/ h )
= 0,

其中 Q和A 是x 1的定义中的矩阵和向量1 那么有

  lim sup
h | 0

| x 1( s) - x 1( s - h) |

h ln( 1/ h)
= lim sup

h | 0

| wc( s) - wc( s - h) |

h ln( 1/ h)
,   a. s. ( 36)

由引理2. 1和引理 2. 2( �) ,定理 1. 1就可获证1 

利用类似于文献[ 13]中定理 1. 1的证明时使用的方法,从引理 2. 2( �)可得证定理 1. 21 

定理 1. 3的证明 从式( 24) ,我们有

  dim ( x , N) : lim sup
h | 0

| x ( N) - x ( N- h ) |

h ln( 1/ h)
\ a =

    dim ( wc, N) : lim sup
h | 0

| wc( N) - wc( N- h) |

hln( 1/ h)
\ a 1 

因此由引理2. 2( �)可推出定理 1. 31 
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Abst ra ct: Super- L�vy proce ss wa s intr oduced. Max imal speed o f all particles in the r ange and the

support of a supper- L�vy proce ss was studied. The state of historical super- L�vy process is a measur e

on the set o f paths. The maximal speed of all particles w as studied, during a given time period E ,

which turns out to be function of the packing dimension of E . The Hausdorff dimension of the set of

a- fast paths in the support and the r ange of the historical super-L�vy process w ere calculated.

Key wo rds: super- L�vy process; modulus o fc ontinuity; Hausdo rff dimension; L�vy process; a- fast

path; Brow nian motion
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