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渗流耦合系统动边值问题
特征差分方法及其应用
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摘要:  油气运移、聚集史软件的功能是重建盆地发育中油气资源运移、聚集的历史, 它对合理评

估油气资源的勘探和开发有重要的价值1 其数学模型是一组多层对流扩散耦合系统的动边值问

题1 提出一类特征差分格式,得到最佳阶误差估计结果1 对这一领域的模型分析、数值方法和软

件研制均有重要的理论和实用价值1 

关  键  词:  多层渗流耦合;  动边值问题;  特征差分 ;  误差估计;  油藏数值模拟
中图分类号:  O241. 82    文献标识码:  A

引   言

近年来石油科学在石油有机地球化学、石油的生成、运移和聚集理论的研究取得重大的进

展1 在评价一个盆地的油气资源时,对于盆地发育史, 尤其是受热变化历史的了解是非常重要
的1 运移聚集史软件的功能是重建油气盆地的运移、聚集历史, 它对于合理评估油气资源的勘
探和开发有着重要的价值1 我们在国内外率先完成了多层运移- 聚集软件系统的研制, 并应
用于胜利油田区域的油气资源评估 ¹ 1 问题的数学模型是下述一组多层对流扩散耦合系统的

动边值问题[ 1- 5] :

  <1( x , t )
5u
5t

+ a( x , t )
5 u
5x

-
5
5x

K 1( x , t )
5 u
5x

+ K 2( x , z , t )
5w
5z z= L( t )

=

    Q1( x , t , u) ,   x I 8 ( t ) ; t I J = (0, T ] , ( 1a)

  <2( x , z , t )
5w
5t

=
5
5z

K 2( x , z , t )
5w
5z

,

  x I 8( t ) ; z I ( ( t ) = (0, L( t ) ) ; t I J , ( 1b)

  <3( x , t )
5v
5 t

+ b( x , t )
5v
5x

-
5
5x

K 3( x , t )
5v
5x

- K 2( x , z , t )
5w
5z z= 0

=

    Q3( x , t , v) ,   x I 8 ( t ) ; t I J 1 ( 1c)

551

 应用数学和力学, 第 29卷 第 5 期
 2008 年 5月 15 日出版

                Applied Mathematics and Mechanics   Vol. 29, No. 5, May. 15, 2008  

X

¹ 山东大学数学研究所, 胜利油田物探研究院:石油运移聚集通道数值模拟技术研究, 2005. 10.

收稿日期:  2007- 12-26; 修订日期:  2008-03-26

基金项目:  国家重点基础研究专项经费资助项目( G19990328) ;国家攻关( 20050200069) ; 国家自然科
学基金资助项目( 10771124; 10372052) ; 国家教育部博士点基金资助项目( 20030422047)

作者简介:  袁益让( 1935) ) ,男, 江苏靖江人,教授 (联系人. Tel: + 86- 531- 88364732; Fax: + 86- 531
- 88564652; E- mail: yryuan@ sdu. edu. cn) .



初始条件

  

u( x , 0) = W1( x ) ,   x I 8 (0) ,

w ( x , z , 0) = W2( x , z ) ,   x I 8(0) ; z I ( (0) ,

v( x , 0) = W3( x ) ,   x I 8 (0)1 
( 2)

边界条件是第一型的:

  u( x , t ) | 5 8( t ) = 0, w ( x , z , t ) | x I 5 8( t ) , z I ( ( t ) = 0, v( x , t ) | 5 8( t ) = 0, ( 3a)

  w ( x , z , t ) | z= L( t) = u( x , t ) , w ( x , z , t ) | z= 0 = v( x , t ) ,

  x I 8 ( t ) ; t I J 1 (内边界条件) ( 3b)

在渗流力学上, 待求的函数 u、w、v为位势函数, 5u /5x、5v /5 x、5w / 5z 为Darcy速度, <A( A

= 1, 2, 3) 为孔隙度函数, K 1( x , t )、K 2( x , z , t ) 和 K 3( x , t ) 为渗透率函数, a( x , t )、b ( x , t ) 为

相应的对流系数,且满足条件:

  a( x , t ) | 5 8( t ) = 0, b( x , t ) | 5 8 ( t) = 01 ( 4)

Q1( x , t , u )、Q3( x , t , v ) 为产量项1 
在渗流力学上, 问题( 1) ~ ( 4)描述 3层油资源运移聚集模型问题, 方程( 1a)和( 1c)分别表

示第 1、第 3层并近似认为是水平流动,而置于它们中间的层(弱渗透层)仅有垂直流动1 这里

8 ( t ) = x | V1( t ) [ x [ V 2( t ) , t I J , V 1( t )、V2( t ) 是给定的已知函数,对于 t I J 具有

一阶连续的导函数, 并且 8 ( t ) 是扩张型的,其数学形式为: V 1( td) [ V 1( tc) , V 2( td) \ V 2( tc) ,

对于任意的 tc < td成立 1 5 8( t ) 表示其边界 1 同样 ( ( t ) = z | 0 [ z [ L( t ) , t I J 亦

为扩张型的,如图 1所示1 

图 1 区域 8 ( t) , ( ( t) 示意图

对于对流扩散问题已有 Douglas 和 Russell关于特征差分方法和特征有限元的著名工

作[ 1, 6- 7] ,它克服经典方法可能出现数值解的振荡和失真,随后 Douglas应用特征差分方法去解

决不可压缩二相渗流驱动问题,并应用能量数学方法得到了收敛性结果,但没有得到最优阶 l
2

模误差估计,且他必须假定问题是 8 - 周期的[ 7] 1 对于油资源运移聚集数值模拟中出现的一
类多层渗流耦合系统的动边值问题,本文就一维情况提出了适合并行计算的特征差分格式,应

用变分形式、能量方法、微分方程先验估计的理论和技巧,在不需要问题是 8 - 周期的假设条

件下, 得到了收敛性的最佳阶 l
2
误差估计结果1 本文所提出的计算方法可以拓广到二维情

况,并已成功的应用此方法于多层油资源运移聚集数值模拟计算和工程实践中¹ 1 到目前为

止还未见这方面成果发表[ 1, 4- 5] , º ,我们成功的解决了这一著名问题1 
通常问题是正定的, 即满足:

  ( D)  0 < <* [ <A [ <* , 0 < K * [ K A [ K
*

, A= 1, 2, 3,
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此处 <* 、<
* 、K * 和 K

* 均为正常数1 
假定问题( 1) ~ ( 4)的精确解满足正则性条件( R) ,即

  52u

5S21
I L

]
( L

]
( 8( t ) ) ) , u I L

]
( W

4, ]
( 8( t ) ) ) ;

  (R) 5
2
v

5S23
I L

]
( L

]
( 8 ( t ) ) ) , v I L

]
( W

4, ]
( 8 ( t ) ) ) ,

  52w
5 t

2 I L
]

( L
]

( 8 ( t ) @ ( ( t ) ) ) , w I L
]

( W
4, ]

( 8( t ) @ ( ( t ) ) )1 

且 Q1( x , t , u)、Q3( x , t , u) 在解的 E0- 邻域满足Lipschitz连续条件,即存在常数M ,当 | Ei | [

E0(1 [ i [ 4) 时有

| Q1( u ( x , t ) + E1) - Q1( u ( x , t ) + E2) | [ M | E1- E2 | , ( x , t ) I 8( t ) @ J ,

| Q3( v ( x , t ) + E3) - Q3( v( x , t ) + E4) | [ M | E3- E4 | , ( x , t ) I 8( t ) @ J1 
本文中记号 M 和E分别表示普通的正常数和普通小的正数,在不同处有不同的含义1 

1  二阶特征差分格式

取 $t = T / L ,对 8n
= 8( t

n
) 利用等距剖分, V 1( t

n
) = x

n
0 < x

n
1 < , < x

n
N
1
= V2( t

n
) ,在

x 方向每个时间层节点数为N1+ 1, 对 ( n
= ( ( t

n
) 同样采用等距剖分, 0 = z

n
0< z

n
1 < , < z

n
N
2

= L( t
n
)1 引入记号: �Xn

= x = x i | i = 0, 1, ,, N1; x
n
0 = V 1( t

n
) , x

n
N
1
= V2( t

n
) 是[ V 1( t

n
) ,

V 2( t
n
) ] 上的网格1 

  h
n

=
V2( t

n
) - V1( t

n
)

N 1
, �hn

i = h
n
, 1 [ i [ N1 - 1;

  �hn
0 = �hn

N
1

=
h

n

2
, h = max

0 [ n [ L
h

n1 

  X = x i | i = 1, 2, ,, N 1- 1 , �X = xi | i = 0, 1, ,, N1 ,

  X+
= x i | i = 1, ,, N 1 ,

+X= xi | i = 0, 1, 2, ,, N 1- 1 1 
类似地引入记号:

  �Hn
= z = z

n
j | j = 0, 1, ,, N 2; z

n
0 = 0, z

n
N
2

= L( t
n
)

是 [ 0, L( t
n
) ] 上的网格,

  k
n

= L( t
n
) / N 2, �k

n
j = k

n
, 1 [ j [ N 2- 1, �kn

0 = �k n
N
2
= k

n
/ 2, k = max

0 [ n [ L
k

n
,

类似的定义�H、H+ 和+ H1 为了得到高精度的计算格式,对方程(1a) 在( x , zN
2
- 1/ 2, t

n+ 1
) 点展开,得

  K 2( x , z , t )
5w
5z

n+ 1

N
2
- 1/ 2

=

    K 2( x , z , t )
5w
5z

n+ 1

N
2

-
k

n+ 1

2
5
5z

K 2( x , z , t )
5w
5z

n+ 1

N
2

+ O( ( k
n+ 1

)
2
) ,

于是有

  K 2( x , z , t )
5w
5z

n+ 1

N
2

=

    K 2( x , z , t )
5w
5z

n+ 1

N
2
- 1/ 2

+
k

n+ 1

2 <2( x , z , t )
5w
5 t

n+ 1

N
2

+ O( ( k
n+ 1

)
2
)1 

类似地对方程( 1c)在 ( x , z1/ 2, t
n+ 1

) 点展开,可得
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  K 2( x , z , t )
5w
5z

n+ 1

0
=

    K 2( x , z , t )
5w
5z

n+ 1

1/ 2
-

k
n+ 1

2
<2( x , z , t )

5w
5t

n+ 1

0
+ O( ( k

n+ 1
)
2
) ,

故在点 ( x , L( t
n+ 1

) , t
n+ 1

) 有

  <1( x , t )
5u
5t

+ a( x , t )
5 u
5x

-
5
5x

K 1( x , t )
5 u
5x

+
k

n+ 1

2
<2( x , L( t ) , t )

5 u
5 t

+

    K 2( x , z , t )
5w
5z N

2
- 1/ 2

+ O( k
2
) = Q1( u) ,

即

  <
^

1( x , t , k )
5 u
5 t

+ a ( x , t )
5 u
5x

-
5
5x

K 1( x , t )
5u
5x

=

    - K 2( x , z , t )
5w
5z N

2
- 1/ 2

+ Q1( u) + O( k
2
) , ( 5a)

此处   <
^

1( x , t , k ) = <1( x , t ) + ( k
n+ 1

/ 2) <1( x , L( t ) , t )1 

类似的在点 ( x , 0, t
n+ 1 )有

  <
^

3( x , t , k )
5v
5t

+ b ( x , t )
5 v
5x

-
5
5x

K 3( x , t )
5v
5 x

=

    K 2( x , z , t )
5w
5z 1/ 2

+ Q3( v) + O( k
2
) , ( 5b)

此处   <
^

3( x , t , k ) = <3( x , t ) + ( k
n+ 1

/ 2) <2( x , 0, t )1 
对方程( 1a) ,这一流动实际上沿着迁移的特征方向,用特征线方法处理方程( 5a)的一阶双

曲部分,具有很高的精确度,对时间 t 可用大步长计算[ 1, 7] , 记

  W1 = ( <
^
2
1+ a

2
)
1/ 2

,
5
5S1

= W- 1
1 <

^

1
5
5 t

+ a
5
5x

,

则式( 5a)可写为下述形式:

  W1
5u
5S1

-
5
5x

K 1( x , t )
5 u
5x

= - K 2( x , z , t )
5w
5z N

2
- 1/ 2

+

    Q1( x , t , u) + O( k
2
) ,   x I 8 ( t ) , t I J

n
= ( t

n
, t

n+ 1
] 1 ( 6)

对方程( 6) , 考虑逼近 W15 u/ 5S1,在这里向后差商沿着在( x
n+ 1
i , t

n+ 1
) 的 S1 的特征线方向,

W1
5 u
5S1 ( x

n- 1

i
, t

n+ 1
)

U <
^

1( x
n+ 1
i )

u
n+ 1

( x
n+ 1
i ) - u

n
( x

n+ 1
i - a( x

n+ 1
i , t

n+ 1
) $t / ( <

^

1( x
n+ 1
i ) ) )

$t
1 

记 u
O n

i = u
n
( x

O n
1, i ) , x

O n
1, i = x

n+ 1
i - a( x

n+ 1
i , t

n+ 1
)$t / ( <

^

1( x
n+ 1
i ) )1 

方程( 6)的特征差分格式:

  <
^

1( x
n+ 1
i )

U
n+ 1
i - U

^ n
i

$t
- Dx( K 1( x

n+ 1
i , t

n+ 1
) D�x U

n+ 1
) i =

    - K 2( x
n+ 1
i , z

n+ 1
N
2
- 1/ 2, t

n+ 1
) D�zw

n+ 1
i , N

2
+ Q1( x

n+ 1
i , t

n+ 1
, U
^ n

i ) ,   0 < i < N 1, ( 7a)

此处 <
^

1( x
n+ 1
i ) = <

^

1( x
n+ 1
i , t

n+ 1
) , Dx ( K 1( x

n+ 1
i , t

n+ 1
) D�xU

n+ 1
) i = ( h

n+ 1
)

- 2
[ K 1( x

n+ 1
i+ 1/ 2, 3t

n+ 1
( U

n+ 1
i+ 1-

U
n+ 1
i ) - K 1( x

n+ 1
i- 1/ 2, t

n+ 14( U
n+ 1
i - U

n+ 1
i- 1) ] , D�zW

n+ 1
i , N

2
= ( k

n+ 1
)

- 1
( W

n+ 1
i , N

2
- W

n+ 1
i , N

2
- 1) 1 设 U

n
i , i = 0,

1, ,, N1 是差分网点值, U
n
( x ) 是网点值的二次插值函数,即由 U

n
i 及其相邻点U

n
i- 1、U

n
i+ 1网点

值所决定1 记
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  U
^ n

i = U
n
( k
^n
1, i ) , X

^ n
1, i = x

n
i - a ( x

n
i , t

n
)$t / ( <

^

1( x
n
i ) )1 

边界条件

  U
n+ 1
0 = U

n+ 1
N
1

= 01 ( 7b)

类似的,方程( 1c)的特征差分格式:

  <
^

3( x
n+ 1
i )

V
n+ 1
i - V

^ n
i

$t
- Dx( K 3( x

n+ 1
i , t

n+ 1
) D�xV

n+ 1
) i =

    K 2( x
n+ 1
i , z

n+ 1
1/ 2 , t

n+ 1
) D�zW

n+ 1
i , 0 + Q3( x

n+ 1
i , t

n+ 1
, V
^ n
i ) ,   0 < i < N 1, ( 8a)

此处

  <
^

3( x
n+ 1
i ) = <

^

3( x
n+ 1
i , t

n+ 1
) ,

  Dx ( K 3( x
n+ 1
i , t

n+ 1
) D�xV

n+ 1
) i = ( h

n+ 1
)

- 2
[ K 2( x

n+ 1
i+ 1/ 2, t

n+ 1
) ( V

n+ 1
i+ 1- V

n+ 1
i ) -

    K 3( x
n+ 1
i- 1/ 2, t

n+ 1
) ( V

n+ 1
i - V

n+ 1
i- 1) ] ,

  DzW
n+ 1
i, 0 = ( k

n+ 1
)

- 1
( W

n+ 1
i, 1 - W

n+ 1
i, 0 ) 1 

V
n
( x ) 是网点值的二次插值函数,即由 V

n
i 及其相邻点V

n
i- 1、V

n
i+ 1网点值所决定1 同样记

  V
^ n
i = V

n
( x
^ n
3, i ) , x

^ n
3, i = x

n
i - b( x

n
i , t

n
) $t / ( <

^

3( x
n
i ) )1 

边界条件

  V
n+ 1
0 = V

n+ 1
N
1

= 01 ( 8b)

对方程( 1b)的差分格式:

  <
^

2( x
n+ 1
i , t

n+ 1
)

W
n+ 1
ij - W

n
ij

$t
= Dz ( K 2( x , z , t ) D�zW)

n+ 1
ij ,

  0 < i < N1; 0 < j < N 2, ( 9a)

此处

  Dz ( K 2( x , z , t ) D�zW)
n+ 1
ij = ( k

n+ 1
)

- 2
[ K 2( x

n+ 1
i , z

n+ 1
j+ 1/ 2, t

n+ 1
) ( W

n+ 1
i , j+ 1- W

n+ 1
ij ) -

    K 2( x
n+ 1
i , z

n+ 1
j- 1/ 2, t

n+ 1
) ( W

n+ 1
ij - W

n+ 1
i, j- 1) ] 1 

边界条件

  
W

n+ 1
0, j = W

n+ 1
N
1
, j = 0,   0 < j < N 2,

W
n+ 1
i , N

2
= U

n+ 1
i , W

n+ 1
i , 0 = V

n+ 1
i ,   0 < i < N 11 

  (内边界条件) ( 9b)

特征差分格式( 7)、( 8)和( 9)的计算程序: 在实际计算时, ( 7a)的 D�zW
n+ 1
i , N

2
近似的取为 D�zW

n
i , N

2
,式

(8a) 中的 DzW
n+ 1
i , 0 近似的取为 DzW

n
i, 01 若已知时刻 t = t

n 的差分解 U
n
i , W

n
ik , V

n
i 时,寻求下一

时刻 t = t
n+ 1的 U

n+ 1
i , W

n+ 1
ik , V

n+ 1
i 1 首先由式( 7) 应用追赶法计算出 U

n+ 1
i , 同时可并行的

由式(8) 应用追赶法计算出 V
n+ 1
i ,最后由式(9) 用追赶法计算出 W

n+ 1
ij , 由正定性条件( D) ,

此差分解存在且唯一1 

注意  此处设 y = x - a(x , t)$ t/ <
^

1 = g (x ) , z = x - b ( x , t)$ t/ <
^

3 = f ( x ) , 当$ t适当小时, 条件 a( x ,

t) | 5 8 ( t) = 0, b ( x , t) | 5 8 ( t ) = 0, 得知 y = g (x ) , z = f ( x ) 分别同胚映射 8 ( t) 为自身,故得知 x^ n1, i、x
^ n
3, i 仍然

属于 8 ( tn )1 这里将 8 - 周期条件去掉1 

2  收敛性分析

首先定义网格函数空间 Hh的内积
[ 8- 11]

,对一维网络区域, 设 v ( x ) 与 u( x ) 是给定在 �X上

的网络函数,用下面的公式定义离散内积:
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  ( v, u) �X = 6
N
1

i = 0

v( xi ) u ( xi )�h i , ( v , u) X+ = 6
N
1

i= 0

v( xi ) u( xi ) h i ,

  ( v, u) +
X = 6

N
1
- 1

i= 0

v( xi ) u( xi ) h i1 

容易证明 ( v, u) �X = [ ( v, u) X+ + ( v, u )+
X] / 21 

对二维网格区域,设 f ( x , z ) 与 g( x , z ) 是给定在 �X @ �H上的网格函数,用下面的公式定义

离散内积:

  3f , g4�X@�H = 6
0 [ i [ N

1

6
0 [ j [ N

2

f ( xi , z j ) g( x i , z j )�h i�kj ,

  3f , g] w@H, 1 = 6
0 [ j [ N

2

6
1 [ i [ N

1

f ( x i , z j ) g ( x i , z j ) h i�kj ,

  3f , g] w@H, 2 = 6
0 [ i [ N

1

6
1[ j [ N

2

f ( x i , z j ) g ( x i , z j )�h ikj 1 

同样有3f , g4�X@�H = [3f , g] w@ H, 1+ 3f , g] w@ H, 2] / 2, 在通常情况下,为了简便,将下标省略1 
关于格式( 7) ~ ( 9)的收敛性分析, 设 u、v、w 为问题(1) ~ (4) 的精确解, U、V、W 为格式

(7) ~ (9) 的差解,记误差函数为 N= u - U, F= v - V, X = w - W1 

首先讨论方程( 7) ,由方程( 7)和( 1a) ( t = t
n+ 1

) , 可得下述关于误差函数的误差方程:

  <
^
n+ 1
1, i

N
n+ 1
i - ( u

n
( x

O n
1, i ) - U

^ n
i )

$t
- Dx ( K 1( x

n+ 1
i , t

n+ 1
) D�xN

n+ 1
) i =

    - K 2( x
n+ 1
i , z

n+ 1
N
2
- 1/ 2, t

n+ 1
) D�z X

n+ 1
i , N

2
+ Q1( x

n+ 1
i , t

n+ 1
, u

n+ 1
i ) -

    Q1( x
n+ 1
i , t

n+ 1
, U

^ n
i ) + En+ 1

1, i ,   0 < i < N 1, ( 10a)

  
Nn+ 1
0 = Nn+ 1

N
1

= 0,

Nn+ 1
i = Xn+ 1

i , N
2
,   0 < i < N 1,

( 10b)

此处   | En+ 1
1, i | [ M

52u

5S21 L ] (J n, L ] )
, +u +L

]
(J

n
, W

4, ]
) , +w +L

]
( J

n
, W

4, ]
) h

2
+ $t 1 

J
n

= [ t
n
, t

n+ 1
] 和 S1 = Sn+ 1

1, i 1 特征方向在( x
n+ 1
i , t

n+ 1
) 处, 函数 Nn ( x ) 是按节点值 Nn

i 的分片

二次插值函数, N
^
n
i = Nn ( x

^ n
i ) , 则有

  Nn+ 1
i - ( u

n
( x

On
1, i ) - U

^ n
i ) =

    ( Nn+ 1
i - N

^n
i ) - ( u

n
( x

O n
1, i ) - u

n
( x
^ n
1, i ) ) + ( I - I 2) u

n
( x
^n
1, i ) , ( 11)

此处 I 是恒等算子, I2 是分段二次插值算子, 由问题的正则性条件, 并且由于实际上 V1( t )、

V 2( t ) 变化是很慢的, 可以假定 Vc
i ( t ) U O( $t ) ( i = 1, 2)1 则有

  <
^n+ 1
1, i

Nn+ 1
i - N

^
n
i

$t
- Dx( K 1( x

n+ 1
i , t

n+ 1
) D�xN

n+ 1
) i [

    - K 2( x
n+ 1
i , z

n+ 1
N
2
- 1/ 2, t

n+ 1
) D�z X

n+ 1
i , N

2
+ M | Nni |

2
+ h

2
+ $t -

    
<
^
n+ 1
1, i ( I - I 2) u

n
( x
^n
1, i )

$t
+ En+ 1

1, i ,   0 < i < N11 ( 12)

我们假定剖分参数满足下述限制性条件:

  $t = O( h
2
)1 ( 13)

注意到

556 袁 益 让    李 长 峰    杨 成 顺    韩 玉 笈



  h
n+ 1

- h
n

=
1

N1
[ V2( t

n+ 1
) - V 1( t

n+ 1
) ] - [ V 2( t

n
) - V 1( t

n
) ] =

    1
N 1

[ V 2( t
n+ 1

) - V2( t
n
) ] - [ V 1( t

n+ 1
) - V1( t

n
) ] =

    $t
N 1

Vc
2(�t

n+ 1/ 2
) - Vc

1( t
U n+ 1/ 2

) = O h( $t )
2

, ( 14)

此处 t
n

< �t
n+ 1/ 2
、t

U n+ 1/ 2
< t

n+ 11 对式(12) 乘以 N
n+ 1
i �h

n+ 1
i 并求和, 依次分析诸项, 将式( 12)左端

第1项分解为

  <
^n+ 1
1, i

Nn+ 1
i - N

^
n
i

$t
= <

^n+ 1
1, i

Nn+ 1
i - Nni
$t

+ <
^n+ 1
1, i

Nni - N
^
n
i

$t
,

我们可得

  6
N
1

i= 0
<
^
n+ 1
1, i

Nn+ 1
i - Nn

i

$t
Nn+ 1

i �h
n+ 1
i \ 1

2$t 6
N
1

i= 0
<
^
n+ 1
1, i ( Nn+ 1

i )
2�hn+ 1

i - 6
N
1

i= 0
<
^
n+ 1
1, i ( Nni )

2�hn+ 1
i =

    1
2$t 6

N
1

i= 0
<
^n+ 1
1, i ( N

n+ 1
i )

2
�h

n+ 1
i - 6

N
1

i= 0
<
^n
1, i ( N

n
i )
2
�h

n
i + O 6

N
1

i= 0
<
^n
1, i ( N

n
i )
2
�h

n
i 1 ( 15)

对于项 6
N
1

i= 0

<
^n+ 1
1, i

Nn
i - N

^n
i

$t
Nn+ 1

i �h
n+ 1
i , 注意到

  Nni - N
^
n
i = - Q

x̂
n

i

x
n

i

5
5x
NndR = - Q

x
n

i
- a( x

n

i
, t

n
) $t/ <

n̂

1, i

x
n

i

5Nn

5x
dR [

    M$tmax | DxN
n
p | : | x

n
p - x

n
i | [ h

n
+ M$t 1 

于是有

  6
N
1

i= 0
<
^
n+ 1
1, i

N
n
i - N

^n
i

$t
Nn+ 1

i �h
n+ 1
i [ E6

N
1
- 1

i= 0
| DxN

n
i |

2
h

n
+ M 6

N
1

i= 0
<
^
n+ 1
1, i ( Nn+ 1

i )
2�hn+ 1

i , ( 16)

  - 6
N
1

i= 0
Dx( K 1( x

n+ 1
i , t

n+ 1
) D�xN

n+ 1
) iN

n+ 1
i �h

n+ 1
i =

    6
N
1

i= 1

K
n+ 1
1, i- 1/ 2( D�xN

n+ 1
i )

2
h

n+ 1
= 6

N
1
- 1

i= 0

K
n+ 1
1, i- 1/ 2( DxN

n+ 1
i )

2
h

n+ 1
, ( 17)

  6
N
1

i= 0

En+ 1
1, iN

n+ 1
i �h

n+ 1
i [ M ( $t )

2
+ h

4
+ 6

N
1

i= 0

<
^n+ 1
1, i ( Nn+ 1

i )
2�hn+ 1

i 1 ( 18)

由式( 12)、( 15) ~ ( 18)可得:

  1
2$t

( <
^n+ 1
1 Nn+ 1

, Nn+ 1
)�X - ( <

^n
1N

n
, Nn )�X +

    1
2

( K
n+ 1
1 DxN

n+ 1
, DxN

n+ 1
)+
X+ ( K

n
1D�xN

n+ 1
, D�xN

n+ 1
) X

+ [

    - 6
N
1

i= 0

K 2( x
n+ 1
i , z

n+ 1
N
2
- 1/ 2, t

n+ 1
) D�z X

n+ 1
i , N

2
Nn+ 1

i �h
n+ 1
i +

    M +Nn+ 1 +2
0+ +Nn +2

0 + h
4
+ ($t )

2
+

    6
N
1

i= 0
<
^
n+ 1
1, i

( I - I 2) u
n
( x
^n
1, i )

$t
Nn+ 1

i �h
n+ 1
i + E+DxN

n+ 1 +2
01 ( 19)

对于上式右端第 3项,应用 Peano核定理,由文献[ 6]可得估计
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  6
N
1

i= 0

<
^n+ 1
1, i

( I - I 2) u
n
( x
^ n
1, i )

$t
Nn+ 1

i �h
n+ 1
i [ M h

4
+ 6

N
1

i= 0

<
^n+ 1
1, i ( Nn+ 1

i )
2�hn+ 1

i 1 ( 20)

对于式( 19) ,应用式( 20)并注意到K 1( x , t ) 正定性条件可得:

  1
2$t

+( <
^n+ 1
1 )

1/ 2Nn+ 1 +2
0 - +( <

^n
1)
1/ 2Nn +2

0 +

    
K *

4
+DxN

n+ 1 +2
0+ +D�xN

n+ 1 +2
0 [

    - 6
N
1

i= 0
K 2( x

n+ 1
i , z

n+ 1
N
2
- 1/ 2, t

n+ 1
) D�z X

n+ 1
i , N

2
Nn+ 1

i �h
n+ 1
i +

    M +Nn+ 1 +2
0+ +Nn +2

0 + h
4
+ ($t )

2 1 ( 21)

其次,类似的讨论方程( 8) ,由方程( 8)和( 1c) ( t = t
n+ 1

) ,可得下述关于误差函数 F的误差方程:

  <
^n+ 1
3, i

F
n+ 1
i - ( v

n
( x

O n
3, i ) - V

^ n
i )

$t
- Dx( K 3( x

n+ 1
i , t

n+ 1
) D�xF

n+ 1
) i =

    K 2( x
n+ 1
i , z

n+ 1
1/ 2 , t

n+ 1
) Dz X

n+ 1
i, 0 + Q3( x

n+ 1
i , t

n+ 1
, v

n+ 1
i ) -

    Q3( x
n+ 1
i , t

n+ 1
, V
^ n
i ) + En+ 1

3, i ,   0 < i < N1, ( 22a)

  
Fn+ 1
0 = Fn+ 1

N
1

= 0,

Fn+ 1
i = Xn+ 1

i , 0 ,   0 < i < N1,
( 22b)

此处

  | En+ 1
3, i | [ M

52 v

5S23 L
]

(J
n
, L

]
)
, +v +L

]
(J

n
, W

4, ]
) , +w +L

]
(J

n
, W

4, ]
) h

2
+ $t ,

J
n

= [ t
n
, t

n+ 1
] , S3= Sn+ 1

3, i ,特征方向在( x
n+ 1
i , t

n+ 1
) 处 1 函数Fn

( x ) 是按节点值 F
n
i 的二次插

值函数,于是式( 22)可改写为

  <
^n+ 1
3, i

Fn+ 1
i - F

^n
i

$t
- Dx( K 3( x

n+ 1
i , t

n+ 1
) D�xF

n+ 1
) i [

    K 2( x
n+ 1
i , z

n+ 1
1/ 2 , t

n+ 1
) Dz X

n+ 1
i, 0 + M | Fni |

2
+ h

2
+ $t -

    <
^n+ 1
3, i

( I - I 2) v
n
( x
^n
3, i )

$t
+ En+ 1

3, i ,   0 < i < N11 ( 23)

对式( 23)乘以 Fn+ 1
i �h

n+ 1
i 并求和,逐次分析诸项,最后可得

  1
2$t

+( <
^n+ 1
3 )

1/ 2Fn+ 1 +2
0- +( <

^n
3)
1/ 2Fn +2

0 +

    
K *

4
+DxF

n+ 1 +2
0+ +D�xF

n+ 1 +2
0 [

    6
N
1

i= 0
K 2( x

n+ 1
i , z

n+ 1
1/ 2 , t

n+ 1
) Dz X

n+ 1
i, 0 F

n+ 1
i �h

n+ 1
i +

    M +Fn+ 1+2
0+ +Fn +2

0+ h
4
+ ( $t )

2 1 ( 24)

最后讨论方程( 9) ,由方程( 9)和( 1b) ( t = t
n+ 1

) , 可得下述关于 X的误差方程:

  <n+ 1
2, ij

Xn+ 1
ij - Xn

ij

$t
- Dz ( K 2( x

n+ 1
i , z

n+ 1
j , t

n+ 1
) D�z X

n+ 1
) ij = En+ 1

2, ij ,

  0 < i < N1; 0 < j < N 21 ( 25a)

  
Xn+ 1
0, j = Xn+ 1

N
1
, j = 0,

Xn+ 1
i, 0 = Fn+ 1

i , Xn+ 1
i, N

2
= Fn+ 1

i ,   0 < i < N1,
( 25b)
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此处   | E
n+ 1
2, ij | [ M

52w
5 t

2
L

]
(J

n
, L

]
)
, +w +L

]
(J

n
, W

4, ]
) k

2
+ $t 1 

对式( 25)乘以 Xn+ 1
ij �h

n+ 1
i �k

n+ 1
j 作内积分求和可得

  6
0 [ i [ N

1
0 [ j [ N

2

<n+ 1
2, ij

Xn+ 1
ij - Xn

ij

$t
Xn+ 1

ij �h
n+ 1
i �k

n+ 1
j -

    6
0 [ i [ N

1
0[ j [ N

2

Dz ( K 2( x
n+ 1
i , z

n+ 1
j , t

n+ 1
) D�z X

n+ 1
) ij X

n+ 1
ij �h

n+ 1
i �k

n+ 1
j =

    6
0 [ i [ N

1
0[ j [ N

2

E
n+ 1
2, ij X

n+ 1
ij �h

n+ 1
i �k

n+ 1
j 1 ( 26)

注意到

  6
0 [ i [ N

1
0 [ j [ N

2

<n+ 1
2, ij

X
n+ 1
ij - X

n
ij

$t
Xn+ 1

ij �h
n+ 1
i �k

n+ 1
j \

    1
2$t 6

ij

<n+ 1
2, ij ( X

n+ 1
ij )

2�hn+ 1
i �k

n+ 1
j - 6

ij

<n+ 1
2, ij ( X

n
ij )
2�hn

i�k
n
j +

    O 6
ij

<
n
2, ij ( X

n
ij )
2
�h

n
i �k

n
j , ( 27)

  - 6
0 [ i [ N

1
0 [ j [ N

2

Dz( K 2( x
n+ 1
i , z

n+ 1
j , t

n+ 1
) D�z X

n+ 1
) ij X

n+ 1
ij �h

n+ 1
i �k

n+ 1
j =

    - 6
0 [ i [ N

1

�hn+ 1
i 6

0 [ j [ N
2

Dz ( K 2( x
n+ 1
i , z

n+ 1
j , t

n+ 1
) D�z X

n+ 1
) ij X

n+ 1
ij �k

n+ 1
j =

    6
i

�hn+ 1
i 6

j

K 2( x
n+ 1
i , z

n+ 1
j , t

n+ 1
) D�z X

n+ 1
ij �k

n+ 1
j -

    Xn+ 1
i, N

2
K 2( x

n+ 1
i , z

n+ 1
N
2
- 1/ 2, t

n+ 1
) D�z X

n+ 1
i , N

2
+ Xn+ 1

i , 0 K 2( x
n+ 1
i , z

n+ 1
1/ 2 , t

n+ 1
) Dz X

n+ 1
i , 0 =

    6
i, j

K 2( x
n+ 1
i , z

n+ 1
j , t

n+ 1
) ( D�z X

n+ 1
ij )

2�hn+ 1
i �k

n+ 1
j -

    6
i

K 2( x
n+ 1
i , z

n+ 1
N
2
- 1/ 2, t

n+ 1
) D�z X

n+ 1
i , N

2
Nn+ 1

i �h
n+ 1
i +

    6
i

K 2( x
n+ 1
i , z

n+ 1
1/ 2 , t

n+ 1
) Dz X

n+ 1
i, 0 F

n+ 1
i �h

n+ 1
i , ( 28)

可得

  1
2$t

||| ( <
n+ 1
2 )

1/ 2
X

n+ 1
|||

2
- ||| ( <

n
2)
1/ 2
X

n
|||
2

+

    1
2 6

i, j

K 2( x
n+ 1
i , z

n+ 1
j , t

n+ 1
) ( D�z X

n+ 1
ij )�hn+ 1

i �k
n+ 1
j +

    K 2( x
n+ 1
i , z

n+ 1
j , t

n+ 1
) ( Dz X

n+ 1
ij )

2�hn+ 1
i �k

n+ 1
j [

    6
N
1

i= 0

K 2( x
n+ 1
i , z

n+ 1
N
2
- 1/ 2, t

n+ 1
) D�z X

n+ 1
i , N

2
Nn+ 1

i �h
n+ 1
i -

    6
N
1

i= 0
K 2( x

n+ 1
i , z

n+ 1
1/ 2 , t

n+ 1
) Dz X

n+ 1
i, 0 F

n+ 1
i �h

n+ 1
i +

    M ||| ( <n
2)
1/ 2Xn

|||
2
+ k

4
+ ($t )

2
, ( 29)

此处记号 ||| <1/ 2 X |||
2

= 6
ij

<ij ( Xij )
2�hi�kj 1 
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组合式( 21)、( 24)和( 29) ,乘以 2$t并对t求和, 0 [ n [ L - 1, 注意到 N0 = F0 = X0 = 0,

可得下述估计式:

  +N
L +2

0+ +F
L +2

0+ ||| X
L

|||
2
0+ 6

L

n = 1

+DxN
n +2

+ +D�xN
n +2

+

    +DxF
n +2

+ +D�xF
n +2

+ ||| Dz X
n

|||
2
+ ||| D�z X

n
|||

2
$t [

    M 6
L

n= 1
[ +Nn +2

0+ +Fn +2
0+ ||| Xn

|||
2
0] $t + h

4
+ k

4
+ ($t )

2 1 ( 30)

应用 Gronwall引理可得

  +N
L +2

0+ +F
L +2

0+ ||| X
L

|||
2
0+ 6

L

n = 1

+DxN
n +2

0+ +D�xN
n +2

0+

    +DxF
n +2

0 + +D�xF
n +2

0 + ||| DzX
n

|||
2
0 + ||| D�zX

n
|||
2
0 $t [ M h

4
+ ( $t )

2 1 ( 31)

定理  假定问题( 1) ~ ( 4)的精确解满足光滑性条件( R) , 采用特征差分格式( 7) ~ ( 9)逐层
计算,则下述误差估计成立:

  +u - U +�l ]
( [ 0, T ] , l

2
) + +v - V +�l ]

( [ 0, T ] , l
2
) + +w - W +�l ]

( [ 0, T ] , l
2
) +

    + u - U +�l 2( [ 0, T ] , h
1
) + +v - V +�l 2( [ 0, T ] , h

2
) + +w - W +�l 2( [ 0, T ] , h

1
) [

    M
* $t + h

2
+ k

2
, ( 32)

此处

  +f +�l ]
(J , x ) = sup

n$t [ T
+f

n +x , +g +�l 2(J , x ) = sup
N$t [ T 6

N

n = 0
+g

n +2
x$t

1/ 2
,

M
* 依赖于 u、v、w 及其导数1 

3  二维问题的拓广

本文所提出的动边值问题的特征差分方法,可以拓广到二维多层对流扩散耦合系统的初

边值问题:

  <1( x , y , t )
5 u
5 t

+ a( x , y , t ) #¨u - #̈( K 1( x , y , t ) ü ) +

    K 2( x , y , z , t )
5w
5z z= L( t )

= Q1( x , y , t , u) ,

  ( x , y )
T I 8 ( t ) ; t I J = (0, T ] , ( 33a)

  <2( x , y , z , t )
5w
5 t

=
5
5z

K 2( x , y , z , t )
5w
5z

,

  ( x , y , z )
T I ( ( t ) ; t I J , ( 33b)

  <3( x , y , t )
5v
5t

+ b( x , y , t )# v̈ -

    #̈( K 3( x , y , z ) #̈v ) - K 2( x , y , z , t )
5w
5 z z = 0

=

    Q3( x , y , t , v) ,   ( x , y )
T I 8 ( t ) ; t I J1 ( 33c)

此处

8( t ) = X = ( x , y ) | V 1( t ) [ x [ V 2( t ) , R1( t ) [ y [ R2( t ) , t I J ,

( ( t ) = ( X , z ) | V1( t ) [ x [ V2( t ) , R1( t ) [ y [ R2( t ) , 0 [ z [ L( t ) , t I J ,

¨=
5
5x

,
5
5 y

T

1 
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初始条件

  u( x , y , 0) = W1( x , y ) ,   ( x , y )
T I 8(0) , ( 34a)

  w ( x , y , z , 0) = W2( x , y , z ) ,   ( x , y , z )
T I ( (0) , ( 34b)

  v( x , y , 0) = W3( x , y ) ,   ( x , y )
T I 8 (0) 1 ( 34c)

边界条件

  

u( x , y , t ) | 5 8 ( t ) = 0, w( x , y , z , t ) | ( x , y )
T I 5 8( t) ; z I ( 0, L( t ) ) = 0,

v( x , y , t ) | 5 8 ( t) = 0,

w ( x , y , z , t ) | z = L( t) = u( x , y , t ) , w ( x , y , z , t ) | z = 0 = v ( x , y , t ) ,

  ( x , y )
T I 8 ( t ) ; t I J1 

( 35)

类似地我们可以构造特征差分格式,对方程( 33a)我们有:

  <
^

1( x
n+ 1
i , y

n+ 1
j , t

n+ 1
)

U
n+ 1
ij - U

^ n
ij

$t
- Dx ( K 1D�x U)

n+ 1
ij + Dy( K 1D�y U)

n+ 1
ij =

    - K 2( x
n+ 1
i , y

n+ 1
j , z

n+ 1
N
3
- 1/ 2, t

n+ 1
) D�zW

n+ 1
ij, N

3
+ Q1( x

n+ 1
i , y

n+ 1
j , U

^ n
ij ) ,

  0 < i < N1; 0 < j < N21 ( 36a)

边界条件

  U
n+ 1
0, j = U

n+ 1
N
1
, j = 0, U

n+ 1
i , 0 = U

n+ 1
i , N

2
= 01 ( 36b)

此处设 U
n
ij 是差分解的网点值, U

n
( x ) 是网点值的双二次插值函数, U

^ n
ij = U

n
( X
^ n
1, ij ) , X

^ n
1, ij =

X
n
ij - a( X

n
ij , t

n
)$t / ( <

^

1( X
n
ij , t

n
) ) 1 

对方程( 33c)我们有

  <
^

3( x
n+ 1
i , y

n+ 1
j , t

n+ 1
)

V
n+ 1
ij - V

^ n
ij

$t
- Dx ( K 3D�xV)

n+ 1
ij + Dy( K 3D�yV)

n+ 1
ij =

    K 2( x
n+ 1
i , y

n+ 1
j , z

n+ 1
1/ 2 , t

n+ 1
) DzW

n+ 1
ij , 0 + Q3( x

n+ 1
i , y

n+ 1
j , V

^ n
ij ) ,

  0 < i < N1; 0 < j < N21 ( 37a)

边界条件

  V
n+ 1
0, j = V

n+ 1
N
1
, j = 0, V

n+ 1
i, 0 = V

n+ 1
i , N

2
= 0, ( 37b)

此处 V
n
( x ) 是网点值的双二次插值函数,记

  V
^ n
ij = V

n
( X

n
3, ij ) , X

^ n
3, ij = X

n
ij - b( X

n
ij , t

n
) / ( <

^

3( X
n
ij , t

n
) ) 1 

对方程( 33b)我们有

  <2( x
n+ 1
i , y

n+ 1
j , z

n+ 1
k , t

n+ 1
)

W
n+ 1
ijk - W

n
ijk

$t
= Dz ( K 2( x , y , z , t ) D�zW)

n+ 1
ijk ,

  0 < i < N 1; 0 < j < N2; 0 < k < N31 ( 38a)

边界条件

  
W

n+ 1
0, jk = W

n+ 1
N
1
, jk = W

n+ 1
i, 0, k = W

n+ 1
i , N

2
, k = 0,

W
n+ 1
ij , N

3
= U

n+ 1
ij , W

n+ 1
ij , 0 = V

n+ 1
ij 1 

( 38b)

特征差分格式( 36) ~ ( 38)的计算程序:在实际计算时, 式( 36a)中的 D�zW
n+ 1
ij , N

3
近似地取为

D�zW
n
ij , N

3
,式(37a) 中的 DzW

n+ 1
ij, 0 近似地取为 DzW

n
ij , 01 若已知 t = t

n 时刻的差分解 U
n
ij , W

n
ijk ,

V
n
ij 时,寻求下一时刻 t = t

n+ 1的 U
n
ij , W

n
ijk , V

n
ij 1 首先由式(36) 计算出 U

n+ 1
ij ,同时可并行的
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由式(37) 计算出 V
n+ 1
ij ,最后由式(38) 用追赶法计算出 W

n+ 1
ijk 1 由于问题是正定的,此差分

解存在且唯一1 

4  应   用

动边值问题的特征差分方法, 已应用到多层油资源运移聚集的软件系统和胜利油田油资

源评估中¹ 1 问题的数学模型为

  #̈ K 1
k ro

Lo
¨Wo + B oq - K 2

k ro

Lo
5Wo
5z z= L( t)

= - <1Ûs
5 Wo
5 t

-
5 Ww
5 t

,

  X = ( x , y )
T I 8( t ) ; t I J = (0, T ] , ( 39a)

  #̈ K 1
k rw

Lw
¨Ww + Bw q - K 2

k rw

Lw
5 Ww
5z z = L( t)

= <1Ûs
5 Ww
5t

-
5Ww
5 t

,

  X I 8 ( t ) ; t I J , ( 39b)

  5
5z

K2
kro

Lo
5 Wo
5z

= - <2Ûs
5Wo
5t

-
5Ww
5 t

,

  X = ( x , y , z )
T I ( ( t ) ; t I J , ( 40a)

  5
5z

K2
krw
Lw

5 Ww
5z

= <2Ûs
5Wo
5t

-
5Ww
5 t

,

  X = ( ( t ) ; t I J , ( 40b)

  #̈ K 3
k ro
Lo
¨Wo + B oq + K 2

k ro
Lo

5Wo
5z z= 0

= - <3Ûs
5 Wo
5 t

-
5 Ww
5t

,

  X = ( x , y )
T I 8( t ) ; t I J , ( 41a)

  #̈ K 3
k rw
Lw
¨Ww + Bw q + K 2

k rw
Lw

5 Ww
5z z = 0

= <3Ûs
5 Wo
5 t

-
5 Ww
5t

,

  X I 8 ( t ) ; t I J 1 ( 41b)

应用本文的计算方法,对胜利油田阳信洼陷多层油资源运移聚集的实际问题进行了数值

模拟, 结果符合油水运移聚集规律, 可清晰地看到油在下层运移聚集的情况, 并由中间层进一

步运移到上层, 最后形成油藏的全过程,其成藏位置基本上和实际油田的位置一致1 
阳信洼陷的工区范围( 20 516 000, 4 128 000) , ( 50 576 000, 4 178 000) , x 方向长度为60 km, y

方向长度为50 km,实际模拟面积为 3 000 km21 
模拟目标选择为:沙四Ñ段、沙四Ò段、沙四Ó段、沙四Ô段 4个层位1 含油气盆地的油气

生成量决定后期形成的油气藏的规模1 依据阳信洼陷油气成因特点、储层类型及油气成藏规
律,根据数值模拟结果表明:

( � ) 阳信洼陷下步油气勘探要以沙四上亚段为主要的目标方向, 实行立体勘探, 以期有
所突破1 

( � ) 具有 5个油藏带:南部鼻状构造和中央隆起带、东部火成岩- 断层遮挡油气藏带、西

部潜山带、深洼区的岩性油藏带1 

致谢  本文初稿曾应邀在/ International Workshop on Computational Methods in Geosciences,
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Characteristic Finite Difference Method and Application

for Moving Boundary Value Problem

of the Coupled System

YUAN Yi- rang1,  LI Chang- feng1,  YANG Cheng- shun2,  HAN Yu- ji2

( 1. Institute of Ma them atics , Shandong Univ er sity , Jinan 250100, P . R . China ;

2. Physical Explor ation Institute of Shen gli Petr oleum Adm inistr ati on ,

Dongy in g , Shan gdong 257022, P . R . China )

Abstract: The coupled system of multilayer dynamics of fluids in porous media is to describe the his-

tory of oil- gas transport and accumulation in basin evolution. It is of great value in rational evalua-

tion of prospecting and exploiting oil- gas resources. The mathematical model can be described as a

coupled system of nonlinear partial differential equations with moving boundary values. A kind of

characteristic finite difference schemes was put forward, from which optimal order estimates in norm

was derived for the error in the approximate solutions. The research is important both theoretically

and practically for the model analysis in the field, for model numerical method and for software deve-l

opment.

Key words: multilayer dynamics of fluids; moving boundary values; characteristic finite difference;

error estimates; numerical simulation of oil deposit

563渗流耦合系统动边值问题特征差分方法及其应用


