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摘要:  讨论了具有 1B1和 1B2内共振非线性耦合系统的混沌相位同步1 通过引入混沌运动的相

位定义说明对于不同的内共振系统,在相对小的参数下两个子系统的平均频率差接近于 0,即在弱

相互作用下两个振子相位同步1 随着耦合力的增加,平均频率差有波动, 与 1B2 内共振情形相比,

在主共振条件下两个子系统平均频率差的波动较小,即使在弱作用下也是如此1 线性耦合力的增

加增强了相位同步效应,而非线性耦合力的增加使得两个子系统由相位同步向不同步转化,且相

位动力学与Liapunov的变化有关, 这也可以通过扩散云图来证实1 
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引   言

自从发现混沌完全同步[ 1]以来,混沌同步已在激光动力学[ 2]、电子线路[ 3]、化学动力学[ 4]、

神经动力学[ 5- 7]和现代通讯[ 8- 10]等领域得到了广泛研究1 近来人们发现: 尽管振子的振动是混
沌的, 但它们的步伐却与不同激励的步伐保持一致, 这个激励可以通过另一个混沌系统产

生
[ 11] 1 这个现象称为混沌相位同步,它在理论上和实验上都得到了广泛研究[ 12-14] 1 
研究混沌系统相位同步的首要问题是确定混沌信号的振幅和相位1 因为混沌运动的相位

不能直接从观测器得到, 人们提出了一些方法去计算混沌振子的相位,例如: Gabor[ 15]提出了信

号分析方法1 Rosenblum, Pikovsky 和Kurths等人提出了一种比较简单的方法[ 16] ,混沌信号相位

可以通过线性递代公式来计算,其公式如下:

  <( t ) = 2Pk + 2P( t - tk) / ( tk+ 1- t k) ,   tk < t < tk+ 1,

其中 tk 和 tk+ 1分别表示第 k 次和第k + 1次与Poincar�截面相交的时间1 相应地,混沌运动的
平均频率可以定义为混沌运动相位的平均增长率,其计算公式为

  X = lim
N y ]

2PN / t(N ) ,

其中 t ( N ) 表示相点第N 次相交到 Poincar�截面时所需要的时间1 如果 | n<1- m<2 | < const ,
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则产生 nBm 的混沌相位同步 1 nBm 的混沌相位同步也可以从扩散云图(与Poincare截面相交

的相点)来解释,当扩散云图中的相点集中在相空间的较小(较大、几乎整个相空间)区域内,两

个系统是完全相位同步(不完全相位同步、不同步)的1 

混沌系统的激励可以是外激励也可以是参数激励[ 17] ,当初始混沌运动的平均频率接近激

励频率时,产生同步现象[ 18] 1 更一般的激励可以理解为两个不同的混沌系统之间的内部相互

作用1 向量场的线性耦合可以揭示两个子系统之间的相位差异[ 19] 1 许多线性耦合的混沌振

子在一定的耦合力下可以产生同步现象, 例如: RÊssler[ 20] , Lorenz[ 21] , Mackey-Glass[ 22]和 McK-

ean[ 23]系统,甚至在有噪声的情况下[ 24]也可以产生同步现象1 然而线性耦合不能代表两个振
子之间的普遍的相互作用1 当两个振子之间引入一般的耦合形式时, 同步现象是否存在? 这
种一般的耦合形式可能导致两个振子之间更为复杂的相互作用1 本文主要研究两个非线性耦
合的 RÊssler系统的混沌相位同步,其表达式式下:

  Ûx 1 = - X1y 1- z 1+ E( x 22- x
2
1) , Ûx 2 = - X2y 2- z 2+ E( x 21- x

2
2) ,

  Ûy 1 = X1x 1+ ay1, Ûy 2 = X2x 2+ ay 2,

  Ûz 1 = f + z 1( x 1- c) , Ûz 2 = f + z 2( x 2- c) ,

其中 a = 0. 15, f = 0. 2, c = 10. 01 参数 X1、X2分别表示两个RÊssler系统的固有频率,而 E是

耦合参数1 参数不仅能影响规则运动的动力学行为[ 25- 26] , 而且能影响混沌运动的动力学行

为
[ 27]

,从而可以推测参数可能影响耦合系统的动力学行为1 本文的主要目的是研究在不同的
初始条件和不同的参数条件下,非线性耦合力是如何影响耦合系统混沌相位同步效应的1 

1  1B1内共振的相位同步

为了研究两个子系统的固有频率比 X1BX2接近1B1情形的混沌相位同步,这里我们令 X1 =

1. 0+ R, X2= 1. 0,其中 R是调谐参数1 对于两个子系统的固有频率比 X1BX2为严格的1B1情

形,即 R= 0, 在这种情况下两个RÊssler 振子的固有频率是相同的1 两个子系统的平均频率差
随参数 E变化曲线见图1,其中 $X= 81- 82,而 81、82分别表示两个混沌系统的平均频率 1 
当 E< 0. 008 3, $X接近于 0,即两个子系统的平均频率比锁定在1B1,这说明两个RÊssler系统
之间存在相位同步1 当 E> 0. 008 3时,平均频率差曲线存在小的波动,这说明两个 RÊssler振
子之间的相位存在差异, 即当 E> 0. 008 3时,两个RÊssler系统之间相位同步消失1 

为了揭示混沌系统的相位同步特征,图 2给出了非线性耦合的 RÊssler 系统 4个最大的 Lia-

punov 指数随耦合参数 E变化的曲线 1 当 E< 0. 001 75时,除了一个很小的区域 E I [ 0. 001 58,

0. 001 72] 外,第 3个Liapunov 指数很快地变为负数,且其值非常小;除了两个很小的区域 E I
[ 0. 000 9, 0. 001 1] 和 E I [ 0. 001 58, 0. 001 72] 外, 第4个Liapunov指数是负数,且其值也非常

小1 当 0. 001 75 < E< 0. 008 3时,第 3个Liapunov指数变为0, 第4个Liapunov 指数仍然负数,

这说明两个子系统混沌相位同步1 进一步的研究说明:当 E> 0. 008 3时,第 3个 Liapunov指

数变为正的,两个子系统的平均频率差有明显的波动,导致两个振子的相位不一致,即当 E增

加时,两个子系统的相位由相位同步向不同步转化1 
耦合系统的混沌相位动力学也可以从扩散云得到证实(见图 3,图 4) 1 当 E= 0. 000 2,相

点分布在吸引子的周围(见图 3) ,然而随着 E的增加,相点几乎分布到相平面某个确定的矩形

区域(见图 4) , 这说明两个振子的相位差随着时间的增加趋于无穷, 这也证实了两个子系统相

位不同步 1 总之,随着非线性耦合力 E的增加,耦合系统的同步效应被减弱1 
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图 1 平均频率差 图 2 4个最大的 Liapunov指数

图 3 相位同步 E= 0. 002 图 4  不同步 E= 0. 01

图 5 平均频率差 图 6 4个最大的 Liapunov指数

然而,如果两个子系统的固有频率之间存在着小的差异,则可以得到不同的相位动力学1 
对于调谐参数 R = 0. 02,非线性耦合系统的两个子系统的平均频率随耦合力 E变化关系见图

51 从图5可以看出:当 E< 0. 015 5时,两个子系统的平均频率差逐步减少; 当 E> 0. 015 5时,

两个子系统的平均频率差突然增加,这与固有频率比为严格的1B1内共振情形完全不同,这说

明调谐参数 R对混沌结构的影响非常大1 
对于两个子系统的固有频率比为严格 1B1和近似 1B1内共振的不同相位动力学, 可以通

过两个子系统之间的相互作用来解释1 对于严格 1B1内共振情形, 具有相同的固有频率的两

个子系统之间的相互作用在某些耦合区域引起了平均频率的比率锁定,而对于具有不同的固
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有频率的两个子系统之间的相互作用, 在整个耦合区域上导致了两个子系统的平均频率的分

离或吸引1 
混沌相位同步也可以从 Liapunov 指数的变化来解释, 非线性耦合混沌系统的 4个最大的

Liapunov 指数随着非线性耦合力的变化曲线见图 61 从图6可以发现:随着非线性耦合力的增

加,耦合系统总有两个正的Liapunov指数, 另两个 Liapunov 指数总在 0. 0的较小区域里变化,

且没有明显的变化, 这证实了非线性耦合振子的相位不同步现象1 
非线性耦合振子的相位不同步现象也可以扩散云来证实(见图 7~ 9) 1 相点几乎分布在

相平面 ( y 1, y 2) 的某个确定的矩形区域里,说明两个振子的相位差随着时间的变化趋于无穷,

说明了两个振子之间的相位是不同步的1 

图 7  不同步 E= 0. 003 图 8 不同步 E= 0. 008 图 9  不同步 E= 0. 014

2  1B2内共振的相位同步

对于两个子系统的固有频率比为严格的 1B2情形,两个子系统平均频率的关系见图 10,其中

$X= 2 81- 82,而 81、82分别表示非线性耦合的两个子系统的平均频率 1 当 E< 0. 008 3时,

两个子系统的平均频率差在 y = - 0. 03的较小的邻域内,这说明两个子系统不完全相位同步1 
这是因为两个子系统的平均频率有小的差异,这种情形与严格的 1B1的内共振情形完全不同,

尽管两者都可以实现相位同步1 在严格的 1B2的内共振情形,耦合项引起了两个子系统平均

频率的分离(与初始的固有频率的差相比) 1 当 E增加时, 两个子系统之间更强的相互作用导

致了两个子系统的平均频率产生了较大的分离或吸引,这一点也可以从图 10中的曲线得到证

实,即 E I [ 0. 008 3, 0. 012 5] 对应的曲线 1 当 E> 0. 012 5时, 两个子系统的平均频率差 $X

极剧下降,即当非线性耦合力 E> 0. 012 5时,两个子系统的相位不可能达到一致1 

图 10  平均频率差 图 11  4个最大的 Liapunov 指数

具有严格的 1B1和 1B2内共振的情形,其同步现象是不同的,这可以从两个子系统之间的
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相互作用得到解释1 对于 1B1情形,两个子系统具有相同的固有频率,引起了两个子系统的平

均频率比的完全锁定;然而对于 1B2情形, 两个子系统的相互作用, 导致了两个子系统的平均

频率的吸引或分离1 

图 12 不完全相位同步 E= 0. 002 图 13 不同步 E= 0. 014 图 14 不同步 E= 0. 02

我们也可以从 Liapunov 指数的变化证实上面的结果, 非线性耦合系统的 4个最大的 Lia-

punov指数,随着非线性耦合力的变化曲线见图 111 从图 11可以看出:当 E< 0. 008 3时,除了

一个小区间 E I [ 0. 000 8, 0. 001 1] 外, 几乎总存在一个正的、一个 0和两个负的 Liapunov指

数1 第1个负指数非常的小, 导致两个子系统不完全相位同步1 进一步当 E> 0. 008 3时,零

指数变为正的, 两个最初的负指数中的 1个指数变为 0,这说明耦合系统从简单混沌状态变化

到超混沌状态, 两个子系统的相位不可能完全锁定1 
这个现象也可以从扩散云来证实1 当耦合参数 E< 0. 008 3时, 相点集中在混沌吸引子上

(见图 12) , 当耦合力 E增加时,相点逐步地分散到吸引子的周围(见图 13) ,最终分散到相平面

的某个确定的区域(见图 14) ,这说明非线性耦合的两个振子的相位差随着时间的变化趋于无

穷,这也说明了两个振子的相位是不一致的1 总之随着非线性耦合力的增加,耦合系统的相位

动力学由不完全相位同步状态向不同步状态转化1 
对于固有频率比锁定在 1B2附近的情形,我们同样可以得到随着参数 E变化的两个子系

统相位同步1 固定调谐参数 R= 0. 02,两个子系统的平均频率差随参数 E变化曲线如图15所

示 1 当 E< 0. 012时,两个子系统的平均频率差在 y = 0. 0的一个小区域内变化,即当 E<

01012时,两个子系统不完全相位同步,因为两个子系统的平均频率有小的差异1 当 E> 0. 012

时,两个子系统的平均频率差急剧减少,说明两个子系统不可能相位同步1 

图 15 平均频率差 图 16  4个最大的 Liapunov指数

非线性耦合系统的 4个最大的 Liapunov指数随耦合力变化的曲线,如图 16所示1 当 E<

0. 012时,耦合系统几乎总存在一个正的,一个 0和两个负 Liapunov 指数1 进一步研究发现,当
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0. 001 9 < E< 0. 004 5时,正指数和第 1个负指数有很大的波动 1 当 E> 0. 012时,零指数变

为正的,第 1个负指数变为 0,且Liapunov指数的变化有明显的波动, 这说明耦合系统由简单混

沌状态向超混沌状态转化1 两个子系统的相位不可能锁定1 

图 17 不完全相位同步 E= 0. 002 图 18 不同步 E= 0. 015 图 19 不同步 E= 0. 02

图17~ 19给出了耦合系统的扩散云,从扩散云图可以得到:随着耦合力 E的增加,相点逐

步分散,最终几乎扩散到整个混沌吸引子上, 说明耦合系统的相位动力学由不完全相位同步向

不同步状态转化1 

3  结   论

非线性耦合的两个子系统随着耦合力的变化,可以得到不同比率的混沌相位同步1 讨论了
非线性耦合的两个子系统的固有频率的调谐参数 R对相位同步的影响,揭示由相位同步向不同

步转化的过程中可能涉及到不同的相位动力学,即混沌相位同步被非线性耦合力削弱了1 与主
共振相比,具有高阶内共振的两个子系统平均频率差有较大波动,且参与了耦合系统的相位调

谐1 相位同步的产生与混沌吸引子的结构有关, 这可以从 Liapunov指数的变化得到证实1 非
线性耦合力对相位动力学的影响,尤其对同步的影响, 与线性耦合相比是完全不同的, 线性耦

合增强了相位同步的效应,而非线性耦合引起了两个子系统的平均频率不一致,最终导致两个

子系统的相位不一致,即两个子系统处于不同步状态1 
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Abstract: Phase synchronization between nonlinearly coupled systems with 1B1 and1B2 resonances is

investigated. By introducing the conception of phase for a chaotic motion, it demonstrates that for the

different internal resonances, with relatively small parameter epsilon, both differences between the

mean frequencies of the two sub-oscillators approach zero, implying phase synchronization can be

achieved for weak interaction between the two oscillators. With the increase of the coupling strength,

fluctuations of the frequency difference can be observed, and for the primary resonance, the ampl-i

tudes of the fluctuations of the difference seem much smaller compared with the case with frequency

ratio 1B2, even with weak coupling strength. Unlike the enhance effect on the synchronization for lin-

ear coupling, the increase of nonlinear coupling strength results in the transition from phase synchro-

nization to non-synchronized state. Further investigation reveals that the states from phase synchro-

nization to non-synchronization are related to the critical changes of the Liapunov exponents, which

can also be explained by the diffuse clouds.

Key words: phase synchronization; RÊ ssler oscillator; nonlinearly coupled; Liapunov exponent
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