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二维矩形域内 Stokes流问题的
辛解析和数值方法

X

徐新生,  王尕平,  孙发明

(大连理工大学 工程力学系;工业装备结构分析国家重点实验室,辽宁 大连 116024)

(周哲玮推荐)

摘要:  给出了一种新的解析求解二维矩形域中的 Stokes 流动问题的方法 ) ) ) 辛体系方法( Hami-l

ton 体系方法) 1 在辛体系下, 基本问题归结为本征值和本征解的问题1 由于辛本征解之间存在辛

正交共轭关系,问题的解和边界条件均可以由本征解描述和表示1 利用辛本征解空间的完备性,

建立一套封闭的求解问题方法1 研究结果表明零本征值本征解描述了基本流动,而非零本征值本

征解则表示问题的局部效应1 数值结果给出了几种有代表性的流动情况, 显示了该求解方法对求

解许多问题的有效性1 同时,这种方法也为研究其他问题提供了一条思路1 
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引   言

长期以来, 许多学者采用了数值或解析的方法对二维矩形域中的 Stokes 流问题进行研究

探索1 研究主要集中在两类问题上:一类是板驱动的空腔中的流动, 另一类是被外部流体驱动
的剪切流动1 

早期的板驱动的空腔中的流动问题中, 研究对象主要是单板驱动问题1 Burggraf [ 1]和 Pan

等人[ 2]采用数值方法研究了该问题1 Kelmanson等人[ 3]采用积分方程法研究了双板驱动的矩

形空腔中的流动,空腔的两个端部平板以不同的速度沿相反的方向运动带动空腔中的流体运

动1 研究中特别关注了流场中漩涡的产生和一些角涡结构1 此外, 林长圣[ 4]运用边界元法数

值模拟了双板驱动的矩形空腔中的流动, 并揭示了流动的变化情况1 Joseph 等人[ 5]借鉴了

Smith[ 6]给出的的关于弹性薄板问题的双正交关系,将其应用在单板驱动的矩形空腔中的流动

问题上,从而将流函数表示为 Papkovich-Fadle级数的形式1 Joseph等人的方法后来被 Sturges
[ 7]

应用在双板反向同速的算例中1 Shankar[ 8]也采用 Papkovich-Fadle级数展开式来表示流函数,

但是在确定展开系数时, 他采用了最小总误差平方法( leas-t tota-l error-squared) 1 此外, 他还研究
了单板驱动空腔中流动的漩涡结构和空腔外形比对于漩涡的生长、合并及生成一新漩涡的影
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响1 Gaskell等人[ 9]比较了 Joseph等人[ 5]的方法和 Shankar[ 8]的方法, 发现两种方法均能得到较

精确的结果1 Khuri[ 10]将 Joseph等人
[ 5]
的方法引入到极坐标系中,研究了极坐标下板驱动的扇

形空腔中的流动问题1 Meleshko[ 11-12]也采用叠加法从事了这方面的研究,他不但能够得到精
确的结果, 数值求解展开系数时计算量小, 并且对于处理矩形域角点处的奇异点非常有效1 

Srinivasan
[ 13]
也得到了一个关于流函数的双调和函数的解的表达式, 它能够精确的表示出奇异

角点处的问题的解, 但是对于边界条件只能近似的满足1 

Weiss和 Florsheim[ 14]采用解析方法和数值方法研究了剪切流动问题1 Munson和 Sturges[ 15]

也从实验上和理论上研究了旋转水槽中的二维流动问题1 Shen和 Floryan [ 16]采用数值差分法

模拟了 Taneda
[ 17]
的试验,并且得到了相一致的结果1 他们还讨论了流场的流动特性, 并且揭

示了角漩涡、流线分离点的位置与空腔外形比之间的关系1 O. Brien[ 18]采用有限元法研究了在

平行流过水槽的流动驱动下的水槽中的流体流动情况, 并给出了分离流线的位置和漩涡强度

与水槽外形之间的关系1 他所研究的驱动流动有库特( Couette)流、泊肃叶( Poiseuille)流和组合

流动1 Wang[ 19]采用了本征向量展开法,并结合匹配法半解析半数值的求解了剪切流动流过周
期性分布的凹槽的情况, 给出了流动的流线1 

以上所述的求解方法基本上是基于流函数表示的双协调方程1 速度和应力不能够直接得

到,而需通过对流函数求导才能获得1 因而,这些方法求解混合边界问题是比较困难的1 本文
采用了一种基于混合变量描述的辛体系方法1 在辛体系中,速度和应力等作为基本对偶变量1 
因此可以直接得到速度和应力表达式1 该方法对于混合边界条件问题更加有效1 文中给出了
一些具有代表性问题的数值结果1 

1  辛体系下的基本问题

考虑直角坐标系下二维矩形空腔, 其中充满密度为 Q、动力粘性系数为 L的不可压粘性流

体1 坐标的原点位于空腔的几何中心, x 坐标轴沿空腔的宽度方向, y轴沿空腔的高度方向 1 
空腔的宽度和高度分别为 2l 和 2b1 侧边界条件为

  u | y= ? b = u ? b( x ) , v | y= ? b = v ? b( x ) , ( 1)

其中 u和v分别表示沿x 向和y向的速度分量1 考虑侧边界条件( 1) ,记 u0= [ ( y + b ) u+ b( x )

+ ( b- y ) u- b ] / (2b ) , v0 = [ ( y + b ) v+ b( x ) + ( b- y ) v- b ] / (2b ) ,如果将速度写成 u = u* +

u0, v = v* + v0的形式,那么 u* 和 v* 将满足齐次侧边界条件,即: 当 y = ? b时, u* = 0, v*

= 01 Stokes流的本构方程为

  

Rx = - p + 2L5xu = - p + 2L5xu* + 2L5xu0,

Ry = - p + 2L5yv = - p + 2L5yv* + 2L5yv0,

Sxy = L(5yu + 5xv) = L(5yu* + 5xv* ) + L(5yu0+ 5xv 0) ,

( 2)

其中 p 为压强1 相应的 Lagrange函数可表示为

  L ( u* , v * ) = L[ (5xu* )
2
+ (5yv* )

2
] +

1
2
L[ (5yu* )

2
+ (5xv* )

2
] +

    L[ 25xu05xu* + (5xu0)
2
+ 25yv05yv* + (5yv 0)

2
] +

1
2
L[ 25yu05yu* +

    (5yu0)
2
+ 25xv05xv * + (5xv0)

2
] + L(5xv* 5yu* + 5xv* 5yu0+ 5xv05yu* +

    5xv05yu0) - p5xu* - p5yv* - p5xu0- p5yv01 ( 3)
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通过对Lagrange函数进行变分,可以得到流动的动量方程1 

2  Hamilton体系和对偶方程

让 x 模拟时间坐标,记 Ûu * = 5xu* 、Ûv* = 5xv* , 讨论非齐次侧边条件下的问题并引入对

偶变量

  

p 1 =
DL
DÛu *

= - p + 2L( Ûu* + Ûu 0) = Rx ,

p 2 =
DL

DÛv *
= L(5yu* + Ûv * ) + L(5yu0+ Ûv 0) = Sxy ,

( 4)

可见速度的对偶变量就是应力1 记原变量和它的对偶变量的矢量形式分别为 q = u* , v*
T

和 p = R, S T
(注意这里及下文中的 R和 S分别表示 Rx 和 Sxy) , 则可以引入 Hamilton函数

H ( q, p ) = p
TÛq - L ( q, p) 1 对Hamilton函数应用变分原理, 则可得到Hamilton对偶方程 Ûq =

DH / (Dp ) , Ûp = - DH / (Dq) 和齐次侧边条件 u* | y= ? b = 0, v* | y= ? b = 01 记 w = q
T
, p

T T为

全状态向量,对偶正则方程组写为

  Ûw = Hw + F, ( 5)

其中 F = - 5yv0- Ûu 0, - 5yu0 - Ûv 0, 0, - 4L52yv0 T
, H 为Hamilton算子阵, 式( 5)的具体形式

为

  

Ûu*
Ûv *
ÛR
ÛS

=

0 - 5y 0 0

- 5y 0 0 1/ L

0 0 0 - 5y

0 - 4L52y - 5y 0

u*

v *

R

S

+

- 5yv0- Ûu0

- 5yu0- Ûv0

0

- 4L52yv0

, ( 6)

显然,方程( 6)中的第 1和第 2个表达式分别是连续方程和本构方程, 第 3和第 4个表达式是

动量方程1 并且任何非齐次侧边界条件总是可以转化为对偶方程中的非齐次项 F1 如果最
初给定的侧边界条件是齐次的,那么有 F = 01 方程( 5)的解可以分为两部分:齐次方程的通
解和非齐次方程的特解1 对于通解,考虑齐次方程

  Ûw = Hw1 ( 7)

采用分离变量法求解齐次方程( 5) ,解的形式可以写成

  w = Yn( y ) e
K
n
x
, ( 8)

其中 Kn 是本征值,而 Yn( y ) 满足特征方程

  HYn = KnYn1 ( 9)

可以证明以下性质[ 20] : 1) 如果 Kn是本征值, - Kn和复共轭�Kn也一定是本征值; 2) 非零本征值

可分成 A和 B两个集合 1 定义函数的内积为3YTn, J, Ym4= Q
b

- b
Y
T
nJ Ymdy , 其中 J是单位算子

阵
[ 20]

,那么本征解之间存在着辛正交共轭关系

  
3( Y

( A)
n )

T
, J, Y

( B)
m 4 = Dnm , 3( Y

( B)
n )

T
, J, Y

( A)
m 4 = - Dnm ,

3( Y
( A)
n )

T
, J, Y

( A)
m 4 = 3( Y

( B)
n )

T
, J, Y

( B)
m 4 = 01 

( 10)

由于本征解空间的完备性[ 21] , 任何状态向量 w总是可以展开为本征解的线性组合表达式

  w = cmw
( m)
0 + 6

]

n = 1

[ anY
( A)
n ( y ) eKnx + bnY

( B)
n ( y ) e- K

n
x
] , ( 11)
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其中 w
(m )
0 表示零本征解1 

3  辛本征值和辛本征解

给定齐次侧边界条件: 当 y = ? b 时, u* = 0、v* = 01 如果本征值为0( Kn = 0) , 则方程

( 9)成为

  HYn = 0, ( 12)

直接求解式( 12)得到

  w
(1)
0 = Y

(1)
0 = 0, 0, 1, 0

T1 ( 13)

求解方程 HY
(2)
0 = Y

( 1)
0 , 得到零本征值本征解的一阶 Jordan型解,由它组成的原问题的解为

  w
(2)
0 = Y

(2)
0 + xY

(1)
0 = ( b

2
- y

2
) / (2L) , 0, x , - y

T1 ( 14)

可以证明本问题中只存在两个零本征值本征解1 将其正交归一化,则有

  Y
( A)
0 = w

(1)
0 , Y

( B)
0 = - [ 3L/ (2b

3
) ] w

(2)
0 , ( 15)

其中, 第 1个表达式为静止状态的流体,第 2个表达式为二维 Poisuille 流动1 他们都是基本流
动,且不随坐标 x 的增加而衰减1 

如果本征值不为 0 ( Kn X 0) ,求解方程(9) ,则可得到本征解1 本征解可以被分为两组:关

于 x 轴对称解和关于x 轴反对称解1 在给定的侧边界条件下,对称的和反对称的本征值分别
满足式

  2Kb - sin(2Kb ) = 0, 2Kb + sin(2Kb ) = 01 ( 16)

记本征值 Ki和Kj 分别对应于对称和反对称的本征解,则相应的对称本征解 Yi和对称本征解 Yj

的表示式为

  Yi ( Ki , y ) =

- sin2( Ki b) cos( Ki y ) + Ki y sin( Ki y ) ,

- cos2( Ki b ) sin( Ki y ) + Ki ycos( Ki y ) ,

- 2Ki L(1+ sin2( Ki b) ) cos( Ki y ) + 2K2i Ly sin( Ki y ) ,

2Ki Lsin
2
( Ki b) sin( Ki y ) + 2K

2
i Lycos( Ki y ) ;

( 17)

  Yj ( Kj , y ) =

cos2( Kj b) sin( Kj y ) + Kj ycos( Kj y ) ,

- sin2( Kj b ) cos( Kj y ) - Kj y sin( Kj y ) ,

2Kj L(1 + cos2( Kj b) ) sin( Kj y ) + 2K2j Lycos( Kj y ) ,

2Kj Lcos
2
( Kj b ) cos( Kj y ) - 2K

2
j Ly sin( Kj y ) 1 

( 18)

于是问题的非零本征值本征解为

  wnz = 6
]

n= 1
[ anY

( A)
n ( y ) eKnx + bnY

( B)
n ( y ) e- K

n
x
] , ( 19)

其中 Y
( A)
n = Yn( Kn , y ) , Y

( B)
n = Yn(- Kn, y ) / Mn 和Mn = 3( Yn ( Kn, y ) )

T
, J, Yn(- Kn, y )4是归

一因子1 从本征解表达式( 19)可以看出,非零本征值本征解与零本征值本征解不同的是具有

衰减的特点[ 22] 1 
既然已经得到了齐次方程( 7)的零本征值本征解( 15)和非零本征值本征解( 19) ,接下来我

们需要讨论非齐次方程( 5)的特解1 由于本征解空间的完备性和本征解之间的辛正交归一关
系,方程( 5)的非齐次项 F 可以展开为

  F = 6
]

n= 0

[ cn ( x ) Y
( A)
n ( y ) + dn( x ) Y

( B)
n ( y ) ] , ( 20)
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其中 cn = 3FT , J, Y( B)
n 4和 dn = - 3FT

, J, Y
( A)
n 4是展开系数, n = 0的情况(见方程( 15) )1 如

果 w
p 是方程的一个解,那么有

  w
p
= 6

]

n= 0
[ En( x ) Y

( A)
n ( y ) + Fn ( x ) Y

( B)
n ( y ) ] 1 ( 21)

将式( 20)和( 21)代入方程( 5)并求解关于 En( x ) 和 Fn ( x ) 的微分方程,得到

  En( x ) = ane
K
n
x
+ en ( x ) 和 Fn ( x ) = bne

- K
n
x
+ f n( x ) ,

其中   en ( x ) = Q
x

0
cn ( N) e

K
n
(x- N) dN, f n ( x ) = Q

x

0
dn ( N) e

- K
n
( x- N) dN1 

因此可以得到方程( 5)的特解

  w
p
= ( q

p
)
T
, ( p

p
)
T T

= 6
]

n= 0
[ en( x ) Y

( A)
n ( y ) + f n( x ) Y

( B)
n ( y ) ] 1 ( 22)

从而得到方程( 5)的通解为

  w = cmw
( m)
0 + wnz+ w

p
=

    6
]

n= 0
[ ( ane

K
n
x
+ en) Y

( A)
n ( y ) + ( bne

- K
n
x
+ f n) Y

( B)
n ( y ) ] 1 ( 23)

最终对于非齐次边界条件( 1) ,问题的解的为所对应的解为

  W= w+ w
0
, ( 24)

其中   w
0
= u0, v0, 0, 0 = ( q

0
)
T
, ( p

0
)
T T1 

4  辛数值方法

问题的解还应该满足两个端部 ( x = ? l ) 上的条件1 作为算例, 我们在这里不妨讨论两个
端部为速度边界体条件的情况:

  qx= - l ( y ) = q- l ( y ) , qx= l ( y ) = ql ( y )1 ( 25)

由于本征值和本征解是复数, 因此复共轭本征值和其所对应的本征解均应考虑1 将式( 24)代
入边界条件( 25)中,得

  
6

]

n = 0
( ane

- K
n
l
q

( A)
n + �ane

- �K
n
l
�q

( A)
n + bne

K
n
l
q

(B)
n + �bne

�K
n
l
�q

( B)
n ) = Q- l ,

6
]

n = 0

( ane
K
n
l
q

( A)
n + �ane

�K
n
l�q ( A)

n + bn e
- K

n
l
q

( B)
n + �bne

- �K
n
l�q ( B)

n ) = Ql ,

( 26)

其中 Q- l = q- l - [ q
p
] x= - l - [ q

0
] x= - l , Ql = ql - [ q

p
] x= l - [ q

0
] x= l1 应用方程(10) 中的辛

正交共轭关系,得到一个关于展开系数 an、�an、bn 和�bn( n = 0, 1, 2, ,) 无限多个方程组成的方

程组

  6
n

A
( k )
nj an + 6

n

�A ( k )
nj �an + 6

n

B
( k)
nj bn + 6

n

�B( k )
nj �bn = Q

( k )
j ,

( k = 1, 2, 3, 4; j = 0, 1, 2, ,; n = 0, 1, 2, ,) 1 ( 27)

如果将方程( 26)在它的前 N + 1项之后截断,就可以得到一个 4(N + 1) 个方程组成的方程组

(27) ,这个方程组中有 4(N + 1) 个未知量, an、�an、bn和�bn( n = 0, 1, 2, ,, N )1 求解这个方程
组,即可得到问题的解1 另外, 如果我们在端部给定的是混合边界条件, 同样有类似的形式
( 27) 1 

5  数 值结 果

取空腔宽度的一半 b 为特征长度, 特征时间为 b/ g ( g为重力加速度) 1 U = u/ bg , V
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= v / bg , �R = R b/ g / L, �S = S b / g/ L分别表示无量纲速度和无量纲应力; X = x / b 和

Y = y / b分别为无量纲坐标1 无量纲化后,矩形域的长度(空腔外形比) 为L = l / b1 在以下
所有的算例中均为无量纲条件下的结果1 

本节考虑齐次侧边界条件,即: u0 = v0 = 0,于是方程(5) 的非齐次项 F为 01 在齐次侧
边界条件下, 如果通过任一垂直X 轴的横截面的流量为0,那么方程(11) 中的零本征值本征解

的展开系数为01 事实上,速度端部条件可以分为两类:分别为沿X 和Y向的速度条件1 如果
端部条件是沿 Y 向的速度条件,那么这种流动就称为板驱动的流动; 如果是沿 X 向的速度条

件,则称为流过水槽的流动或者剪切流动 1 如果在同一端部给定的不仅有速度,还有应力,那

么就称为混合边界条件 1 在本节的算例中, 给出了两种速度边界条件下的流动和混合边界条

件下的流动 1 在计算中取 N = 201 
5. 1  单板驱动流动

考虑 Joseph和Sturges[ 5] (以下简称 JS)所研究的经典算例:矩形空腔的外形比 L = 5, 端部

边界条件为: U(- 5, Y ) = V(- 5, Y) = U(5, Y) = 0, V(5, Y) = 11 采用和 JS一样条件,计算

结果表明:在静止 ( X = - 5) 边界上,计算得到的平均速度量级为10- 15,比 JS的结果10- 9更接

近于 0;在运动边界 ( X = 5) 上, 相对于给定边界速度 V(5, Y) = 1 的平均速度偏差近似为

516% ,而 JS 的结果是 8. 7%(注:计算速度偏差时,边界上 Y = 1点不包含在内,因为这点上的

速度为 0) 1 这说明采用辛体系方法计算所得的速度结果比 JS的结果要好一些1 精度提高的
主要原因是速度是Hamilton对偶方程的基本变量,而端部边界条件也是速度边界条件,因此计

算结果能够精确地满足边界条件1 图 1是流场的流线图,它与 JS 给出的图形比较相符1 

图 1  L = 5 时,单板驱动空腔中的流动的流线图

图 2  第 1种情况多板驱动流动的流线 图 3 第 2种情况多板驱动流动的流线

尽管上述的计算能够得到很好的结果,但是由于在流场的动静边界交点( ( X = 5, Y = 1)

和( X = 5, Y = - 1) ) 处不能同时满足两种条件,因而存在奇异点,因此需在计算时对奇异点进
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行处理,一个可行的方法是采用 3点多项式插值来消除边界的奇异性, 比如在区间 - 1 [ Y

[ - 0. 9和0. 9 [ Y [ 1上进行光滑化1 对经处理过的边界进行计算,可以发现,计算精度会明
显地提高1 以下的计算中均采用这种手法1 
5. 2  多板驱动流动

对于板驱动流动问题,端部边界可以是多个运动的平板,此时, 边界上只有 Y 向速度 V1 
考虑两个多板驱动流动的算例, 2个算例中的空腔外形比都是L = 11 第1个算例:整个左端部

边界是一个运动着的平板,右端部边界是两个对称分布并且相向运动的平板 1 具体的边界条
件为: V(- 1, Y ) = 1 (- 1 [ Y [ 1) ; V (1, Y) = - 1 (0. 5 [ Y [ 1) , V (1, Y) = 0 (- 0. 5 < Y

< 0. 5) , V (1, Y) = 1 (- 1 [ Y [ - 0. 5)1 第2个算例:整个左端部边界是1个运动着的平板,

右端部边界是 2个非对称分布并且相背离运动的平板 1 边界条件为: V(- 1, Y) = 1 (- 1 [ Y

[ 1) ; V( 1, Y) = 1 (0. 5 [ Y [ 1) , V(1, Y) = 0 (0 < Y < 0. 5) , V (1, Y) = - 1 (- 1 [ Y [

0) 1 图 2和图3分别给出了以上两个算例的流线图1 这两个流线图展示了流场中的旋涡的位
置、数量的分布情况1 此外,从流线图中还可以看出:右端运动边界的位置,尺寸大小不但影响
流线的形状,而且还决定旋涡的位置和强度1 
5. 3  混合边界流动

针对混合边界问题, 这里给出 1个算例1 边界条件是: �R(- 1, Y) = �S(- 1, Y) = 0 (0 < Y

[ 1) , U(- 1, Y) = 0 (- 1 [ Y [ 0) , V(- 1, Y) = 1 (- 1 [ Y [ 0) ; U(1, Y ) = V(1, Y ) =

0 (- 1 [ Y [ 1)1 图 4给出了流动的速度矢量图和流线图1 通过比较知,混合边界条件下的
流动与速度边界条件下的流动在局部结构上有一定的差异:如图 4所示,在流场的左上角处有

一个角旋涡1 从图中还可以看出: 运动边界影响着整个流场,并且,距离运动边界越远,流动受
到运动边界的影响就越小1 

( a) 速度矢量图 ( b) 流线图

图 4 混合边界条件下的流动

5. 4  流过水槽的流动和剪切流动

如果两端边界上只有沿 X 方向的速度U, 那么这种流动就成为流过水槽的流动或者剪切

流动1 由于这种流动中, 流过空腔横截面的流量不为 0,因此在求解问题时, 需要考虑基本流

动,即零本征值本征解1 
在本小节中,我们首先考虑一个流过水槽的流动, 空腔的外形比为 L = 11 流动的边界条

件为: U( X = - 1, Y) = 2( Y- Y
2
) (0 [ Y [ 1) , U( X = - 1, Y) = 0 (- 1 < Y < 0) ; U(X =
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1, Y) = 0 (0 < Y [ 1) , U(X = 1, Y) = - 2( Y+ Y
2
) (- 1 [ Y [ 0)1 从图5( a)可以很清楚

地了解到流场的流动分布情况1 从图 5( b)中可以看出在点( - 1, 0)和( 1, 0)处,流场的正应力

远大于其它地方,这是因为这两点及其附近处的流体速度的梯度比较大1 此外, 从图 5( c)中

也可以发现在入口和出口处,剪切应力出现了一些波动, 引起这个现象的原因可能有以下两

点:第 1,将方程( 26)在第 N 项之后截断, N 的取值略小;第 2,给定的边界条件 V | X = ? L = 0有

些苛刻1 

( a) 速度矢量图 ( b) 正应力分布图 ( b) 切应力分布图

图 5 L = 1时,流过水槽的流动

第2个算例是流过水槽的剪切流动, 边界条件为: U(X = - L, Y) = U(X = L , Y) = 2( Y

- Y
2
) (0 [ Y [ 1) , U(X = - L , Y) = U(X = L , Y) = 0 (- 1 [ Y < 0) 1 图 6给出了当空

腔外形比 L = 0. 5和 L = 2时, 流动的流线图形 1 这两个图形展示了空腔外形比如何影响其
中的流动的情况 1 从图中不难看出这样的规律:当 L 增大到一定程度时, 远离两个端部边界

的流动趋于零本征解所表示的基本流动;相反,如果 L 减小到一定程度时, 水槽中的流动近似

为板驱动的流动1 

( a) L = 0. 5 ( b) L = 2

图 6 剪切流动的流线图

注意到以上所给出的这些图形中, 在端部边界附近都会出现一些小的波动,这些波动是由

于将方程( 26)在N 项之后截断而导致的1 如果选取更多的本征解, 结果的图像中边界的曲线

将会更加平滑 1 对于研究流场的流线、速度和应力类型的问题,取 N = 20已经足以满足需

要,并且不会影响到流场的整体结构和流动的性质1 值得指出的是: 辛体系方法在三维流动问
题中同样是可行的, 只不过需要在求解过程中采用新的技术1 
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6  结   论

辛体系方法是一个混合变量的方法,它是在辛空间中研究问题1 在辛空间中,本征解之间
满足辛正交共轭关系,因此问题的解和边界条件都可以展开为本征解的线性组合1 从而原问
题归结为本征值和本征解的求解问题1 当求解得到本征解后,问题的解可以直接通过直接求
解一个代数方程组而得到1 零本征值本征解表示基本流动,它由通过空腔横截面上的流量决

定,并且不受边界的影响1 非零本征值本征解则描述了局部边界效应问题,它随着距离边界距
离的增大而衰减1 在一般情况下, 空腔横截面上是会有一定的流量通过,因而在讨论中必须同
时考虑零本征值本征解和非零本征值本征解; 作为特殊情况, 该流量为 0,则只需要考虑非零

本征值本征解即可1 采用辛体系方法在求解问题简单和有效,且容易推广到其他的领域和方
向的问题中1 
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Analytical and Numerical Method of Symplectic System

for Stokes Flow in the Two-Dimensional

Rectangular Domain

XU Xin-sheng,  WANG Ga-ping,  SUN Fa-ming

( Sta te Key Labor ator y of Stru ctur e Analysis for Industr ia l Equipm ent ; Depa rtm ent

of En gin eer ing Mechanics , Dalian Un iv er sit y of Technolo gy , Dalian 116024, P . R . China )

Abstract: A new analytical method of symplectic system, Hamiltonian system, was introduced for

solving the problem of the Stokes flow in two- dimensional rectangular domain. In the system, the

fundamental problem was reduced to eigenvalue and eigensolution problem, and the solution and

boundary conditions can be expanded by eigensolutions employing adjoint relationships of the sym-

plectic ortho-normalization between the eigensolutions. The close method of the symplectic enginsolu-

tion was presented based on the completeness of the symplectic eigensolution space. The results ex-

plain that fundamental flows can be described by zero eigenvalue eigensolutions and local effects by

nonzero eigenvalue eigensolutions. Numerical examples give various flows in rectangular domain and

show the effectiveness of the method for solving a variety of problems. Meanwhile, the method is a

path for solving other problems.

Key words: Hamiltonian system; symplectic eigenvalues; symplectic eigensolutions; Stokes flow; rect-

angular domain
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