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微通道周期流动电位势及电粘性效应
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摘要:  求解了双电层的 Poisson-Boltzmann 方程和流体运动的 Navier-Stokes 方程, 得到在周期压差作

用下,二维微通道的周期流动电位势, 流动诱导电场和液体流动速度的解析解1 量纲分析表明, 流

体电粘性力与以下 3个参数有关: 1) 电粘性数, 它表示定常流动时, 通道最大电粘性力与压力梯

度的比; 2) 形状函数,它表示电粘性力在通道横截面的分布形态; 3) 耦合系数, 它表示电粘性力

的振幅衰减特征和相位差1 分析结果表明,微通道周期流动诱导电场、流动速度与频率 Reynolds 数

有关1 在频率Reynolds 数小于 1时, 流动诱导电场随频率 Reynolds数变化很慢1 在频率Reynolds 数

大于 1 时, 流动诱导电场随频率 Reynolds数的增加快速衰减1 在通道宽度与双电层厚度比值较小

情况下,电粘性效应对周期流动速度和流动诱导电场有重要影响1 
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引   言

微流控系统是当前生物、化学、微机电和流体力学等学科交叉研究的前沿领域1 作为微流

控系统最基本的流动单元,微通道流动对微流控系统的功能实现和工作效率至关重要
[ 1- 2] 1 由

于尺寸缩小带来的/尺度效应0及/表面效应0 [ 3] ,微通道液体流动受表面力及电场力影响更大,

产生电动流如电泳[ 4]、电渗[ 5- 6]、电粘性效应[ 7]等现象1 
压力驱动是微流控系统中常用的驱动方式之一1 实验证实压差驱动的微通道内液体流动

阻力比理论预测的要大[ 8] ,该现象被认为是由于固液界面双电层存在所带来的电粘性效应[ 7, 9] 1 
大多数固体与电解质溶液接触时, 固壁面会带上净电荷1 该净电荷吸引溶液中的反电荷离子,

排斥同电荷离子,造成壁面附近离子重排形成双电层, 其结构如图1所示1 当液体受到压力差
驱动流动时,双电层内的净电荷随液体运动, 电荷的运动在微通道两端形成电位差, 称之为流

动电位势,其负梯度称为流动诱导电场[ 10] 1 流动诱导电场作用在微通道双电层的净电荷上,

使其向流动反方向运动, 并通过粘性力带动液体一起反向流动, 使得微通道流动速度及流量小

于传统流体动力学的预测值, 这就是/电粘性效应0 [ 1] 1 当微通道尺寸缩小到微米尺度时,微通

道流动电粘性效应更加明显
[ 7, 9] 1 
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图 1  双电层结构示意图

流动分析中, 电粘性效应的估算取决于流动电

位势1 长期以来, 流动电位势一直受到生物、物理、

化学和地球科学等领域的关注1 流动电位势可以利

用来测量微通道表面 Zeta 电位和电导率[ 11] , 周期流

动电位势可以反推在矿石中的地震波的声波信号,

确定岩石渗透性和多孔率
[ 12] 1 目前,定常流动电位

势的研究已经有不少成果
[ 13- 14]

, 相应的,定常流动电

粘性效应研究已有不少理论
[ 15]
及实验结果

[ 16] 1 
周期流动是微流体系统中常见的一种流动状态,

很多机械式微流体驱动器(如无阀压电微流体泵等) ,

依靠产生周期性的压差,输出周期流量1 然而,目前关

于周期流动电位势和电粘性效应的研究甚少1 

Packard
[ 17]
率先提出了周期流动电位势的临界频率模

型,然后 Pride
[ 18]
发展了多孔介质内的周期流动电位

势理论,接着Philip等[ 19]将周期流动电位势的测量频率由 200 Hz扩展到 500 Hz1 然而,以上

研究均未考虑电粘性对流动速度及流动电位势的影响1 故本文目的是通过求解线性化的
Poisson-Boltzmann方程、Navier-Stokes方程获得二维微通道周期流动电位势、流动诱导电场和流

动速度的解析解,期望更好地了解微流体系统电粘性效应对流动诱导电场和周期流动速度的

影响特性1 

1  微通道周期压差电动流控制方程及边界条件

二维均匀微通道如图 2所示,这里 h是通道半宽1 由于对称性, 只考虑通道的一半区域即

可1 

图 2 二维微通道示意图

双电层电位势 W和电荷密度Qe满足以下 Poisson-Boltz-

mann方程:

  ¨2 W=
2n0ze

E
sinh

zeW
k bT

, ( 1)

  Qe = - E¨2
W= - 2n0zesinh

zeW
k bT

, ( 2)

这里, n0为溶液离子浓度, e 为电子基本电荷, z 为溶液离

子价, E为溶液的介电常数, kb为Boltzmann常数, T 为绝对

温度1 对二维对称微通道,方程( 1)、( 2)的边界条件为

  W= F, y = h ;
5 W
5y = 0, y = 0, ( 3)

这里, F是固壁面 Zeta 电位1 粘性不可压缩流体运动的Navier-Stokes方程表示如下:

  Q
5 u
5 t + u

5 u
5x = Qf x -

5p
5x + L

52
u

5x 2 +
52u
5y 2 + QeE , ( 4)

这里, u为通道方向的速度, Q、L为液体密度和动力粘性系数, E、Qe是流动诱导电场强度和双

电层电荷密度1 压差驱动的二维均匀微通道内只有一个方向的流动速度分量,不可压缩流体

的连续方程为

  5 u
5x = 01 ( 5)
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不考虑电场力以外的体积力, 方程( 4)简化为

  Q5u5 t = -
5p
5x + L5

2
u

5y 2 + QeE , ( 6)

右边第3项 QeE 是作用于流体的电粘性力1 
方程( 6)的边界条件为

  u = 0, y = h ;
5 u
5y = 0, y = 01 ( 7)

由于流动方程( 6)是线性方程,在周期压差作用下的流动速度、诱导电场是同频率的周期变量,

但振幅和相位可以不同1 故它们可以用复变量表示如下:

  p = Re[ p 0e
iXt
] , u = Re[ u0e

iXt
] , E = Re[ E0e

iXt
] , ( 8)

其中,Re[  ]表示复数的实部, p 0、u0、E 0分别为周期流体压强、速度和诱导电场的复数振幅,

X为圆频率1 把( 8)式 代入( 6)式得到

  
52u0

5y 2 -
i XQ
L u0 =

1
L

5p 0

5x - QeE0 1 ( 9)

方程( 9)的边界条件为

  u0 = 0, y = h;
5u0

5y = 0, y = 01 ( 10)

双电层内的电荷随着流体一起运动,在微通道产生流动电流 I s :

  I s = 2Q
h

0
u0Qedy 1 ( 11)

流动诱导电场使得带电流体运动, 产生反方向的传导电流 I c :

  I c = 2hRE0, ( 12)

其中, R为溶液和通道壁面的总电导率 1 双电层平衡时,微通道净电流为零,即, I c+ Is = 0,

于是有

  E0 = -
1
hRQ

h

0
u0Qedy1 ( 13)

为了简便分析, 对流动变量进行如下的无量纲化:

  �y =
y
h
, �W=

W
F
, �Qe =

Qe
- EFJ

2, �u 0 =
u0

umax
, �E0 =

E0

�E
,

其中   1
J
= KD =

Ek bT

2n0 e
2
z
2

为双电层的特征厚度,特征速度 umax是定常流动时,不考虑电粘性效应, 通道内的最大速度:

  umax = -
h
2

2L
dp 0

dx
1 ( 14)

特征电场 �E 是由Helmholtz-Smoluchowski等式[ 20]给出1 它表示定常流动时, 不考虑电粘性效应

的流动诱导电场:

  �E = -
EF
LR

dp 0

dx
1 ( 15)

对于双电层方程( 1) , 采用 Debye-H�ckel线性化近似,双电层方程( 1)、( 2)无量纲化为

  d2�W
d�y 2 = ( Jh )2�W= ( Jh) 2�Qe1 ( 16)

双电层方程的线性化需要低表面能的条件,即 | zeF/ ( kbT ) | < 1,对应 | F| < 25mV ,实际上在

| F| U 100 mV时, Debye-H�ckel线性化的误差仍然可以忽略[ 21] 1 方程( 16)的边界条件为
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  �W= 1, �y = 1;
5�W
5�y = 0, �y = 01 ( 17)

流动方程 ( 9) 无量纲化为

  
52�u0

5�y 2 - B
2�u0 = - 2+ 2K�Qe�E0, ( 18)

其中, B
2
= iRe, Re = Xh

2
/ M, M为液体运动粘性系数, K= E

2
F
2
J
2
/ ( LR) 定义为电粘性数1 

这里,无量纲参数 Re表示周期流动惯性力(频率相关)与粘性力之比,不是传统意义上的

对流惯性力与粘性力之比1 在本文研究中对流惯性力(即非线性对流项)为零1 在本文中, Re

定义为频率Reynolds数, 有别于传统意义的 Reynolds数1 方程( 18)的边界条件为

  �u0 = 0, �y = 1;
d�u0

d�y
= 0, �y = 01 ( 19)

从方程( 13) ,无量纲电场表示为

  �E 0 =
( Jh ) 2

2 Q
1

0
�u0�Qed�y 1 ( 20)

2  微通道周期压差流动的解析解

由双电层方程( 16)可解得

  �W= �Qe =
cosh( Jh�y )
cosh( Jh)

1 ( 21)

流动方程( 18)有如下形式的通解:

  �u0 = uoc + uop, ( 22)

其中,对应齐次方程的通解 uoc为

  uoc = C1e
B�y

+ C2e
- B�y 1 ( 23)

根据常数变易法,方程( 22)的特解 uop 表示为

  uop = D1(�y ) e
B�y

+ D2(�y ) e
- B�y

, ( 24)

这里, D1(�y )、D2(�y ) 是待求函数,并满足如下条件:

  
dD1(�y )

d�y e
B�y
+

dD2(�y )
d�y e

- B�y
= 01 ( 25)

从式( 24)、( 25)得到

  
duoc

d�y = Be
B�y
D1(�y ) - Be

- B�y
D2(�y ) , ( 26)

  
d
2
uop

d�y 2 = B
2
uop + B

dD1(�y )
d�y

eB�y -
dD2(�y )

d�y
e- B�y 1 ( 27)

把方程 ( 25)、( 26)、( 27)代入方程( 18) ,得到

  
dD1( y )

d�y
eB�y -

dD2(�y )
d�y

e- B�y
=

- 2 + 2K�E 0�Qe
B

1 ( 28)

从方程( 25)和( 28)解得

  
dD1(�y )

d�y
=

- 1 + K�E 0�Qe
B

e- B�y
, ( 29)

  
dD2(�y )

d�y
= -

- 1 + K�E 0�Qe
B

eB�y 1 ( 30)

积分式( 29)、( 30)得到

  D1(�y ) =
1
B

e
- B�y

B
+

K�E 0

2cosh( Jh)
e
( Jh- B)�y

Jh - B
-

e
- (Jh+ B)�y

Jh + B
, ( 31)
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  D2(�y ) = -
1
B

- e
- B�y

B
+

K�E 0

2cosh( Jh )
e
( Jh+ B)�y

Jh + B
-

e
- ( Jh- B)�y

Jh - B
1 ( 32)

根据边界条件( 19)确定常数 C1和 C2, 得到

  C1 = C2 = -
D1(1) e

B
+ D2(1) e

- B

2cosh( B) = -
1 + K�E 0B

2
/ ( ( Jh ) 2- B

2
)

B
2
cosh( B)

1 ( 33)

将 C1、C2、D1(�y )、D2(�y ) 代入( 22)式,则速度可表达为

  �u0 = u
*
0 -

2K�E 0[ cosh( B�y ) cosh( Jh) - cosh( B ) cosh( Jh�y ) ]
[ ( Jh)

2
- B

2
] cosh( B ) cosh( Jh)

, ( 34)

其中, u
*
0 为不考虑电粘性影响时的周期流动速度 1 当电粘性数 K= 0,方程(34) 右边第2项

为0,则 �u 0简化为 u
*
0 :

  u
*
0 =

2

B
2 1-

cosh( B�y )
cosh( B ) 1 ( 35)

将速度 �u0(式(34) ) 及电荷密度 �Qe (式( 21) )带入式( 20) ,得到

  �E 0 = E
* 1- K

( Jh ) 2

2[ ( Jh)
2
- B

2
] cosh

2
( Jh)

1+
sinh( 2Jh)

2Jh -

    cosh( Jh)
cosh( B)

sinh( Jh + B )
Jh + B

+
sinh( Jh - B )

Jh - B
, ( 36)

其中, E* 为不考虑电粘性效应情况下的周期流动诱导电场1 当电粘性数 K= 0,则�E 0简化为

E
*
:

  E
*
=

( Jh) 2

2B2cosh( Jh)
2sinh( Jh)

Jh
-

1
cosh( B)

sinh( Jh + B )
Jh + B

+
sinh( Jh - B )

Jh - B
1 

( 37)

把流动诱导电场强度 �E0(式(36) ) 带入速度 �u0 (式( 34) ) , 即可得到微通道周期压差驱动电动

流包含电粘性效应的速度解析解1 

3  结果及分析

无量纲流动解( 34) ~ ( 37)包含3个无量纲参数:频率Reynolds数 Re, 电粘性数 K和微通道

半宽与双电层厚度之比 Jh 1 图 3表示周期流动速度振幅在通道截面的分布形态1 

  图 3  不同 Re 下周期流动速度振幅在通道        图 4  微通道截面速度幅值形态

截面的分布形态 ( Jh = 10, K= 5) ( Jh = 10)

从图 3中可以看出,电粘性数和频率Reynolds数均对周期流动速度有很大影响,在小频率

Reynolds数时(如 Re y 0 ) ,流动接近定常状态1 电粘性效应很明显1 随着频率 Reynolds 数的
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增加, 电粘性的影响下降1 在大频率 Reynolds数时( Re = 20 ) ,电粘性对流动速度几乎没有影

响,这时周期流动惯性力起着主导作用1 无量纲的电粘性力表示为 f e = K�Qe�E 0(见方程(18) ) ,

其中 0 [ �Qe [ cosh( Jh�y ) / ( cosh( Jh) ) [ 1, 电场强度�E 0在通道为常数,且 | �E 0 | [ 11 在大 Jh

值情况下,忽略电粘性效应, 得到 �E 0 = 11 考虑壁面处�y = 1,有�Qe = 11 所以在通道壁面处,

有f e = K, K表示壁面处的电粘性力,无量纲压力梯度d�p 0/ d�x = - 1,所以 K= | f e | / | d�p 0/ d�x | ,

表示定常状态时,壁面电粘性力(最大电粘性力)与压力梯度的比值, 它可以表示微通道电粘性

效应对流动的影响程度1 图 4表示不同电粘性数对周期流动速度的影响1 
电粘性力主要集中在固壁面附近1 离开通道壁面,电粘性力迅速衰减1 定义分布函数 V

= �Qe�E 01 在大 Jh 值通道的定常流动, 不考虑电粘性情况下, 得到 �E0 = 1, 则 V = �Qe =

cosh( Jh�y ) / ( cosh( Jh) ) ,它只与 Jh 相关, 称之为形状函数,图 5表示�Qe与 Jh 的关系1 

  图 5  形状函数�Qe在通道截面的分布         图 6  流动诱导电场幅值 | �E0 | 随

Re 变化特性 (K= 5)

从图 5可以看出,在大 Jh 值时(双电层相对很薄) , 电粘性力主要集中在固壁面附近, 离

开壁面就没有作用 1 在小 Jh 值时(双电层相对较厚) , 电粘性力可以影响到通道流动较宽广

的区域 1 流动诱导电场 �E 0在通道为常数, 包含电场振幅衰减率和相角差1 与文献[ 19]类似,

周期的Helmholtz-Smoluchowski等式可写为

  C f =
$�W
$�p

=
�E0

- d�p 0/ d�x
=
�E 0

1
= �E0, ( 38)

这里, C f是通道压差与流动电位势之间的无量纲的耦合系数 1 流动接近定常时, �E 0= 11 当
考虑电粘性效应的周期流动时, C f即代表由于周期流动和电粘性效应对流动电位势带来的综

合影响 1 耦合系数 �E0 是频率Reynolds数和电粘性数的函数 1 图 6、7表示了 �E0幅值和相位

差随 Re 变化特性1 
从图 6可以看出, 诱导电场 �E0从定常过渡到周期流动,有个临界频率Reynolds数 1 在Re

< 1时, �E0随 Re变化非常缓慢 1 在 Re > 1时,随着 Re的增加,诱导电场幅值迅速减小,相位

差迅速增加 1 在 Packard的模型中,他认为流动过渡临界参数是频率,随 Jh值变化 1 本文研
究得到该临界参数为 Re,不同 Jh值时的临界Re都为11 而电粘性力对相位差的影响在 Re <

1时,不很重要,在 Re > 1时比较明显, 如图7所示 1 同时发现, 电粘性对流动诱导电场的影响

在小 Jh值时(双电层较厚) 比在大 Jh 值时(双电层较薄)更为重要1 
图 8表示周期流动的瞬时速度在某一时刻在截面的分布形态1 当 Re 很小时(如 Re =

0) , 速度形态分布呈抛物线型1 随着频率 Reynolds数增加, 速度的峰值下降1 当频率 Reynolds
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    图 7  诱导电场强度的相位角随 Re      图 8  不同 Re 下通道截面的瞬时速度分布

的变化特性 ( K= 5) 形态特性 ( Jh = 10, K= 5)

数继续增大,流动速度分布会呈现波浪型(如 Re = 10 ) 1 电粘性效应随着 Re的增加逐渐减弱1 
当 Re > 10时,电粘性效应几乎可忽略1 

4  结   论

本文研究包含电粘性效应的二维微通道周期流动诱导电场和速度解析解1 量纲分析表
明,微通道周期流动的电粘性力与电粘性数、形状函数、耦合系数相关1 电粘性数表示定常流
动时最大电粘性力与压力梯度之比,与双电层和液体特性相关1 形状函数表示流体电粘性力
在微通道截面的分布形态,与通道宽对双电层厚度的比相关1 耦合系数表示周期流动电粘性
力相对于定常流动时的电粘性力的衰减率和相位差特性,它与频率 Reynolds 数和电粘性数相

关1 在微通道周期流动时, 电粘性效应随着频率 Reynolds数的增大而减弱1 在频率 Reynolds

数小于 1时,流动诱导电场大小和相位差变化缓慢1 当频率 Reynolds数大于 1时, 流动诱导电

场的振幅迅速衰减, 相位差迅速增加1 在通道宽与双电层厚度之比很小时,电粘性效应对诱导

电场和周期流动速度有较大影响1 
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Periodical Streaming Potential and Electro-Viscous

Effects in Microchannel Flow

GONG Lei,  WU Jian-kang,  Wang Lei,  CHAO Kan
( Wuhan Na tion al Labor ator y for Opt oelectr onics ; Depar tment of Mechanics ,

Hua zhon g Univer sity of Scien ce an d Technology , Wuhan 430074, P . R . China )

Abstract: An analytical solution of periodical streaming potential, flow-induced electric field and ve-

locity of periodical pressure-driven flows in two-dimensional uniform microchannel based on Poisson-

Boltzmann equations for electric double layer and Navier-Stokes equation for liquid flow was present-

ed. Dimensional analysis indicates that electric-viscous force depends on three factors: 1) Electric-

viscous coefficient representing a ratio of maximum of electric-viscous force to pressure gradient in

steady state; 2) Profile function describing distribution profile of electrio-viscous force in channel sec-

tion; 3) Coupling coefficient reflecting behavior of the amplitude damping and the phase offset of elec-

tro-viscous force. Analytical results indicate that flow-induced electric field and flow velocity depend

on frequency Reynolds number. Flow- induced electric field varies very slowly when frequency

Reynolds number is less than 1, and rapidly decreases when frequency Reynolds number is larger than

1. Electro-viscous effect on flow-induced electric field and flow velocity are very significant when the

rate of the channel width to the thickness of electric double layer is small.

Key words: steaming potential; flow-induced electric field; frequency Reynolds number; electro-vis-

cous effect
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