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摘要
:
通过对一种能解决跨声速有旋流场的数学模型

—
鹰势函数

一

涡势函数数学模型中的涡势

函数进行详细的变分分析
,

并进一步对涡势函数原方程的数学改造
,

推导 出新 型数学模型中涡势

函数的几种不同的变分原理
,

并提出对涡势函数边界条件的处理方法
.
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引 言

在三维流体流动的研究方面
,

人们根据其流动特点提 出了各种数学模型
.

如针对无旋流

动人们提出了势函数模型 〔‘〕;为求解三维流场
,

将整个三维空间分为 s ; 流面与 s: 流面分别求

解流体流动的气动参数[z] ;为解决三维流动问题
,

文献【3] 提出了流函数法 ; 而针对叶轮机械三

元流动这样的具体问题
,

文献〔4〕详细的提出了流函数方程组法 ;运用缩项法
,

结合三元气体流

动特点
,

文献〔5〕提出了广义势函数法
.

此外
,

提出了矩函数与周角 函数[61 等等
.

但是在建立

数学模型时由于存在这样或那样的限制条件
,

各种模型都有其局 限性
,

都尚不完善
.

比如势函

数模型
,

它要求流场是无旋的
,

因此它的应力范围就受到 了严格限制
.

文献〔7
,

8〕提出的数学

模型一度势函数
一

涡势函数数学模型
,

它是建立在流体最基本的流动特点基础上
,

即 C
= V x

几
,

因此本模型反映的流动规律既包括无旋流动
,

也包括有旋流动
,

即适用于二维流动
,

也适用

于三维流动
,

它摆脱了势函数模型对流场无旋的严格要求
,

又具有势 函数特点 (势函数对某方

向的偏导数就是该方向的速度)
,

避免了将三维流场分为两个流面分别求解然后对流场分析的

繁琐过程
.

运用本模型进行数值计算可以得到各节点涡势函数值
,

进而得到各节点贾势 函数

值
,

根据本模型与流速和旋度等物理量的关系就能够得到各节点 的流速
、

旋度等物理量
,

就能

对流场进行分析
.

下面就该模型中的涡势函数进行变分分析
,

得到该 函数几种不同的变分原

理
,

并提出涡势函数边界条件的处理意见
.
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1 气动方程式

该数学模型采用坐标系为静止的柱坐标
.

在此基础上可写出系统的旋转角速度 。 = O 的

均嫡气流气动基本方程形式如下
:

、声奋、、J矛、飞尹、12

2-飞口4
Z吸、了.、了
,.、了吸
、

连续性方程
刁【尸

r(中
。 + H Z )』

r刁甲

a [砂
:

1
刁z

二 0
。

动 量方程 鱼 {创鱼业
r L J r

A 3

r刁r

口H Z 刁男
3 万丁

=

丽
·

刁11
1

A
l

叹己
J 言

刁11
,

十 八 , =护二 =
一 口 万

刁男
刁2

.

踌 。 二 , 。 刁男
.

刁男
,

J男
能重万程 A x 笼资 + A Z

矛井
+ A 3 二

与二 = 0.
一 一

‘

”
-

一
’

旧 甲
’

一
‘

刁 r
’

一 , 日z

一
’

其中 中 为膺势函数
,

11 为涡势函数
,

其具体的数学表达形式为
:

H = H 1 1。 + H Z i
r .

速度的表达形式为
:

A = A 1 ie + A Z i
r + A 3 礼

,

L

招 为滞止烩
.

2 涡势函数方程的拟变分原理

为对涡势函数进行变分分析
,

首先对方程(2)

、了、、产万一、�‘U
矛了.、了吸、

了几一万曰J一刁J一
.

飞�A一

,里一.
者,,一刁

W l 二

W Z =

钊匹兴业
-

: ,

鲁
·

饥

、

(3) 做如下变动
.

令

刁男
刁r ’

刁H Z

刁名

将 (5) 式对
:

求偏导
,

将 ( 6) 式对
;

刁男
刁2

.

求偏导
,

则 (5) 式与( 6) 式变为
:

刁W , 刁W
,

不- 一 二 0
, 一又一

二 = 0
。

口 万
一

口 r
(7

、

8 )

现分两种情况进行分析
:

2
.

, 拟变分原理 I

对 ( 7 )
、

(8 )式应用 G a le rk in 方法
,

以 占H ;
与 aH :

为权函数分别乘 (7 )
、

( s)
,

相加
,

得 :

娜
F

C爵胡
2 ·

势
。n ;

)
d 、 =

一

{{{ {w
l

翼旦
里 + w

,

擎
J J J V L 一

口万 一 d r

d 、 ·

卦
, ‘W l。。 2 · : ·

二。H
l · :

)d 、
·

(9 )

由此可知
,

若形式地记

。, =

{丁{
;

[二
;

瞥 +
叭

刁aH

日r
d V

则上式可记为 :

f rf 了刁 IV
,

刁矶 、
_ _ _

井 _
_ _ _ _

_ _

_

己J “ 一

川 八百于
aH ,

扩万厂占H
l

) d
F +

甘
, ( w , ”, , , “· + 译 2首, , , “·

)“A
·

故由 aJ = 0 即得 (记边界 A 二 A ; 十 A : + A 3 ,

A ; 与 A :
分别表示入出口面

,

A 3 表侧壁面 )
:

拟欧拉方程

自然边 办条件 :

本质边界条件
:

刁W
:

刁 IV
,

一二- 一 = 0
, 一二一 = 0

.

口 Z 口 r
( 10

,

1 1)

A l 与 A 3 上
,

W , == 0
,

叭
二 0

.

A ; 上
,

H l
与 H : 为已知

.
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可见
,

我们只要对弱形式方程 。, =

{{f
_

_

{二
;

擎
,

叭
擎ld 、用有限元 H ‘(r ,

*
, : )

口 J J V 一 口 石 ( , f -

=

艺玛(r
,

*
, :

)H
艺

,

, (‘ = 1
,

2 )进行离散即可得所需之方程组
,

因而可以进行求解了
.

可改用下法
.

将 (2)
、

(3) 两式改写成

、、,声、、J矛、,户r、‘J

2门J4亡、�,几,
.盖, .卫, .几‘了、、/矛、、了,、了.、

2
.

2 拟变分原理 11

拟变分原理 工的缺点是未知量太多
,

为克服此缺点

如下形式
:

刁( rH , ) a H : rA 3 all : r J男
升

一

万
一

不 不
一 “

不可
,

刁(沮
, ) rA

: 刁H : ; 刁男
儿

+

可万
二

不丽
·

令 T l 二

几 二

日H Z
rA

3 a H Z r 刁男
百蔺

+

不 百丁
+

不丽
rA

Z 刁H Z r 刁男
A l a : 一 A l 口: ’

则 ( 12 )
、

( 13 )两式可以写成
:

刁( rH I )
J r 一 T一 二 0

,

口( rH I )
口z

+ 几 = 0
.

( 16
、

17 )

将 ( 16 )式对 :
求偏求

,

将 ( 17) 式对 r
求偏导

,

得 :

a Z ( rH I ) a T ,

刁z 刁 r

( 19 ) 一 ( 18 )
,

得
:

a T l 刁几
飞万

+ 百丁

= 0
,

刁2 ( rH , ) 刁T2
百; 刁才 + 百丁

二 0
- ( 18

、

19 )

= 0
。 (2 0 )

对 ( 20 )式应用 G a le rk in 方法
,

以 合H :
为权函数可得

:

丁丁丁
。

(旦兴黔
十

一

丁丁丁
F

!
T !

aH Z d V =

+ 几
a占H Z

刁 r
d V + 卦

,

( T ; n : + TZ n r

)占H Z d 左
.

刹弩

若形式地记
:

厂r厂 I 刁占H
,

刁aH
,

己J = l! ! ! T
,

二‘
十 乙 一二二

J J J V \
.

口 名 一 a r

d V

( 2 1 )

( 2 2 )

则由 占J 二 O 可从 ( 22) 式得 出
:

拟欧拉方程
:

自然边界条件
:

刁T -

日z

Tl n : +

= 0
。

T一r;一日刁一
,

亡

几 n 。 = 0.

(2 0 )

( 2 3 )

显然
,

这不符合本问题的边界条件要求
,

为此在 ( 2 2) 式中补充一边界项如下
:

a,
=

汀丁
;

(
: :

臀
· :

臀 )
“H Zd V ·

、.了、./

4‘J22
2.、
了

‘
、

梦
, a ( rH , )

刁之

·r 一

擎
· :

]。H
Z

·

d A
·

再在 ( 24 )式右边补充一边界项
:

。, 二

必
,

二“H !
·

d A
·

则 (2 4) 式可写为
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水拼
、

(
T l

臀 十 几
刁占H Z

a
、

l)

卦
, 刁(rH

I)

刁万

刁(滋
1 ) l

刁 r n ‘

J

aH Z d V +

。。2
·

d , ·

卦
,

二。。
;

·

d ,
·

(2 6 )

于是我们就从 时
二 。得到在 A : 与 A : 上所要求的自然边界条件

,

在 A l面上则有本质边界条件
.

显然
,

此法相对于拟变分原理 工而言具有下列优越性 : 在本法中
,

H , 只在边界项中出现
,

因而 11 : 只需定义在边界上
.

而在拟变分原理 1 中
,

H : 在全域内出现
.

因而本法 中的总未

知量要比甲法中显著减少
,

且域越大
,

11 , 减少的程度就越大
.

3 涡势函数的边界条件

自从鹰势函数
一

涡势函数数学模型提出以后
,

如何处理涡势函数的边界条件一直是一个棘

手的问题
.

如果解决了该模型的边界条件
,

就会为该模型的应用创造 良好的应用基础
.

下面

从旋度
、

速度
、

涡势函数三者之间的关系入手
,

提出涡势函数的边界条件
.

由旋度 ‘与涡势函数H 关系式
:
右

= ? x H is] 及旋度 杏与速度 A 关系式
:
‘

二 ? x A
,

可得出如下公式
:

!空些
L 习 阴

刁A 3

刁甲

巫卫生业1
.

J 之 J
‘ (27

、

2 8 )
l一r

一一

刀一几刁一
‘、互一r

J一身」
刁一

电1上�名
‘一几件

一一

日一刁刁一

灯丝三卫口
_

恤 !
=

写丝垫卫
_

丛
沙 r 沙沪 」 r L 刁 r 刁沪

我们设其中 A 在人口 面上为已知的分布
,

因而选择人口 面上 刀 : 二 0
,

且在 甲

则入 口 面上的 11 : 分布可按下式计算
:

(2 9 )

二 0 线上 刀 : = 0
,

、、
J
了、

,
矛、、矛尹

01,
妇勺J内j八j

fZ、Z贾、z厅、
11 2 =

{{华
一

粤卫}
d *

.

‘ 一 ‘少
甲

‘少 I

对于壁面上的 11 , 与 H :
分布可按下式计算

:

II 1 曰铃里(尝业}此
H Z 二

{(鲁
一

赞卜
·

其中 A 由本次鹰势函数方程的近似解 中 求出
,

因此 (3 1 )
、

( 3 2) 式便是涡势函数方程侧壁上的

本质边界条件
,

它应该迭代修正
.

这时
,

泛函其形式上仍 同拟变分原理 11 中的相同
,

即

刁a ll Z

刁z
+ 几

刁all Z

T
�日月

户

l
�

一一

人了.J
入O

点 f口( rII : )
打, L下万一 n r

刀( 心
, ) 。 !

刀r
‘
一‘」

6 H Z d V +

“11 2
·

d , ·

莎
, w Zo ll l

·

d ,
( 2 6 )

刁八�

由 己j 二 0 可导得

拟欧拉方程
:

刁T
、

刁兀
下 十 下一 二 = 0

。

口 名 口 厂
(2 0 )

自然边界条件
: A 3 面上

,

W ; = 0
,

W : = 0.
,

,
, 、

~ 、
、

.

_ _ _
_ 厂「刁A

。
刁( rA

,

) 1
、

本项迈介余仟
: A I 圆上

,

月 1 二 U ,

11 2 二 日万于 -
一 丁, - }d 沪

J 一 ‘了

明
‘了 r

A : 面上 IJ , 与 刀 : 按 ( 3 x )
、

(3 2 )式算 出
,

再迭代修正
.

4 结 束 语

本文通过对涡势函数原方程的数学改造
,

通过变分分析
,

得出了涡势函数几种不同形式的
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变分原理
,

对几种变分结果进行 了计算优劣分析
,

最后提出了涡势函数边界条件的处理办法
.

由于本模型是根据流体流动的特点
,

通过缩项法导出的
,

因此它既可以计算有旋流动的问

题
,

又可以计算超音速流动的问题
,

即适合于三维正问题 的计算
,

也适合于杂交性问题的计算
,

同时还适合于无粘与有粘流体流动的计算和分析
,

因此它具有 十分广泛 的应用前景
.

它不仅

具有重要的理论价值
,

更重要的是它具有实际的应用价值
.
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