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摘要 :  给出了一种求解带自由液面流体运动的数值方法1 流体运动的 Navier-Stokes 方程应用最

小二乘有限元进行离散,有限差分法用来进行时间推进1 采用 Lagrange 方法描述网格1 将模型的

计算结果与二维矩形和三维圆柱形坝溃的实验结果进行了对比1 计算得到的时间历程与实验结

果十分吻合,验证了最小二乘有限元在此类问题中应用的可能性1 
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引   言

火箭升空时燃料箱内液体的晃动, 会给火箭的稳定性和操纵性带来显著影响;高地震区

中,水电站的溃决将造成巨大的损失,需要预估溃坝洪水带来的影响1 对于这类带有自由面粘

性流体运动的问题, 解析方法有其局限性
[ 1]
, 实验代价又比较昂贵, 数值实验可能是预测及了

解可能发生状况的一个选择1 
数学上,带自由面粘性流体运动的复杂性,也吸引大批学者投身其中1 其中一个困难就是

粘性不可压流体方程的求解: Navier-Stokes方程的非线性对流项,以及事实上作为 Lagrange乘

子出现的压力项,都给方程的数值求解带来了困难1 以分步法为例,它引入了非物理的 Neu-

mann边界条件,并经常需要加入各种稳定项来保证计算的稳定性1 文献[ 2]中总结, 对于分步

法,如果时间步长太小,压力计算有可能发生振荡;如果步长太大,结果又可能过度耗散1 

最小二乘有限元[ 3]则通过引入物理或伪变量将高阶方程转化为一阶, 直接通过最小二乘

加权余量法对方程进行离散,避免了不可压条件导致的 LBB[ 4]条件, 也避免了分步法中引入的

人工Neumann边界条件[ 5] 1 
本文采用最小二乘有限元( LSFEM)和Lagrange描述来构造计算过程1 文章结构如下: 第 1

节给出控制方程和边界条件;第 2节给出最小二乘有限元的一般形式; 第 3节给出求解步骤;

由于坝溃问题有丰富的实验结果,第 4节将数值结果和坝溃问题的数值结果进行对比以验证

此数值方法;最后是结论1 
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1  控 制方 程

Lagrange描述下,流体方程变为不可压 Stokes方程:

  d u
dt

= -
1
Q

p̈ + M̈ 2
u+ f 1 ( 1)

连续方程, 即不可压限制条件为

  #̈u = 01 ( 2)

上述方程中, u 是速度场, p 为压力, Q是流体密度, f 表示体力, M是流体动粘性系数, t表

示时间 1 方程初始条件为给定的速度场 u01 边界条件为固壁处的不可穿透条件和自由面上
的压力边界条件1 

在Lagrange描述下,自由面的位置即为网格位置, 所以对于自由面不需要特殊处理,只需

要给定自由面压力边界条件1 由于 LSFEM 很强的稳定性,即使网格变形很大, 只要不产生网

格的扭曲和破碎时, 采用这种简单的描述都可以得到稳定的结果1 这点从后面的算例中可以
看到1 

2  有限元离散

对于方程( 1)和( 2)的求解,有限元方法渐渐得到广泛认同1 本文选用的是的最小二乘有
限元方法1 为了使得到的离散插值函数为 C0型,首先需要将方程(1) 转化为一阶格式 1 通过

引入辅助变量旋度 X = ¨@ u
[ 3]
, 方程( 1)、( 2)转化为

  

#̈u = 0,

du
dt

+
1
Q

p̈ + M̈ @ X = f ,

X- ¨@ u = 01 

( 3)

在最小二乘有限元计算中,常加入一个方程 #̈X = 0,这个方程可以直接从 X = ¨@ u

推导出来,看起来是多余的,但可以用在数值计算中提高计算精度[ 3] 1 
利用有限差分法进行时间离散得到

  #̈un+ 1
= 0,

  u
n+ 1

- u
n

$t
+ H

1
Q

p̈
n+ 1

+ M̈ @ Xn+ 1
+ (1- H)

1
Q

p̈
n
+ M̈ @ Xn = f

n+ 1
,

  Xn+ 1
- ¨@ u

n+ 1
= 0,

  #̈Xn+ 1
= 01 

三维情况下写成标量形式为

  

5 un+ 1

5x +
5vn+ 1

5y +
5wn+ 1

5z = 0,

u
n+ 1

- u
n

$t
+ H

1
Q
5p n+ 1

5x + M
5 Xz
5y -

5 Xy
5z

n+ 1

=

  f
n+ 1
x - (1- H)

1
Q
5pn

5 x + M
5 Xz
5y -

5 Xy
5z

n

,

v
n+ 1

- v
n

$t + H
1
Q
5pn+ 1

5y + M
5 Xx
5z -

5 Xz
5x

n+ 1

=

  f
n+ 1
y - (1- H)

1
Q
5pn

5 y + M
5 Xx
5z -

5 Xz
5x

n

,

( 4a)
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w
n+ 1

- w
n

$t
+ H

1
Q
5p n+ 1

5z + M
5 Xy
5x -

5 Xx
5y

n+ 1

=

  f
n+ 1
z - (1- H) 1

Q
5pn

5z + M
5 Xy
5x -

5 Xx
5y

n

,

Xn+ 1x -
5w n+ 1

5y -
5vn+ 1

5z = 0, Xn+ 1
y -

5 un+ 1

5z -
5wn+ 1

5x = 0,

X
n+ 1
z -

5 vn+ 1

5x -
5 un+ 1

5y = 0,
5 Xn+ 1

x

5x +
5 Xn+ 1

y

5y +
5 Xn+ 1

z

5z = 0,

( 4b)

其中 H= 1/ 2为Crank-Nicolson格式,为二阶时间精度,用于求解瞬变问题1 

可以看出, 动量方程的右端项有上一时刻的压力和旋度对空间的偏导数1 此偏导数可以
直接由上一时刻得到的结点压力和旋度插值得到1 需要注意的是, 求右端项中的偏导数用的

为上一步网格, 即网格未更新时的插值函数, 这是显式求解1 而用有限元法离散求新的流场速

度、压力和旋度所用的为网格更新后的插值函数, 此为隐式求解1 所以在每个时间步要进行若
干次迭代,才能得到收敛的新网格1 计算表明,迭代次数一般不超过 3次1 这种迭代处理在文
献[ 6]中有详细描述1 

为以后的分析方便, 可以将方程( 4)写成一阶偏微分方程的矩阵的形式,为

  Au = f , ( 5)

其中 A为偏微分算子,可由如下的偏微分算子合成:

  A = A0+ A1
5 u
5x + A2

5 u
5y + A3

5 u
5 z ,

其中 u 为待求变量,为

  u = ( u  v  w  Xx  Xu  Xz  p )
T1 

从式( 4)可以得到

A0 =

0 0 0 0 0 0 0

1/ $t 0 0 0 0 0 0

0 1/$t 0 0 0 0 0

0 0 1/$ t 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0

, A1 =

1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 H/Q 0 0 0

0 0 0 0 0 0 - HL/ Q

0 0 0 0 0 HL/ Q 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 - 1 0 0 0 0 1

0 0 0 1 0 0 0

,

A2 =

0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 HL/ Q

0 0 0 H/ Q 0 0 0

0 0 0 0 - HL/ Q 0 0

0 0 - 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0

, A3 =

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 - HL/ Q 0

0 0 0 0 HL/ Q 0 0

0 0 0 H/ Q 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

- 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 1 0

,
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  f =

0

f
n+ 1
x - (1 - H)

1
Q
5pn

5x + M
5 Xz
5y -

5Xy
5 z

n

f
n+ 1
y - (1 - H)

1
Q
5pn
5y + M

5 Xx
5z -

5 Xz
5x

n

f
n+ 1
z - (1- H)

1
Q
5p n

5z + M
5Xy
5x -

5 Xx
5 y

n

0

0

0

0

1 

由于采用了 Lagrange描述,没有非线性的对流项, 而时间离散也选择了显式方法, 所以每

一迭代步得到的 A和f 均为常量矩阵, 不需要进行线性化, 这也给后续处理带来很大的方便1 
这是一阶线性偏微分方程,应用有限元方法来进行空间离散1 给定单元插值函数 Ui , 则

单元内变量值 u e( x) 可以表示为

  u e( x) = 6
N
n

j= 1

Uj ( x ) ( u, v, w, Xx , Xy , Xz , p )
T
j = 6

N
n

j= 1

Uj ( x) u
e
j , ( 6)

其中 N n为单元结点数, u
e
j 为单元第j 个结点上的 7个待求变量1 于是方程( 5)在每个单元上

可以写成

  A eu e = Ae 6
N
n

j= 1

Uj ( x) u
e
j = 6

N
n

j= 1

A0Uj ( x) u
e
j + 6

N
n

j= 1
6
3

k= 1

Ak
5 Uj ( x)
5xk

u
e
j =

    6
N
n

j= 1
Bju

e
j = f e, ( 7)

其中

  Bj = A0Uj + A1
5 Uj
5x + A2

5Uj
5y + A3

5 Uj
5z 1 

给定插值函数下的得到解 ue是不能精确满足方程( 7)的,它将产生残差

  R e = 6
N
n

j= 1

Bu
e
j - f e1 ( 8)

最小二乘方法即使式( 8)在最小二乘意义上达到极小值, 即使泛函

  I ( ue) = Qe 6
N
n

j= 1

Bj u
e
j - f e

T

6
N
n

j= 1

Bj u
e
j - f e d 8 1 ( 9)

取极小值, 其必要条件为

  d

d u
e
i
I ( ue) = Qe

d

d u
e
i

6
N
n

j = 1
Bj u

e
j - f e

T

6
N
n

j= 1
Bj u

e
j - f e d 8 =

    2Qe

d

d uei 6
N
n

j= 1

Bj u
e
j - f e

T

6
N
n

j= 1

Bj u
e
j - f e d 8 =

    2Qe
B
T
i 6

N
n

j= 1

Bj u
e
j - f e d 8 = 01 ( 10)

将式( 10)的求和项写为
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  6
N
n

j = 1

Bju
e
j = ( B1, B2, ,, BN

n
) ( u

e
1, u

e
2, ,, u

e
N

n
)
T
= ( B1, B2, ,, BN

n
) Ue1 

方程( 10)可以写成如下的代数形式

  K eUe = F e1 ( 11)

对应的单元刚度矩阵和载荷矩阵分别为

  K e = Qe
( B1, B2, ,, BN

n
)
T
( B1, B2, ,, BN

n
)d 8 , ( 12)

  F e = Qe
( B1, B2, ,, BN

n
)
T
f ed 8 1 ( 13)

有限元集成后可以得到系统的总体刚度矩阵和载荷列阵

  KU= F1 ( 14)

此种方法最后的刚度矩阵 K 为对称正定的, 可以使用预处理共轭梯度法高效求解[ 3, 7] 1 

实际计算中,经常会在方程( 4)两边附加系数来提高不可压方程在泛函中的比重[ 8-9] 1 这
种加权最小二乘有限元的能大大提高求解中的质量守恒1 

3  LSFEM求解步骤

本章给出了最小二乘有限元求解的步骤1 
选择了 Lagrange描述,尽管方程中对流项消失了,得到了一个线性偏微分方程1 但此线性

偏微分方程只适用于每一个迭代步,问题非线性效应并没有消失,而是转换为网格的移动引起

的非线性1 因此,如下的迭代步骤仍是必要的:

步1  从方程( 11)求解 ( u, p , X) n+ 1, j
, 这里 j 表示新节点位置下的第j 次迭代1 

步2  在 Lagrange描述下更新节点位置

  x
n+ 1, j
i = x

n
i +

1
2 ( u

n
i + u

n+ 1, j
i )$t 1 ( 15)

步3  检查速度和压力场是否收敛,通常只检查速度就足够了,收敛准则如下:

  | u
j+ 1

- u
j
|

1+ | u
j+ 1

|
< E, ( 16)

其中 E是一个小误差容许值,通常取 10- 61 如果收敛则跳到下一个时间步, 否则返回步 1并

进行下一次迭代直至收敛1 

4  数 值算 例

坝溃问题常用来测试求解自由面问题的算法1 文献[ 10]中总结了大量的实验数据1 本文
中使用同样的参数, 模拟了二维矩形区域和三维圆柱形区域下的时间历程,并将流体流到的最

前端以及剩余流体高度和实验结果进行了比较和分析1 
4. 1  二维矩形区域

设二维水柱初始长为 a,高为 n
2
a, 假设固壁为无滑移边界条件1 在液面的上部和右边给

定压力边界条件1 在 0时刻,最右边突然撤去支撑,之后水柱沿着地面流下来, 此处计算了 5

种工况,见表 11 
表 1 二维矩形坝溃问题 5种不同计算工况 ( cm)

n 2 1 1 2 2 4

a 5. 715 11. 43 2. 857 5 5. 715 2. 857 5
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  设 z 是水流流到的最前端与初始时刻的距离, G是剩余水柱的高度, g 为重力加速度, t 为

时刻1 此种尺度下可假设流体运动受粘性和表面张力影响较小,可以取如下无量纲参数:

  Z = z / a, H = G/ an2, T = nt g/ a, S = t g/ a 1 
将计算得到的数据无量纲后和实验数据的比较如图 1所示,图中实线为计算结果,标记的

符号为实验值, 不同符号表示的工况在图中标出1 需要注意的是由于实验中得不到精确的运

动的初始时刻, 所以实验数据中在给定的位置 Z
*
,规定了一个时刻 T

*
,所以最后得到的计算

结果需要根据 T
* 和 Z

* 进行相应的平移1 

图 1  矩形区域的不同时刻液体流过距离 图 2 矩形区域的不同时刻剩余液体高度

注  在 n
2
= 4时 ,图 1 中画出的是 T / 2 时刻对应的 Z/ 2, 即横纵座标都压缩了 1 倍1 

从图 1中可以看出:

1) 在相同的 n
2 下,实验得到的 T 和Z 差别很小, 计算得到的结果更是如此;

2) 在流体流过距离不超过水柱原宽度的3倍时,即图 1中 Z < 3时,计算得到的结果和实

验结果十分吻合1 也验证了LSFEM在二维自由面问题中应用的能力;

3) 流体流出距离超过水柱原宽度的 3倍后, 结果开始有所偏差, 但随 n
2不同表现也不

同1 n
2较小( = 1) 时偏差大、n2大( = 2、4) 时偏差较小 1 分析认为是由流体的粘性和表面张

力引起的 1 因为随着流体流的越来越远,流体会变得越来越薄, 此时的表面张力和粘性的影

响会逐渐增强,使得流体流速减缓 1 n
2
= 1时的实验数据也提供了例证1 从图1中可以看出,

Z > 3后,原宽度为 5. 715 cm, 图中标记为+ 的区域, 其无量纲流出距离渐渐小于原宽度为

11143 cm,图中标记为. 的区域1 这是因为宽度越小最后形成的液体越薄1 
再将计算得到的剩余液面高度与实验值进行对比如图 2所示1 
此部分结果与实验数据基本吻合, 但比较图 1误差较大1 这是因为在同样的时刻,无量纲

化后,液体流过距离的量级比剩余液体的高度的量级大,所以液体高度的测量的误差要比流过

距离的误差大1 从实验数据中可以读出,流体流过距离的值总在平均值附近,而液体高度的值

与平均值的差别是前者的 5倍左右1 误差较大的另一点原因是,在实验数据中, 有不少时刻只

测了一组值1 而流体流过距离,每种工况都测量了 4~ 8组数据1 
大约在 S > 2. 5后, 计算得到的高度值比实验值要大, 这也是由于表面张力和粘性造成

的1 图3长为 a = 5. 715 cm, n2= 1时在0. 5T、T、1. 5T、2T、2. 5T、3T 时刻的压力等值线1 可
以看出,在后面的时刻,流体已经极其薄,此时流体网格的长宽比也变得非常大, 但 LSFEM仍

然得到了稳定的结果1 
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图 3  矩形区域的 0. 5T、T、1. 5T、2T、2. 5T、3T 时刻的自由面形状和压力等值线

4. 2  三维圆柱形区域
圆柱形液柱初始半径为 a,高为 n

2
a , 假设地面为无滑移边界条件1 在液柱的上部和周围

给定压力边界条件1 在 0时刻撤去周边的支撑,之后水柱沿着地面流下来1 由于问题为轴对
称,实际计算中取圆柱的 1/ 4,此处计算了两种工况,见表 21 

图 4 圆柱区域的不同时刻液体流过距离

  表 2 三维圆柱形坝溃问题两种

不同计算工况       ( cm)

n2 1 2

a 5. 715 5. 715

  计算得到的流过距离与实验值的比较如
图 4所示1 

从图 4中可以看出:

1) 在流体流出距离不超过初始水柱半径

的 2倍, 即 Z < 2时,计算得到的结果和实验

结果十分吻合1 也验证了 LSFEM在三维自由

面问题中应用的能力1 

图 5  圆柱形区域 0. 5T、T、1. 5T、2T、2. 5T、3T 时刻的自由面形状和压力等值线

  2) Z > 2后,计算值明显偏离实验值1 原因和二维情形类似1 

图 5给出了 a = 5. 715m, n2 = 2工况下液体在0. 5T、T、1. 5T、2T、2. 5T、3T 时刻的压
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力等值线1 

5  结   论

本文用最小二乘有限元模拟了坝溃算例并和实验值进行了对比1 
最小二乘有限元最吸引人的地方在于它的内秉稳定性1 它可以直接用来求解一大类流动

问题而无须特殊处理,譬如本文的算例,在网格变形十分大的情况下仍然可以得到稳定可信的

结果1 
最小二乘有限元的另一个特性是它生成矩阵为对称正定,可用许多鲁棒的算法,譬如预处

理共轭梯度法来求解1 
最小二乘有限元的一个问题是质量守恒,一个简单的提高质量守恒的方法是提高连续方

程在泛函中的权重, 计算表明,对于二维问题, 10倍权系数,三维问题选择 50倍权系数可以得

到较好的结果1 本文中计算得到的质量误差,对于二维问题最大为 0. 3%, 对于三维问题最大

为0. 6%1 
最小二乘有限元的另一个问题是其计算量比分步法大1 因为最小二乘有限元中所有变量

一起求解1 再加上辅助变量,譬如三维情况下需要求解 7个变量而分步法中仅需要 1个1 幸
运的是,最小二乘有限元生成矩阵的对称正定性, 使之可用较高效的算法来补救1 
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Viscous Flow With Free Surface Motion by

Least Square Finite Element Method

TANG Bo,  LI Jun-feng,  WANG Tian-shu
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Abstract: A method for simulation of free surface problems is presented. Based on the viscous in-

compressible Navier-Stokes equations, the space discretization of the flow was obtained by least

square finite element method and the time evolution was obtained by finite difference method. La-

grangian description was used to track the free surface. The results here were compared with exper-i

mental dam break results, including water collapse in 2D rectangular section and in 3D cylinder sec-

tion. Good agreement was achieved for the distance of surge front as well as the height of residual

column.
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