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关于/块 H-矩阵与块矩阵的谱0一文的注记
X
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(郭兴明推荐)

摘要 :  完善了/ 块H-矩阵与块矩阵的谱0一文中的主要结论1 进一步, 给出了分块矩阵特征值的

一个新包含域,并用实例说明了新结论的优越性1 
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1  引言与符号

分块矩阵在计算数学、矩阵理论中有着广泛的应用1 自从 Feingold和 Varga[ 1]首先提出了

矩阵的块对角占优性,近年来, 很多学者对此进行了颇有价值的推广, 如文献[ 2-6] 1 文献[ 4]

利用 G-函数的性质对分块矩阵的特征值问题进行了研究1 本文完善了文献[ 4]中的主要结

论,进一步,我们给出了分块矩阵特征值的一个新包含域,并用实例说明了新结论的优越性1 
为叙述方便,我们先引入一些记号与定义1 
设 A = ( aij ) I Mn( C) 且分块如下:

  A =

A11 A12 , A1k

A21 A22 , A2k

s s s s

Ak1 Ak2 , Akk

, ( 1)

其中 Aii I Mn
i
(C) ( i = 1, 2, ,, k ) 且非奇异, 6

k

i = 1
ni = n 1 记K = 1, 2, ,, k , R( A) 为 A

的谱, +# +为任意的诱导矩阵范数, T( A) =
$

( tij ) k @ k , 其中

  tij =
+A

- 1
ii +- 1

,   i = j ,

- +Aij + ,   i X j 1 
i , j I K 1 

定义 1  记 f = ( f 1, f 2, ,, f n) 为 n维实值函数集,其中f i ( A) : Mn (C) y R
+

(非负实数集)

且仅依赖于矩阵A的非对角元的模 1 若任意满足 | aii | > f i ( A) , i = 1, 2, ,, n的A I Mn( C)

非奇异,则称 f 是一个G- 函数, 记为 f I gn1 
显然,若 f i ( A) 为下列之一,则 f = ( f 1, f 2, ,, f n) I gn :
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  f i ( A) = 6
j X i

| aij | ,

  f i ( A) = A6
j X i

| aij | + ( 1 - A) 6
j X i

| aji | ,   A I [ 0, 1] ,

  f i ( A) = 6
j X i

| a ij |
A

6
j X i

| aji |
1- A

,    A I [ 0, 1] ,

  f i ( A) =
1
x i
6
j X i

xj | aij | ,   x 1, x 2, ,, x n > 01 

定义 2  设 A = ( a ij ) I Mn (C) 且分块形如式( 1) ,若

  +A
- 1
ii +- 1

> 6
j X i

+Aij + ,   P i I K ,

则称 A为块严格对角占优矩阵,记为 A I BD;若存在 x = ( x1, x 2, ,, xk)
T

> 0使得

  x i +A
- 1
ii +- 1

> 6
j X i

xj +Aij + ,   P i I K ,

则称 A为块H- 矩阵,记为 A I BH; 若存在 f I gk 使得

  +A
- 1
ii +- 1

> f i ( T( A) ) ,   P i I K ,

则称 A I BGD;若存在 f I gk使得

  +A
- 1
ii +- 1 +A

- 1
jj +- 1

> f i ( T( A) ) f j ( T( A) ) ,   P i , j I K , i X j ,

则称 A I BGDm1 

2  关于文献[ 4]中结论的完善

这一节中, 我们指出文献[ 4]中结果的缺陷并完善了这些结果1 
文献[ 4]中给出了矩阵特征值分布的如下结论:

结论 1
[ 4]  设 A = ( aij ) I Mn(C) 且分块形如(1) ,则 A的所有特征值均位于如下区域之中

  G
k

i= 1
G i = G

k

i= 1
z I C+( Aii - zIn

i
)

- 1 +- 1 [ f i ( T) , f I gk 1 

结论 2[ 4]  设 A = ( aij ) I Mn( C) 且分块形如式( 1) ,则 A的所有特征值均位于如下区域

之中:

  G
j X i

G i, j = G
j X i

z I C+( Aii - zIn
i
)

- 1 +- 1 +( Ajj - zIn
j
)

- 1 +- 1 [

    f i ( T( A) ) f j ( T( A) ) , f I gk ,   i , j I K 1 
观察下例:

例 1  设

  A =

1 1 1 1

1 1 0 0

1 - 1 1 - 1

- 1 1 - 1 1

1 

将 A分块如下:

  A =
A11 A12

A21 A22
,

其中   A11 =
1 1

1 1
, A12 =

1 1

0 0
, A21 =

1 - 1

- 1 1
, A22 =

1 - 1

- 1 1
1 

容易验证 0和2是 A的特征值,同时也是 A11、A22的特征值, 显然当 z = 0或 2时, +( A11 -

zI2)
- 1 +- 1和 +( A22 - zI2)

- 1 +- 1 都不存在,故
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  0, 2 I/ G
k

i= 1
G i = G

2

i= 1
z I C | +( Aii - zIn

i
)

- 1 +- 1 [ f i ( T) , f I gk 1 

且

  0, 2 I/ G
j X i

G i, j = G
j X i

z I C | +( Aii - zIn
i
)

- 1 +- 1 +( Ajj - zIn
j
)

- 1 +- 1 [

    f i ( T( A) ) f j ( T( A) ) , f I gk ,   i , j = 1, 21 
由上可见, 结论 1和结论 2的结果还不够完善1 究其原因, 是当 z I R( Aii ) 时, ( Aii -

zI2)
- 1
不存在1 下面我们对结论 1和结论 2进行修正1 
定理 1  设 A = ( a ij ) I Mn (C) 且分块形如式( 1) , 则 A的所有特征值均位于如下区域之

中:

  G
(1)

( A) = G
k

i= 1
R( Aii ) G G

k

i= 1
G i ,

其中   Gi = z I C | +( Aii - zIn
i
)

- 1 +- 1 [ f i ( T( A) ) , f I gk 1 

证明  用反证法1 若 A 的某特征值K I/ G
(1)

( A) , 则

  +( Aii - KIn
i
)

- 1 +- 1
> f i ( T( A) ) = f i ( T ( A - KIn ) ) ,   P i I K 1 

由 f = (f 1, f 2, ,, f k) I gk 知A - KIn I BGD,于是由文献[ 4] 知 A- KIn非奇异,即 K不是A

的特征值,矛盾1 
同样可得

定理 2  设 A = ( a ij ) I Mn (C) 且分块形如式(1) ,则 A的所有特征值均位于如下区域之中

  G
(2)

( A) = G
k

i= 1
R( Aii ) G G

j X i
G i , j ,

其中

  Gi , j = z I C | +( Aii - zIn
i
)

- 1 +- 1 +( Ajj - zIn
j
)

- 1 +- 1 [

    f i ( T( A) ) f j ( T( A) ) , f I gk ,   i , j I K 1 

3  分块矩阵特征值的一个新包含域

本节我们给出分块矩阵特征值的一个新包含域1 
引理  设 A = ( a ij ) I Mn (C) 且分块形如式( 1) ,若存在 A, B < K , A G B= K , A H B=

ª, 使

  [ +A
- 1
ii +- 1

- 6
t I A, t X i

+Ait + ] [ +A
- 1
jj +- 1

- 6
t I B, t X j

+Ajt + ] >

    6
t I B

+Ait + 6
t I A

+Aj t +,   P i I A, j I B, ( 2)

且或者存在 i I A 使 +A
- 1
ii +- 1

> 6
t I A, t X i

+Ait + , 或者存在 j I B使 +A
- 1
jj +- 1

>

6
t I B, t X j

+Aj t +, 则 A I BH1 

证明  假设定理条件成立,若存在 i 0 I A使得

  +A
- 1
i
0
i
0
+- 1

> 6
t I A, t X i

0

+Ai
0
t + ,

则 Pj I B, 由式( 2)有

  [ +A
- 1
i
0

i
0
+- 1

- 6
t I A, t X i

0

+Ai
0

t +] [ +A
- 1
jj +- 1

- 6
t I B, t X j

+Ajt +] >

    6
t I B

+Ai
0
t + 6

t I A
+Ajt + \ 0,
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从而

  +A
- 1
jj +- 1

- 6
t I B, t X j

+Ajt + > 0,   P j I B; ( 3)

P i I A, j I B, 由式( 2)有

  [ +A
- 1
ii +- 1

- 6
t I A, t X i

+Ait + ] [ +A
- 1
jj +- 1

- 6
t I B, t X j

+Ajt + ] >

    6
t I B

+Ait + 6
t I A

+Aj t + \ 0,

由式( 3)可知

  +A
- 1
ii +- 1

- 6
t I A, t X i

+Ait + > 0,   P i I A1 ( 4)

若存在 j0 I B使 +A
- 1
j
0
j
0
+- 1

> 6
t I B, t X j

0

+Aj
0
t + , 同理可证式( 3)和式( 4)成立1 

取 d 满足

  min
i I A

+A
- 1
ii +- 1

- 6
t I A, t X i

+Ait +

6
t I B

+Ait +
> d > max

j I B

6
t I A

+Ajt +

+A
- 1
jj +- 1

- 6
t I B, t X j

+Ajt +
, ( 5)

令 D1 = diag( d i | d i = 1, i I A; di = d, i I B) , 由式( 3) ~ ( 5) 知 D1为正对角阵, 且 B =

T( A) D1 = ( bij ) k @ k 满足

P i I A时:

  | bii | = +A
- 1
ii +- 1

> 6
t I A, t X i

+Ait + + d 6
t I B

+Ait + = 6
t X i

| bit | ;

Pj I B时:

  | bjj | = d +A
- 1
jj +- 1

> 6
t I A

+Ajt + + d 6
t I B, t X j

+Ajt + = 6
t X j

| bjt | 1 

所以 B = T( A) D1为严格对角占优矩阵,于是取 X = diag( d1I n
1
, d2In

2
, ,, dkIn

k
) (其中d i = 1,

i I A; d i = d, i I B) , 则 AX I BD,从而 A I BH1 
定理 3  设 A = ( a ij ) I Mn( C) 且分块形如式( 1) , A, B < K , AG B= K , A H B= ª,则

A 的所有特征值均位于如下区域之中:

  G
(3)

( A) = G
k

i= 1
R( Aii ) G GA G GB G GAB,

其中

  GA = G
i I A

z I C+( Aii - zIn
i
)

- 1 +- 1 [ 6
t I A, t X i

+Ait + ,

  GB = G
j I B

z I C+( Ajj - zIn
j
)

- 1 +- 1 [ 6
t I B, t X j

+Ajt + ,

  GAB = G
i I A
j I B

z I C[ +( Aii - zIn
i
)

- 1 +- 1
- 6

t I A, t X i

+Ait +] [ +( Ajj - zIn
j
)

- 1 +- 1
-

    6
t I B, t X j

+Ajt + ] [ 6
t I B

+Ait + 6
t I A

+Ajt + 1 

证明  若 A的特征值K I/ G
(3)

( A) ,则 P i I A, j I B, 有

  +( Aii - KIn
i
)

- 1 +- 1
> 6

t I A, t X i

+Ait + ,

  +( Ajj - KIn
j
)

- 1 +- 1
> 6

t I B, t X j

+Aj t +;

且

  [ +( Aii - KIn
i
)

- 1 +- 1
- 6

t I A, t X i

+Ait +] [ +( Ajj - KIn
j
)

- 1 +- 1
- 6

t I B, t X j

+Ajt +] >
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    6
t I B

+Ait + 6
t I A

+Aj t +,

由引理知 A- KIn I BH, 故由文献[1] 的引理1知 A - KIn 非奇异, 即 K不是 A的特征值,矛盾1 
注 1 取 f i( T( A) ) = 6

j X i

+ Aij + , i = 1, 2, ,, k 时, 此定理的结论改进了定理 11 事实上, 对 P z I

G ( 3) ( A) ,若 z I G
k

i= 1
R( Aii) G GA G GB,则显然 z I G ( 1) ( A)1 若不然,则 z I GAB, 从而至少存在一个 k I A使

得 + ( Akk - zIn
k
) - 1+- 1 - 6

t I A, tX i

+ Akt + [ 6
t I B

+ Akt + ; 或存在一个 k I B使得 +( Akk - zIn
k
) - 1+- 1 -

6
t I B, t X j

+ Akt + [ 6
t I A

+ Akt +1 即存在 k I K 使得 + ( Akk - z In
k
) - 1+ - 1 [ 6

t X k

+ Akt + ,从而 z I G ( 1) ( A )1 综

上可知 G (3) ( A) < G ( 1) ( A )1 

注 2 G ( 2) ( A) 和 G ( 3) ( A) 互不包含, 下面的例子将说明这一点1 

4  数 值例 子

下面我们通过两个数值例子来进一步说明以上几个分块矩阵特征值包含域的关系: G
( 2)

< G
(1)

, G
( 3) < G

(1)
, G

( 2) 和 G
(3) 没有必然的包含关系1 

例 2  设

  A =

1 2 3 4 5 6

2 3 4 5 6 1

3 4 1 2 5 6

4 1 2 3 5 6

5 6 3 4 1 2

3 4 5 6 2 3

,

将 A分块如下:

  A =

A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33

,

其中 Aij ( i , j = 1, 2, 3) 均为2 @ 2矩阵 1 令 f i ( T ( A) ) = 6
j X i

+Aij + , i = 1, 2, 31 A= 1 , B

= 2, 3 , 取+#+为矩阵的 2-范数,则

  +( A11 - zIn
1
)

- 1 + = +( A22 - zIn
2
)

- 1 + = +( A33 - zIn
3
)

- 1 + =

    max
1

| 2+ 5 - z |
,

1

| 2 - 5 - z |
S G

- 1
,

且

  +A12 + = 8. 123 1, +A13 + = 9. 324 6;

  +A21 + = 6. 123 1, +A23 + = 11. 045 4;

  +A31 + = 9. 271 1, +A32 + = 9. 271 1;

  R( A11) = R( A22) = R( A33) = 4. 236 1, - 0. 236 1 1 
从而可以计算出

G
(1)

= G
3

i= 1
R( Aii ) G G

3

i= 1
z I C | +( Aii - zIn

i
)

- 1 +- 1 [ 6
j X i

+Aij + =

  4. 236 1, - 0. 236 1 G z | G [ +A12 + + +A13 + = 17. 447 7 G

  z | G [ +A21 ++ +A23 + = 17. 168 5 G

  z | G [ +A31 ++ +A32 + = 18. 542 2 =

868 关于/块 H-矩阵与块矩阵的谱0一文的注记



  4. 236 1, - 0. 236 1 G z | G [ 18. 542 2 =

  4. 236 1, - 0. 236 1 G z | min | 2 + 5 - z | , | 2- 5 - z | [ 18. 542 2 =

  z I C: | 2 + 5 - z | [ 18. 542 2 G z I C: | 2 - 5 - z | [ 18. 542 2 ,

G
(2)

= G
3

i= 1
R( Aii ) G G

j X i

z I C | +( Aii - zIn
i
)

- 1 +- 1 +( Ajj - zIn
j
)

- 1 +- 1 [

  6
k X i

+Aik + 6
k X j

+Ajk + =

  4. 236 1, - 0. 236 1 G z | G
2 [ ( +A12 + + +A13 +) ( +A21 + + +A23 +) =

  17. 447 7 @ 17. 168 5 = 299. 550 8 G z | G2 [ ( +A12 + + +A13 +) ( +A31 ++

  +A32 +) = 17. 447 7 @ 18. 542 2 = 323. 518 7 G z | G
2 [ ( +A21 + +

  +A23 +) +A31 + + +A32 + = 17. 168 5 @ 18. 542 2 = 318. 341 8 =

  4. 236 1, - 0. 236 1 G z | G
2 [ 323. 518 7 =

  4. 236 1, - 0. 236 1 G

  z | (min | 2+ 5 - z | , | 2- 5 - z | )
2 [ 323. 518 7 =

  z I C: | 2 + 5 - z | [ 17. 986 6 G z I C: | 2 - 5 - z | [ 17. 986 6 ,

G
(3)

= G
3

i= 1
R( Aii ) G G

i I A
z I C+( Aii - zIn

i
)

- 1 +- 1 [ 6
t I A, t X i

+Ait + G

  G
j I B

z I C+( Ajj - zIn
j
)

- 1 +- 1 [ 6
t I B, t X j

+Aj t + G

  G
i I A
j I B

z I C[ +( Aii - zIn
i
)

- 1 +- 1
- 6

t I A, t X i

+Ait + ] [ +( Ajj - zIn
j
)

- 1 +- 1
-

  6
t I B, t X j

+Aj t +] [ 6
t I B

+Ait + 6
t I A

+Ajt + =

  4. 236 1, - 0. 236 1 G z | G [ +A23 + = 11. 045 4 G

  z | G [ +A32 + = 9. 271 1 G

  z | G( G- +A23 +) [ ( +A12 + + +A13 +) +A21 + = 106. 834 0 G

  z | G( G- +A32 +) [ ( +A12 + + +A13 +) +A31 + = 161. 759 4 =

  4. 236 1, - 0. 236 1 G z | G [ 11. 045 4 G z | G [ 17. 241 7 G
  z | G [ 18. 172 5 = 4. 236 1, - 0. 236 1 G z | G [ 18. 172 5 =

  4. 236 1, - 0. 236 1 G z | min | 2 + 5 - z | , | 2- 5 - z | [ 18. 172 5 =

  z I C: | 2 + 5 - z | [ 18. 172 5 G z I C: | 2 - 5 - z | [ 18. 172 5 1 

显然 G
(2) < G

( 3) < G
(1) 1 

例 3  设

  A =

1 2 3 4 5 6

2 3 4 5 6 1

3 4 1 2 5 6

4 5 2 3 5 6

5 6 3 4 1 2

3 4 5 6 2 3

1 

将 A分块同例21 令 f i ( T( A) ) = 6
j X i

+Aij +, i = 1, 2, 31 A= 1 , B= 2, 3 , 取 +#+为矩

阵的 2-范数, 则
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  +( A11 - zIn
1
)

- 1 + = +( A22 - zIn
2
)

- 1 + = +( A33 - zIn
3
)

- 1 + =

    max
1

| 2+ 5 - z |
,

1

| 2 - 5 - z |
,

且

  +A12 + = 8. 123 1, +A13 + = 9. 324 6;

  +A21 + = 8. 123 1, +A23 + = 11. 045 4;

  +A31 + = 9. 271 1, +A32 + = 9. 271 11 
与例 2类似,我们可以计算出

  G
( 1)

= z I C: | 2+ 5 - z | < 19. 168 5 G z I C: | 2- 5- z | < 19. 168 5 ,

    G
( 2)

= z I C: | 2+ 5 - z | < 18. 852 7 G z I C: | 2- 5- z | < 18. 852 7 ,

    G
(3)

= z I C: | 2 + 5 - z | < 18. 525 7 G

     z I C: | 2- 5 - z | < 18. 525 7 1 

显然 G
(3) < G

( 2) < G
(1) 1 
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Note on / Block H-Matrices and Spectrum

of Block Matrices0

LIU Jian- zhou,  HUANG Ze- jun

( Depa rtm ent of Mathem atics &Computational Sci ence ,

Xian gtan University , Xian gtan , Hun an 411105, P . R . Chin a )

Abstract: Some results of / Block H-matrices and spectrum of block matrices0 are consummated.

Furthermore, a new bound for eigenvalues of block matrices was given and some examples are given

to show the advantages of this new result.

Key words: G-function; block matrix; eigenvalue
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