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摘要 � 利用推广后的 � �� � 和触�� �� 功能梯度板理论
,

研究了功能梯度矩形板在均布荷载作用下

的柱面弯曲问题
�

采用该理论中的位移展开公式
,

并且材料参数沿板厚方向可以任意连续变化
,

但将材料由各向同性推广到正交各向异性
,

以及由不考虑板的横向荷载作用发展到受横向均布荷

载作用
�

假设板在 � 方向无限长
,

从而得到了一个从弹性力学理论出发的正交各向异性功能梯度

板在横向均布荷载作用下柱面弯曲问题的板理论
�

通过算例分析
,

讨论了边界条件和梯度变化程

度对功能梯度板静力响应的影响
�

关 健 词 � 功能梯度板 � 柱面弯曲 � 弹性力学解
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引 言

功能梯度材料是一种新型非均匀复合材料
,

其组分材料的体积含量在空间上呈光滑和连

续变化
,

保证应力连续分布
,

从而避免传统层合材料的应力集中和界面脱离等问题
�

在工程应

用中
,

还可以通过优化方法有针对性地改变各组分材料体积含量的空间分布规律
,

进而优化结

构内部应力的分布
�

静力弯曲问题是功能梯度材料板分析中的一个基本问题
�

如 �� ��� 等人川通过建立一阶

剪切变形板理论解和经典板理论解之间的关系
,

由经典板理论解直接得到了各向同性功能梯

度圆板的轴对称弯曲解����  ! 和 �� �澎’〕基于三维弹性理论
,

给出了固支各向同性功能梯度椭

圆板在机械和热荷载作用下弯曲问题的渐进解 � �� �� 等人�� 利用 �� �� �� �� 板理论并结合状态空

间法得到了单跨和多跨正交各向异性功能梯度矩形板
,

在任意边界条件下柱面弯曲问题的解

析解 ��� 和 �� �� �材〕利用经典板理论
,

得到了四边简支各向同性功能梯度板弯曲问题的级数

解 �� 等人�们〕用应力函数法得到了横观各向同性功能梯度圆板受纯弯曲或轴对称横向荷载

作用时的弹性力学解
�
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特别要指出的是
,

�� �� 和 �� �� �产
‘〕基于三维弹性理论

,

对上下表面无应力的各向同性功

能梯度板导出了一组二维控制方程
,

材料参数在厚度方向可以任意变化
�

利用复变函数理论
,

�� ���� �’�将 �� �� 和 ��� �� �� 建立的理论推广到了在板表面受双调和函数的压力分布情形
,

但

是
,

推导过程复杂
,

且没有给出有限尺寸不同边界条件矩形板的解析分析
�

本文从 �� �� 和触��
� �
建立的理论〔

��出发
,

将材料由各向同性推广到正交各向异性
,

并考

虑在板上表面受均布荷载作用
,

进而得到了功能梯度矩形板柱面弯曲时的弹性力学解
�

通过

算例分析
,

发现边界条件和梯度变化程度对功能梯度板静力响应有显著的影响
�

� 柱面弯曲问题的控制方程

考虑一个等厚度板
,

坐标系 �� 平面与板中面重合
,

� 感 � 蕊 �
, 一 ��� 蕊 � 感 ���

, 一 �� �

� � ��
�

在均布荷载 � 作用下板处于柱面弯曲状态
, “
和� 分别表示

�
方向和

�
方向的位移分

量
,
。。

、 � 。 和。二 分别表示应力分量
,

位移和应力均与坐标 � 无关
�

弹性力学平衡方程为

‘
,
� � � 二

, � 二 �
,

� � 
, � � ‘

, � 二 �
�

���

正交各向异性材料的应力和位移关系为

二 � �� �
, � � � �� �

, � �

� �� �
, � � � �� �

, � ,

� ���
� , � � �

, �

�
,

���

������
气�� 几

式中
,

�� 为材料的弹性常数
,

对于功能梯度材料
,

勺 二 勺��  !

寻求式��� 和��� 如下形式的解
�
�
� , �

�
�

� �
� , �

�
二

� �
�
�

,

� 二
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,

。 �
腼
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而

,

二

� � 瓦
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肠

,
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,
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式中
,

� � � � � �
�

�
,

� � � �
�
�

,

� 二 � �
�
�

,

‘ 二 ‘�
�
�均为待定函数

�

将式���代人式���
,

得
� �� � � �� �

‘

�瓦
, � � �

� ��� � � �� �
,

�历
,

。 �
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,
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而
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将式(4) 代人式(1)
,
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召
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功
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= K 4
,

式中上标
“ ”’

表示对变量
:
求导数

,
K , 、

K :
、
K 3 和

K;
为任意常数

.
于是式(l) 简化为

(10)

(11)
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‘一瓦
,

二 + ‘2 面
,
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由式(10)
、

(
1 1

)和(12)可得
、

l

尹、、J产

4

�I以
j1.月1.了

吸、了r.、

尤 l 丫3 + ‘2 丫 4 二
0

.

积分式(11)和(12)
,

得

1一24
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x
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式中 c‘( i
二

1
,

2

,

…
,

6) 为积分常数
,

由周边边界条件确定
.

现考虑柱面弯曲板上下表面的边界条件
.
假设在

: 二
h /2 处

,

‘
二
o

,

、
二
0; 在

: 二 一
h /2

处
,

‘
二 一

q
,

、
二

0.

如果将 ‘ 和、 的表达式代人上述边界条件
,

可得到如下形式的边界条件
:
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二 0

·

(
2 3

)

如果令 瓦和初 为板中面的位移
,

即 瓦(
x
)
二 u

(
x ,

0
)

,

初
(
x
)
= w

(
x ,

0
)

,

则由式(3)得

A (0)
= 0

,

B
(

0
)

二
0

,

C (
0

)

=
0

,

D
(

0
)

=
O

,

F
(

0
)

=
0

,

G
( 0 )

二
0
.

( 24 )

积分式(5)
一

( 9) 和(13)
,

并利用边界条件(17)
一
( 24 )和关系式(14)

,

就可以完全确定函数

通(
:
)

、

B
(

z

)

、

C
(

z

)

、

D
(

z

)

、

F
(

z

)

、

C
(

z

) 的表达式以及常数 “(i
二 l

,

2

,

3

,

4
)

.

由于篇幅有限
,

这里略去详细推导过程
.

2 轴力
、

弯矩
、

剪力和周边边界条件

利用应力表达式(4)
,

并注意到A (
:) = 一 : ,

可写出板的轴力 Nx
,

弯矩 Mx 和剪力Q
:
的表达

式
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、

,
了、

、
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M
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,
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式中
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J 一 h 忍

现考虑简支(S)
,

固支 1(Cl )
,

固支2(C2) 和自由(r) 共4类周边边界条件
,

即

02�11�,.1,‘,‘内、�,J内凡�Z
‘、J

r
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r

、、、J
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3 算例与分析

方便起见
,

现引人无量纲量 砰
= 初E /( q h)

、

。: 二 几/ q 和几
=
几/q

.

功能梯度矩形板上表面受均布荷载 q
二

1 x l护N/ 扩作用
,

取 l
二

l m
、

h /l

二
0

.

巧
,

材料

参数沿板的厚度方向均为坐标
:
的指数函数

,

变化规律为

几

式中
,

C 号为
:

c鲁
e“二 ‘左, / 人’‘

(
i

,

j

二
1

,

2

, ”
’ ,

6
)

,

一
h /2 处的材料常数

,

几为梯度指标
,

反映材料的非均匀程度
.
当几

二
0 时为

疏门
!
||!
les
|
月日\\I\l\l’\\I望05均匀板

.
取弹性模量 E0

二
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二
5 7

.
7 e p
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二
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l田 口
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氏i
sson

比
, 0 二

0
.

四
,

可换算得 c?
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疏
二

1 3 5 G P
a

( c 兮
l一
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.
砧 G p a

.

100
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图 ,

一
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0
.
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.

5

无一纲正应力 J
:
(5- 5
: : 二

l
/2 )

0 崔麦二一一一
0. 5

一
0. 3

图2

一
0

.
1 0 0

.

z
/ h

0 3

无t 纲剪应力几 (5 5
: : 二

图 1给出了
: 二

l/2 处
,

久取不同值时简支 FG M 板沿厚度方向的无量纲正应力 风

发现当 几 = 0 时
,

J
:

沿厚度方向呈近似线性分布
,

最大拉(压)应力值出现在
: 二

h /2 (
: 二

l/4 )

可以

一
h /2 )

处
.
当入 < 0

,

即
: 二 一

h /2 处刚度最大时
,

出现在
: 二 一

h /2 处的最大压应力值随着 久绝对值

的增大而增大
.
当几 > 0

,

即
: 二

h /2 处刚度最大时
,

出现在
: 二 h /2 处的最大拉应力值随着

久增大而增大
.

图 2 给出了
: = l/4 处

,

几取不同值时简支FGM 板沿厚度方向的无量纲剪应力 几
.
可以
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发现当入
二
0 时

,

几沿厚度方向呈抛物线分布
,

最大值出现在
: = O处

,

并且抛物线关于该处对

称
.
当几 < 0

,

即
: 二 一

h /2 处刚度最大时
,

随着几绝对值的增大
,

最大值出现位置向
: 二 一

h /2

处转移
.
当几 > 0

,

即
: 二

h /2 处刚度最大时
,

随着 又增大
,

最大值出现位置向 : 二 h /2 处转

移
.

表 1 : 二 l /2 处无t 纲位移 丽
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5 几 二

0 人 二
5

5- 5 3 6 70

.

76 2肠
.
35 24

.
肠

C I
一

C I 7 1 0

.

肠 56
.
19 4

.
79

896
.
53

1 45()
.
68

卫62 3
.
55

1 1 96 3
.
76

12 707
.
23

77
.
8 5

1 16
.
23

6
.
以

9
.
印

136
.
33

939
.
92 81

.
29

1 02 6
.
54 86

.
30

丫囚�、�q�FF
丫浏CCCC

表 1给出了在
: 二

l /2 处的无量纲挠度 丽
,

考虑了7种边界条件和 3种 几取值
.
通过比较

可以发现无论何种边界条件
,

随着 几的增大
,

板的挠度值在减小
.
通过观察材料参数沿厚度

方向的变化表达式不难理解
,

这是由于随着 久增大
,

沿厚度方向板的刚度也在相应地增大
.
在

7种类型的板中
,

C Z

一

F 的挠度值最大
,

Cl

一

Cl 的挠度值最小
.

4 结 论

本文将Mi an 和 spe nc er 建立的理论推广后
,

得到了正交各向异性功能梯度板柱面弯曲问

题的弹性力学解
,

材料参数沿厚度方向可以任意变化
.
计算结果表明

,

边界条件和梯度变化程

度对功能梯度板柱面弯曲时的响应有显著的影响
,

尤其当梯度变化程度较大时
,

在板的刚度较

大表面附近极易产生应力集中现象
.
因此

,

工程中可以通过对上述因素的合理设计优化柱面

弯曲功能梯度板静力弯曲的力学行为
.

由于本文的理论体系没有引人功能梯度板关于应力场和位移场的简化假设
,

所以
,

本文给

出的弹性力学解可以作为基准解
,

用以评价在同类板分析中采用的各种近似的弹性板理论以

及数值解法
.
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.
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