
应用数学和力学
,

第 29 卷第 8期
2(X粥年 8月 巧 日出版

APPlied Math
e
lna tic o

and Mec h画cs

V ol
.

29
,

No
.

8
,

A u g
.

15
,

2(X) 8

文章编号
: 1《】】)习887 (2印8)08 切11

‘

07 ¼ 应用数学和力学编委会
,

ISS N I侧义)一887

含曲线裂纹复合圆柱体的扭转断裂分析
‘

潘天娓
,

王银邦

(中国海洋大学 工程学院
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(我刊编委王银邦来稿 )

摘要 : 研究含任意曲线裂纹的复合圆柱体的 Sai n t一V e

nant 扭转
,

将内外材料的交界面视为一边界
,

将问题划归为内
、

外边界和裂纹上的积分方程的求解
.

提出了新的边界元数值方法
,

分别对含有

直线裂纹和曲折裂纹的典型问题进行了数值计算
,

并与文献中数据结果进行了比较
,

证明了该文

方法的正确性和有效性
.
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1 文献标识码
: A

引 言

现代工程结构的发展方向之一是大跨
,

高耸
,

重载
,

要求结构能在恶劣条件下工作
,

且能满

足施工技术的工业化要求
.

复合柱体的优势在于可利用不同性质的两种或多种材料进行组

合
,

以发挥其各自优点
,

达到扬长避短的目的
,

从而能很好的满足现代工程结构的要求
.

因而

近年来在重力式海洋平台结构
、

工业厂房
、

房屋建筑
、

桥梁和地下等结构中得到广泛应用
,

受到

有关设计和工程技术人员的青睐
.

复合柱体除了具有比一般柱体承载力高
,

塑性和韧性好
,

施

工方便和经济效果好等优点外
,

还根据组合的材料和方式的不同而存在各自的特点
,

具有良好

的发展应用前景[l]
.

在地震等自然灾害的影响下
,

会使结构产生扭转
、

弯曲
、

剪切等破坏
.

因此
,

扭转断裂的影

响是不可忽视的〔’
一

, ]
.

带有直线裂纹复合柱的扭转问题已用边界元法进行过研究〔“〕
.

本文

研究含有曲线裂纹复合柱的扭转断裂问题
,

通过使用分步积分技巧导出了新的边界积分方程
,

其积分核只具有 l/ ;
阶的奇异性

.

对含有直线裂纹和折线裂纹的圆截面复合柱体的典型问题

进行了数值计算
,

并与文献已有数据进行比较
,

证明此法的正确性和有效性
.

1 基 本公 式

考虑由两种不同材料组成的圆柱体(见图 1)
.

外部柱体 。1 的外边界为 s : ,

剪切模量和

Po is so n
比分别为 ‘; 和

, , ,

包含曲线裂纹 几 ( k 二 1
,

2
,

⋯
,

n)
.

内部柱体 口:
的材料界面为 5 2 ,
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材料常数为 ‘: 和
, : ,

不包含裂纹
.

p (
x 。,

y
。

)

已知柱体受扭矩 T 作用
.

复合材料柱中的各个材料组成的柱体在其内部都

是匀质的
,

因而对于复合材料柱体的 Sai n t
一

V en an t扭转可

用匀质柱体扭转的通解进行研究
.

1
.

1 材料界面 S: 上的基本方程

单独考虑外部柱体
,

设材料界面 s : 的正方向为顺时

针方向
,

则外部材料柱体在边界 S: 上的位移和面力

为[7
·

s]

{
“ + 二 一 a岁

,

v + 二 axz
,

w + 二 。甲
+

(
x ,

少)
,

(1 )

图 , 裂纹复合圆柱的截面几何
Z丸

二 l
+ : 轰+ m + r

导
二

‘1·

以劣)
‘ 一 ‘

·
, + m 二l (2 )

、、.尹、、J产-
八、�月峙一

才矛
‘、
J了‘、
、

公

、尹、
产

、
声产�气�了勺

2

1
、

了
、、

其中 沪为扭转函数
, 。
为扭率

.

对于内部柱体
,

设在其内不包含裂纹
,

则在边界 s: 上
,

其位移和面力为[7-8 〕

u 一 二 一 ayz
, 。 一 二 a二

,
、 一 二 a沪

一

( :
,

y )
,

z 、 二 ‘
一 : ; + m

一 : 、 二 。2 。!{势)一 ,
一

, 十 。 一 :

1
.

一 -J 一 ‘ 、口 n ,
一

户

对于内外交界 S: 上同一点的位移和面力必须满足连续性条件
,

即
“十 二 u 一 , : 十 二

、十 二 w 一 ,

z 丸二 一 z 凡
,

整理可以得到

沪
+

( x
,

少)
二 沪

一

(
x ,

) )
,

。1

((舞)
‘ 一 ‘

·
, + m 二)

= 一 。2

((敖)一
‘
一

, 十 m 一)
·

1
.

2 新的边界积分方程

在复合柱体的 sai ni
一

Ve
nan t 扭转问题中

,

令 P(
x 。 ,

y。) 为源点
,

Q(宁
,

0) 为边界和裂纹上的

积分点
.

记娜月
。 二 q

,

l+ 二 一 l一 l
,

m
十 二 一 m 一 m

,

由式(6 )可得到

C , 叮
+

( P ) + G Zq
一

( p )
二
( G ; 一 G Z)H ( p )

,

(7 )

其中 H ( p )
二 少。l

+

( p )
一 x o m +

( p )
,

p 二
(
x 。

,

了。) 任 5 2
.

对于外部材料柱体
,

其在边界 s : 上的新的边界积分方程为[9- 侧

、.夕

�n
口了、

妞告

,

d

, .....J

合
。
·

( 尸, 二

{
s :

!
。(。

嗒粉尸
a 甲(Q ) 日甲

‘

( p
,

仍
刁, ( Q) 刁s ( p )

{
:

瓮留
旦
嗽铲

{
5 2

[
、
·

‘口

群恭尹

d : ( Q) +

( P 任 5 2 )
.

(8 )
、、产
苦

口t
J

了电、

S
UJ

自

I
JJ 甲

+

(口)
刁s (口)

刁沪
’

( p
,

Q )
刁: (P )

对于内部材料柱体
,

不存在裂纹
,

其在边界 S : 上的新的边界积分方程为

告
。
一

(尸, 二 一

{
、:

{i糕斧
。
一

‘Q, ·

嚼铡
旦

瑙
立}“ (。,

(P 〔 5 2 )
.

(9 )
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我们令

F (口)
二

黯
(。。 “I

U “2 , ; F(o , 少舞贵 (Q 〔 厂)
,

将式(8) 和(9) 代人式(7) 可得如下的材料界面边界积分方程
:

r

产

|
‘

刁甲
’

(p
,

Q)
a ,

(P )
F (Q)d

s
(口) +

刁甲
‘

(p
,

口)
刁:

(P )
F(口)d

s
(Q) +

自
.二

S

产

I
J

鱼士二Z
f

C
I

J

刁甲
‘

(p
,

口)
sZ

a ,
(p )

‘(口, d
‘
(口,

一

可
5 2

弩瑟尸
、
·

(口, d
3
(。,

二

{
“* ’

(p
, 、

Q)
J s : J n (p )

g (Q)d
s

(Q)
_

些竺二2
{

G 1 J 5 2

J甲
‘

(p
,

Q)
a n

(P )
H (Q)d

s
(Q)

-

导
H ‘p ,

(P e 5 2 )
.

(10 )

对于外部材料柱体
,

传统的边界积分公式为[s]

* (, ,
=

{
、:

〔* “,
,

口, 、‘口,
一 * (口, 。

‘

(,
,

口, “d
‘
(口,

-

{:
·

(,
,

。)△* (。)d
,

(。) +

「
_

[ *
·

(,
,

o )。
·

(o )
一 *

·

(。)。
·

(,
,

。)jd
:
(。) (, 。 。1)

.

口 占2

(11)

上式两端同时对
: 、

y求偏导数并组合
,

并令 p (
: ,

力趋于边界 s: 上的点 尸
,

可以求得

告旦豁
矛

月

镖2
二

{
_

}旦
望

兴鲁边
。(。) +

买于是卑畏斗黔l
d :

(。) +

‘ u J \ I / J S一
以 J ‘J / u , ‘ 、 , / u J \ v / -

{
: 旦
嗡钾2鲁铭

2

{
、[嚼攀尸

、
·

(口,

d s
(Q) +

。*
’

(尸
, 、

o )刁,
‘

(Q)1击 r。、

a n (P ) 日s (Q) ’一
‘ 丫 ‘ (P 任 5 2

)
.

(12 )

同理
,

对于内部材料柱
,

可以得到

工 旦空二丛里2
_

{ f旦宜工尸已脸
_ 一 ‘。 、 旦望兰丑区脸旦望二区卫21

) 。
了。 、

, 力 _
I D 、 一 ! ! 。 _

了 D 、 , \ V / 一 口 ~ 了 D 、 〕 。
了n 、 1 u J \ V /

‘ 口 。 ‘工 / J 52 一 口 。 、J / 口 , ‘\ 五 , 以 J \ v , -

(P 任 5 2 )
.

由于当 尸 任 s : 时 沪
+

(尸)
= 甲

一

(尸)
,

所以沿 s : 切线方向的方向导数相等
,

即

(J沪
十

(p ))/ (口
s
(p ))

=
(刁甲

一

(p ))/ (口
s
(p ))

.

注意到式(12 )和(13 )
,

可以求得材料界面上的第 2 个边界积分方程为

(13 )

{ J甲’ (p
,

、

Q)
J s : 刁n (p )

尸(。)d
:
(。) ·

{
: 刁甲

‘

(p
,

0 )
F (Q)d

s
(Q) +

J甲
’

(p
,

Q)
a n

(P )
尸(Q)d

:
(Q)

日n

(P )

G Z + G I

G 2 {
、2

旦绘洽必
、
·

(Q)d
s
(Q)

=

刁甲
苦

(p
,

Q )
刁,

(P )
q (Q )d

s
(Q) +

‘; 一
负 刁甲

‘

(p
,

口)
日:

(P )
H (Q)d

s
(Q)

(P 任 5 2 )
.

,‘
口�

月

!
�

凡
月

l
�

汀引
�一

( 14 )

当 尸 任 s , 或 尸 任 厂时
,

按一般柱体扭转可得到边界积分方程为〔9
一

lz]

{
5 1

吩铲
尸‘口, d

3 (口, ·

{
:

兴;

黔
2‘(口’‘

3
(口’·
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刁甲
’

(p
,

Q)
日、(P )

尸(口, d
,

(。,
一

{
、2 旦
粽铃尸

。
·

(口, d
‘

(口,
二

,�S

门

!
刁沪

‘

( p
,

口)
刁n
( P )

叮( Q) d
s (Q)

刁沪
’

( p
,

口)
a、(P )

(P 任 5 1)
,

( 15 )
妇..月S
l
�

一

合
。‘”,

+

日甲
‘

( p
,

Q)
刁: ( P )

F (口)d
s
( Q) + F( Q)d

s
(口) +

厂

.

I
J

月..
.

�j

产

|
�

J甲
‘

( p
,

Q)
日: (P )

l 旦过望业沙
_ 、 ‘。 、J

。
‘。 、 _

” 、v ’u “ 、Y ’ 一
J、

2 刁n ( p )
,白

�、

月

I
J

一 、
·

(尸) +

仁
J 5 1

日甲
’

( p
,

Q)
日n (P )

叮(口)d
s
(Q) ( 尸 e 尸)

.

( 16 )

未知函数 F( 口) 还应满足位移单值性条件

{
{
、

.

; (。)d
￡( o ) 二 0 (, = 1

,

2 )
,

{
。‘(口, d

占
‘口,

二 0 ‘“
二 ‘

,

2
,

一
( 17 )

将式( ro )
、

( 14 ) 一 ( 16 )联立并结合式( 17) 建立的积分方程组闭合
,

可进行求解
.

2 抗扭刚度 D 和应力强度因子K 。 的计算

对于复合柱体
,

扭转刚度
D 二 T / a 二 D , + D Z

,

( 18 )

其中

些
=

{ 「
。 ,

( 。) : 、 。 1

(口) 刀〕* d : ( 。) +

杏{ (护 + 。2 ) ; ( o ) d
、( o )

,

廿 l ‘ 占 l + JZ

“
。l + 。2 + I

( 19 )

D , f
「 , _ 、 _ , _ 、 : _ , , _ 、

I f
, _ , , 、 _ , 八 、 , , 。 、

尹
= 一

!
_

L
n Z(口)宁+ n l ( Q) 专」宁刀d

s ( Q)
一

令{
_

(宁
‘ + V

‘

) F( Q)d
s
(Q )

·

(20 )
行Z J

凡
- 一

”
‘ J

凡

在位移单值性条件下求得边界积分方程组的解 F( 口) 后
,

就可直接进行扭转刚度 D 的计

算
.

在裂纹尖端引进局部极坐标 ( p
,

0) 〔”〕
,

并定义皿型应力强度因子为

犬。 = 11单「丫而、 (。
,

0 )〕
.

户洲J

在位移单值性条件下求得边界积分方程的解 F( Q) 后
,

裂纹尖端的应力强度因子

按以下公式直接计算
:

(2 1 )

K m 可

{
K 。( aj )

‘1住
, ,

二 一 万 ll m
‘
归aj

F ( Q)〕

(22 )

肠 (巧,
二 一

警卿

丫2 二 } Q 一 aj }

丫2
二 } Q

一

巧}

(j 二 1
,

2
,

⋯
, n

F (口)」

其中 马
、

巧分别为第j条裂纹的初始端点和末端端点
.

3 边界元数值方法

以上所推得的边界积分方程组适合位移单值条件的解析解一般很难求得
,

所以我们用数

值的方法进行求解
.

将普通边界
、

裂纹边界和内外材料交界线分别分成 M + N + C 个线性单
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元 [ 1今 15 ]
,

即

M 材 + N M + 刀+ C

“, = ,

以, 厂 = , 二

只
,

lj, “2 二 , 二 ,

跳
,

tj,

每个线性单元被映射到区间
一 1 簇 夸妾 1

,

形函数为 N I(妇
二

(1
一

妇/2
,

从(切
二

(1 +
妇/2

,

作自变量变换

Q
二

(右
,

, )
二

(右
e ,

,

, ” )N l(爹) + (宁e2
,

专e2 )N Z(夸)
,

(l芬一鉴 l
,

Q 任 :
e

)
.

(23 )

普通边界 5 1 和内外材料交界 s : 上的单元扭转函数密度的插值函数分别取为

口(Q)
= , rN ; (芬) + g盆N Z(参) (抖 )

F(口)
二 F了N l(营) + F呈N Z(夸) + A、 (Q 〔 s; ; K 二 l

,

2 )
.

(25 )

H (Q)
二 H了N l(爹) + H呈N Z(参) (26 )

裂纹 厂上的单元扭转函数间断密度的插值函数取为

非裂尖单元
、、了、了、,产OC�,�,曰

z

‘、
了

r、F ( Q)
二 F了N I (爹) + F呈N Z(爹) ;

起始裂尖单元 (夸二 一 l)

‘(。,
=

众
· ( “,

一
“ ,凡 (‘,

;

末端裂尖单元 (芬
= + l)

“(口’
二
‘尸,

一 ‘了, N
l(‘, ·

湍
·

(29 )

代人应力强度因子公式(21 )可得

K 。( 、 )
= 一

粤丫丁矶尸:
,

、: ( 。, )
二 一

粤丫瓦矶; 。

‘
,

‘

(30 )

闭合的积分方程组离散后涉及奇异元和非奇异元上积分的计算
,

在奇异元上的积分可解

析计算[ ’0]
,

非奇异元上的积分可用 Gau
ss

一

玩罗nd re 求积公式数值计算
.

4 数值 算例

含有曲线裂纹的复合圆柱体的扭转问题 (见图 1 )
,

本文已简化为边界积分方程 ( 10 )
、

( 14 )
一

( 17 )的求解
,

并建议了边界元数值计算方法
.

为了证明本文方法的有效性
,

本节给出含有

直线裂纹或曲折裂纹复合圆柱体扭转问题的两个具体算例
.

‘‘

厂
‘‘

图 2 含直线裂纹复合圆柱的扭转 图 3 含曲折裂纹复合圆柱的扭转
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4
.

1 含有直线裂纹的复合柱体

对于图 2 所示带有直线裂纹复合圆柱体的扭转问题
,

用本文方法计算的无量纲扭转刚度

D
‘ 二 D广+ (CZ/ G , )D犷

,

其中

。
’ 二 D / ((二几)‘, 尺4 )

,

D厂二 n l/ ((二几)‘IR 4 )
,

D犷 == n Z / ((7r 甩)‘2尺4 )

和无量纲应力强度因子 K伍
二 K 。/( G l。R 、/

‘

蔽 )随内
、

外柱体剪切模量比值的变化列于表

l( 计算时取 d / R 二 0
.

4
, 。/ R 二 0

.

1)
.

当‘2 / ‘, 二 1
.

0时
,

由表 1可见本文的结果与文献〔10〕

上对含有直线裂纹圆柱体扭转问题的结果基本吻合
,

表明本文的方法是有效的
.

表 1 直裂纹复合圆柱体 刀
‘

和 K苗随粉 仇/ ‘, 的变化 (r/ R 二

‘2 / C -

1
.

03

10
.

印

0
.

985 1印

0
.

(燕巧7 16

0
.

性珍6 725

0
.

(从1 7 32

0
.

侧叉1 7 52

0侧汤 7 52 t、0 3

0
.

(从1 7 58

0
.

望Xi7印

0
.

望汉1 780

1
.

0 19 936

K亩(A )

一 0
.

353 0

一 0
.

3 5 1 9

一 0
.

3 52 2

一 0
.

3 5 2 0

一 0
.

35 2 1

一 0
.

35 2 7 [ 10 〕

一 0
.

3 52 1

一 0
.

352 0

一 0
.

352 6

一 0
.

35 1 7

0
.

1)

K亩(B )

0
.

45 3 7

0
.

45 2 3

0
.

45 1 8

0
.

45 2 1

0
.

45 2 0

0
.

45 3 otlo)

0
.

45 1 9

0
.

4 52 0

0
.

45 1 2

0
.

朝9 9

0l02

4
.

2 含有折线裂纹的复合柱体

分析图 3 所示的带有折线裂纹的复合圆柱体的扭转问题
,

月为折线角度
.

用本文方法计

算得到的无量纲扭转刚度 D
‘

和无量纲应力强度因子 K击
二 K 。/( ‘, a R

、
/双万丁丽 )的计算

结果列于表 2
,

计算时取 ‘2 / ‘, 二 0
.

9
, ; / R 二 0

.

1
, 。 / R 二 0

.

3
,

c/ R 二 0
.

1
,

d / R 二 0
.

6
.

由表

中结果可见
,

裂纹越靠近外边界
,

所对应的扭转刚度越小
,

应力强度因子越大
,

当折线角度口
二

0 时
,

扭转刚度最小
,

而应力强度因子则达到最大
,

也就是柱体最不安全
.

表 2 折线裂纹复合圆柱体 D
’

和 K击随粉月的变化

K击(A ) K击(B )

0
.

叨3 阶4 8 一 0
.

37 6 18D 2 0
.

29 1 4 8 4 7

0
.

984 8困 l
一 0

.

396 璐3 5 0
.

4 54 182 1

0
.

9以 3 3 5 0
一 0

.

粼只 5月6 1 0
.

52 2 113 9

0
.

9 83 07 3 9
一 0

.

4 10 7(X) 7 0
.

57 6 乡《) 8

0
.

卯9 以1 4 一 0
.

4 14 153 8 0
.

62 4 7 15 6

0
.

980 3肠 9 一 0
.

4 11 830 4 0
.

574 2的 2

0
.

98 1 29 7 0 一 0
.

闷(辫 46 1 0 0
.

522 3 7 6 4

0
.

9 83 26 9 5
一 0

.

粼辫 323 3 0
.

44 1 79 1 6

0
.

98 6 9 1 8 9
一 0

.

37 5 5 55 1 0
.

29 1 725 7

确浏仍被

5 结 论

本文对带有曲线裂纹的复合圆柱体的扭转问题进行了分析
,

通过对柱体内不同材料交界
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面上的位移和应力的分析
,

结合已有的传统边界积分方程
,

建立了适合带曲线裂纹复合柱体的

新边界积分方程
,

建议了边界元数值计算方法
.

通过对含有直线裂纹的复合圆柱体扭转问题

的计算
,

并与文献上已有的数据进行比较
,

证明了本文方法的正确性
.

同时对含有折线裂纹的

复合圆柱体进行了数值计算
,

进一步证明了本文方法的有效性
.
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